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ГІПЕРБОЛІЧНІ СИСТЕМИ СТОКСА ТРЕТЬОГО ПОРЯДКУ ЗІ ЗМІННИМ 
ПОКАЗНИКОМ НЕЛІНІЙНОСТІ 
 

Досліджується задача для еволюційної системи Стокса третього порядку, 
що містить змінний показник нелінійності. Встановлено достатні умови 
існування та єдиності слабкого розв’язку такої задачі у відповідних функ-
ційних просторах. 

Ключові слова: гіперболічні системи Стокса, третій порядок рівнянь, слабкий 
розв’язок, змінний показник нелінійності, нелокальний інтегральний доданок. 

 
Вступ. У статті розглянуто задачу про знаходження пари функцій 

,u π{ } , що задовольняє такі співвідношення: 
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– деякі матриці, f  – деяка вектор-функція, 1

1

div n

n
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u

x x

∂∂
= + +

∂ ∂
… ; 

nΩ ⊂ R , 2n ≥ , – обмежена область з гладкою межею ∂Ω , 0, (0, )TQ T= Ω × . 

Функцію ( )q q x=  називають змінним показником нелінійності системи (1). 
Встановлено достатні умови існування та єдиності слабкого розв’язку 

задачі (1)–(6). Стаття складається з двох розділів. У першому з них подано 
потрібні надалі допоміжні твердження і зауваження. Основні результати 
досліджень представлено і доведено в розділі 2. 

Системи рівнянь Нав’є – Стокса описують рух і теплопередачу в’язкої 
нерозривної рідини. Крім того, їх використовують для моделювання різних 
процесів і технічних задач. Тому задачі для параболічних систем Нав’є –
 Стокса зі сталим показником нелінійності широко представлено у матема-
тичній літературі (див., наприклад, праці [2, 11, 14, 18, 20] та бібліографію 
до них). 

У роботах [15–17] автори отримали та дослідили гіперболічно збурену 
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систему рівнянь Нав’є – Стокса зі сталим показником нелінійності. Вста-
новлено умови існування локального та глобального гладкого розв’язку за-
дачі при малих вхідних даних. Задачі для нестаціонарних систем рівнянь 
Нав’є – Стокса зі змінними показниками нелінійності вивчено у праці [8]. 

Слабкі розв’язки задач для параболічних систем Стокса зі сталими та 
змінними показниками нелінійності досліджено в роботах [3, 6] відповідно. 

Деякі класи нелінійних інтегро-диференціальних систем четвертого по-
рядку зі змінними показниками нелінійності вивчено у праці [4]. 

У статті [9] розглянуто змішану задачу для лінійних систем Стокса гі-
перболічного типу та одержано певні локальні оцінки для розв’язків таких 
задач. 

Наскільки відомо авторам, задачі для гіперболічних систем Стокса тре-
тього порядку з нелокальним інтегральним доданком раніше ніким не роз-
глядалися. Тому доцільним є вивчення таких задач. 

1. Допоміжні твердження. Для представлення та доведення основних 
результатів наведемо потрібні надалі твердження та зауваження. 

Позначимо ( , ) ,x t x tτΩ = ∈ Ω = τ|{ } , [0, ]Tτ ∈ . Нехай [1, ]q ∈ ∞ , Λ = Ω  

або 0,TQΛ = . Через ( )ΛM  позначимо множину всіх вимірних функцій 

:v Λ → R . Нехай ( ) : ( ) ess inf ( ) 0
y

q L q y∞
+ ∈Λ

Λ = ∈ Λ >|B { } . Для всіх ( )q +∈ ΛB  

введемо також позначення: 

 0
0 ess inf ( ),       ess sup ( ): :

y y
q qq yqy

∈Λ ∈Λ
= = , (7) 

 ( )( ; ) : ( ) ,       ( )q y
q v v y dy v

Λ

ρ Λ = ∈ Λ∫ M , (8) 
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( ) :
( ) 1
q y

q y
q y

′ =
−

 для майже всіх y ∈ Λ  

(зазначимо, що 1 1 1
( ) ( )qq y y

+ =′  для майже всіх y ∈ Λ  і ( )q +
′ ∈ ΛB , якщо 

0 1q > ).  

Нехай ( )q +∈ ΛB  і 0 1q > . Множину функцій  

 ( ) ( ) : ( ) ( ; )q
q yL v vΛ = ∈ Λ ρ Ω < + ∞|M{ }  

разом із введеною на ній нормою Luxembury [7, с. 430] 

 ( ); ( ) : inf 0 ( / ; ) 1y
q

qv L vλΛ = > ρ λ Λ ≤|{ }  

називають узагальненим простором Лебеґа зі змінним показником неліній-
ності. Властивості просторів Лебеґа та Соболєва зі змінними показниками 
нелінійності вивчено, зокрема, у працях [7, 10]. Також відомо, що, якщо 

( )q +∈ ΛB  і 0 1q > , то ( ) ( )q yL Λ  є банаховим рефлексивним простором (див. 

[7, с. 427, теорема 1.10, с. 430]). 
Твердження 1 (див., наприклад, [13], зауваження 3.1, с. 453). Нехай 

( )r +∈ ΛB , 0 1r ≥ , 

 
0 0

0 01/ 1/
1/( ) : max , ,     ( ) : max , ,     0r rr r

r rS z z z S z z z z= = ≥{ } { } . 

Тоді для довільних функцій ( )v ∈ ΩM  справджується 

(і) якщо ( , )r vρ Λ < + ∞ , то ( ) 1/( ) ( ( , ))r x r rLv S vΛ ≤ ρ Λ ; 

(iі) якщо ( ) ( )r xLv Λ < + ∞ , то ( ) ( )( , ) r xLrr v S v Λρ Λ ≤ ( ) . 

Тут rρ  таке, як у (8). 
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Для банахових просторів X та Y через XY Ó позначимо неперервне 

вкладення просторів, а через XY Ó – неперервне та щільне вкладення. 

Нехай H – гільбертовий простір зі скалярним добутком (,) ⋅⋅H, 
j

j w∈N {} – 

ортонормована база в H, V –рефлексивний сепарабельний банахів про-

стір, 
∗∗

≅ ÓÓ VHHV, M – лінійна оболонка над 
1
,,

m
ww … {}, m∈N – 

деяке фіксоване число. Єдину ортогональну проекцію : mP→ HM означи-

мо рівністю (див. [19, с. 527]) 

 
1

:(,),      
m

jj
m

j

Phhwwh
=

=∈ ∑HH. 

Відомо, що mP – лінійний самоспряжений неперервний оператор (див. 

[19, теорема 7.3.6, c. 515]). Для функцій  
j

j w∈⊂V N {} означимо оператор 
 

: mP→ %VV (необов’язково самоспряжений) за таким правилом: 

 : mm vPv P= % для всіх v∈V. 

Відомо, що для спряженого оператора : mP
∗ ∗∗

→ %VV виконується вкладення 

() mP
∗∗

⊂ %VV (див. [4, c. 865]). 

Твердження 2 (див. [4, лема 3.9, с. 865–866]). Припустимо, що 
j

j w∈ {}N 

– ортонормована база в H така, що 
j

j w∈⊂V {}N, 1,,
mm

m ψψ∈ …R – деякі 

числа і F
∗

∈V. Тоді, якщо для 
1

:
m

mms
s

s

zw
=

ψ =∈ ∑V справджуються рівності 
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то виконується рівність m
m

zF P
∗

=% у просторі 
∗

V. 

Скалярний добуток в 
n

R позначимо через (,)n ⋅⋅R. Приймемо також, 

що 

 11 (,)(),()  :,  (,,),  (,,) nnn uvuxvxdxuuuvvv Ω
Ω

== =∫¡…… (), 

 ,:
n

uvΩ→R. 

Нехай k∈N. Розглянемо простір Соболєва [()]
kn

HΩ зі скалярним до-
бутком 
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∞
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Нехай 1 1: s s≥− ∈ ≥ −= |¢ ¢{ } . Далі сформулюємо потрібне нам тверд-
ження для знаходження функції .π  

Твердження 3 (узагальнення теореми de Rham-а, див. [11, теорема 4.1 і 
зауваження 4.3]). Нехай Ω  – відкрита обмежена однозв’язна ліпшицева 

підмножина в nR , 0T > , 1 2 1,s s ≥−∈ Z , 1 2, [1, ]h h ∈ ∞  і 

 1 1 2 2, ,0, ; [ ( )]s h s h nW T W∈ ΩF ( ) . 

Тоді, якщо 

 [ ( )]( ), 0nDv Ω⋅ =F  в (0, )D T∗  для всіх divv C∈ , (9) 

то існує єдина функція 1 1 2 2, 1,0, ; ( )s h s hW T W +π ∈ Ω( ) така, що 

 ∇π = F  в 0,[ ( )]nTD Q∗ , (10) 

 ( ) 0dx
Ω

π ⋅ =∫  в (0, )D T∗ . (11) 

Більше того, існує така додатна стала 1C  (незалежна від F  і π ), що 
справджується нерівність 

 1 1 2 2 1 1 2 2
1

, , 1, ,; 0, ; ( ) ; 0, ; [ ( )]s h s h s h s h nW T W W T WC+π Ω ≤ ΩF( ) ( ) . 

Введемо простори 

 ( ) 2 ( )
1 0, 1 0,[ ( )] ,      ( ) (0, ; ) [ ( )]q x n q x n

T TV Z L U Q L T Z L Q= Ω =∩ ∩ , 

де 

 ( )
1; ; ; [ ( ]q x nv V v Z v L= + Ω , 

 2 ( )
0, 1 0,; ( ) ; (0, ; ) ; [ ( )]q x n

T Tw U Q w L T Z w L Q= + . 

Припустимо, що виконуються умови: 

(A): ijA  – квадратні матриці порядку n  з елементами з 0,( )TL Q∞ , 

ij jiA A= , , 1, ,i j n= … , для всіх 1, , n nξ ξ ∈… R  та майже для всіх 

0,( , ) Tx t Q∈  виконуються оцінки 

 
2 200

00
1 , 1 1

( , ) , n

n n n
i i j i

ij
i i j i

a A x t a
= = =

ξ ≤ ξ ξ ≤ ξ∑∑ ∑R( ) , 

де 00 0a > , 00a < +∞ ; 

(B): ijB , ijtB  – квадратні матриці порядку n  з елементами, що належать 

до простору 0,( )TL Q∞ , ij jiB B= , , 1, ,i j n= … , для всіх 1, , n nξ ξ ∈… R  

та майже для всіх 0,( , ) Tx t Q∈  виконуються оцінки 

 
2 200

00
1 , 1 1

( , ) , n

n n
i i j i

ij
i i

n

j i

B x t bb
= = =

ξ ≤ ξ ξ ≤ ξ∑∑ ∑R( ) , 

 1

, 1 1

2
( , ) , n

n n
i j i

ijt
i j i

B x t b
= =

ξ ξ ≤ ξ∑∑ R( ) , 

де 00 0b > , 00b < +∞ , 1b < + ∞ ;  

(G): 0,( )Tg L Q∞∈l , 1, ,n= …l , 0
00 ( , )g g x t g< ≤ ≤ < +∞l  для майже всіх 
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0,( , ) Tx t Q∈ , 1, ,n= …l ; 

(Q): ( )q +∈ ΩB , 0 1q >  (див. (7)); 

(E): ζ  – квадратна матриця порядку n  з елементами з простору 

0,( )TL Q∞ × Ω ; 

(F): 2
0,, [ ( )]nt Tf f L Q∈ ; 

(U): 2
0 1 [ ( )]nu Z H∈ Ω∩ , 2 ( )

1 1 [ ( )] [ ( )]n q x nu Z H L∈ Ω Ω∩ ∩ .  

Означимо оператори ( ) :A t V V∗→ , 0, 0,: ( ) ( )T TU Q U Q
∗

→A [ ] , ( ) :B t V V∗→ , 

0, 0,: ( ) ( )T TU Q U Q
∗→B [ ] , 2 2( ) : [ ( )] [ ( )]n nE t L LΩ → Ω  і 2 2

0, 0,: [ ( )] [ ( )]n n
T TL Q L Q→E  

таким чином: 

 
, 1

( ) , ( , ) ( ), ( ) , ,:     ni j

n

ij x xV
i j

A t z w A x t z x w x dx z w V
=Ω

= ∈∫ ∑ ( )R , (12) 

 
0, 0,( )

0

, ( ), ( ) , ( ): ,       
T

T

TU Q Vu v Au t v t dt u v U Q∈= ∫A , (13) 

 
, 1

( ) , ( , ) ( ), (:       ) , ,ni j

n

ij x xV
i j

B t z w B x t z x w x dx z w V
=Ω

= ∈∫ ∑ ( )R , (14) 

 
0, 0,( )

0

, ( ) ( ), ( ) ,:       , ( )
T

T

TU Q Vu v B t u t v t dt u v U Q= ∈∫B , (15) 

 2        ( ) ( ) : ( , , ) ( ) , , [ ( )]nE t z x x t y z y dy x z L
Ω

= ζ ∈ Ω ∈ Ω∫( ) , (16) 

 ( , ) : ( ) ( ) ( ) ( , , ) ( , )u x t E t u t x x t y u y t dy
Ω

ζ= = ∫E( ) ( ) , 

 2
0, 0,( , ) , [ ( )]nT Tx t Q u L Q∈ ∈ . (17) 

Зауваження 1 (див. [6, лема 2, c. 112]). Якщо виконується умова (E), то 

оператори 2 2( ) : [ ( )] [ ( )]n nE t L LΩ → Ω , (0, )t T∈ , і 2 2
0, 0,: [ ( )] [ ( )]n n

T TL Q L Q→E , 

означені в (16), (17), є лінійними обмеженими та неперервними. Крім того, 

для всіх 2[ ( )]nv L∈ Ω  і 2
0,[ ( )]nz L Q τ∈ , (0, ]Tτ ∈ , справджуються оцінки 

 2 00 2( ) ; ( ) ; [ ( )]nE t v L E v LΩ ≤ Ω , (18) 

 2 00 2
0, 0,; ( ) ; [ ( )]nz L Q E z L Qτ τ≤E , (19) 

де стала 00 0E >  не залежить від z , v , τ . 
Зауваження 2 (див. [6, зауваження 6, c. 112]). Легко перевірити, що 

для 2
0,[ ( )]nTv L Q∈  справджується оцінка 

 
22 2

0

2

0, ,; ( ) ; [ ( )] [0, ],nv L Q n v L Q Tτ τ≤ τ ∈ . (20) 

Означення 1. Пару функцій ,u π{ }  називатимемо слабким розв’язком 

задачі (1)–(6), якщо ( )0, ; ([0, ]; )u L T V C T H∞∈ ∩ , 2 ( )
1 0,0, ; [ ( )) ]( q x n

t Tu L T Z L Q∈ ∩ ∩  

1([0, ]; )C T Z∩ , 2
1)0, ;(ttu L T Z∈ , 

0 0

,
1

0
/ ( )T

q qL Q−π ∈ ( ) , u  задовольняє початкові 

( ) ) 
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умови (5), (6) для всіх v V∈ , і майже всіх (0, )t T∈  виконується рівність 

 ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( , , ),Vtt t tV
u t v A t u t v B t u t v G x t u vΩ Ω+ + ++( ) ( )  

 ( ), ( ), ,     (0, )t VEu t v f t v t TΩ+ = 〈 〉 ∈( ) , (21) 

π  задовольняє рівність (3) у сенсі простору (0, )D T∗  та рівність 

 ( , , )tt t t tu u u G x t u u f+ + + + + ∇π =A B E  

 у просторі 0,[ ( )]nTD Q∗ . (22) 

2. Формулювання та доведення основних результатів. 

Теорема 1 (єдиність розв’язку). Нехай виконуються умови (A)–(U). 
Тоді задача (1)–(6) не може мати більше одного слабкого розв’язку ,u π{ } . 

Д о в е д е н н я .  Використаємо метод від супротивного. Для цього 
припустимо, що ,u π{ } , ,u π% %{ }  – два різні слабкі розв’язки задачі (1)–(6) 

( u u≠ % , π ≠ π%  на підмножині області 0,TQ  додатної міри). Приймемо, що 

: u uω = − % . Тоді для кожного (0, ]Tτ ∈  легко отримати таку рівність: 

 
0

( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( )tt t t t tV V
t t A t t t B t t t

τ

Ω
 ω ω + ω ω + ω ω

+∫ ( )  

 ( , , ( )) ( , , ( )) , ( )t t tG x t u t G x t u t t Ω+ − ω +%( )( )  

 ( ) ( ), ( ) 0t tE t t t dtΩ
+ ω ω =


( ) . (23) 

Перетворимо доданки рівності (23). Проінтегруємо частинами за t : 

 
0

2 2

0

1 1( ), ( )
2 2t

t

t

tt t t tt t dt dx dx
=

τ

τ
=τ

Ω
Ω Ω

ω ω = ω = ω∫ ∫ ∫( ) .  

На підставі умов (A), (B) отримаємо оцінки 

 

0,

2
00

10

( ) ( ), ( )
i

n

t t txV
iQ

A t t t dt a dx dt

τ

τ

=

ω ω ≥ ω∑∫ ∫ , 

 
, 10 0

1( ) ( ), ( ) ( ) ,,
2 ni j

t
n

t ij x xV
i j t

x tB t t t dt B dx

=ττ

=Ω =

ω ω = ω ω −∑∫ ∫ R( )  

 

0,
, 1

,1 )
2

( , ni j

n

ijt x x
i jQ

B dx dtx t

τ =

− ω ω ≥∑∫ R( )  

 

0,

2 21
00

1 1

1 1
2 2i i

n n

x x
i iQ

b dx b dx dt

τ τ= =Ω

≥ ω − ω∑ ∑∫ ∫ . 

З умови (G) матимемо, що 

 ( , , ( )) ( , , ( )) , ( ) 0t t tG x t u t G x t u t t Ω− ω ≥%( )( ) . 

З використанням нерівності Коші – Буняковського, оцінки (20) (див. за-
уваження 2) та оцінки (19) (див. зауваження 1) отримаємо таку нерівність: 

 

0,

2 2
0, 0,, ; ( ) ; ( )nt t t t

Q

E dx dt E L Q L Q

τ

τ τω ω ≤ ω ⋅ ω ≤∫ R( )  

 2 2
0, 0,; [ ( )] ; [ ( )]n n

t tn E L Q L Qτ τ≤ ω ⋅ ω ≤  

) ( 
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 00 2 2
0, 0,; [ ( )] ; [ ( )]n n

t tnE L Q L Qτ τ≤ ω ⋅ ω =  

 
2 2

00 2 00 2
0, 0,

1

; [ ( )] ; ( )
n

n
t tnE L Q nE L Qτ τ

=

= ω =  ≤ ω 
 ∑ l

l
 

 
2

00 2
0,

1
max ; ( )t

n
nE n L Q τ≤ ≤

≤ ω =  
 ll

 

 

0, 0,

2 23 00 3 00

1
1

max
n

t t
n

Q Q

n E dx dt n E dx dt

τ τ
≤ ≤ =

= ω ≤ ω =∑∫ ∫l ll l
 

 

0,

23 00
t

Q

n E dx dt

τ

= ω∫ . (24) 

Отже, з рівності (23) отримаємо нерівність 

 

0,

2 2 2
00 00

1 1

1
2 i i

n n

t x tx
i iQ

b dx a dx dt

τ τ= =Ω

 ω + ω + ω ≤  ∑ ∑∫ ∫  

 

0,

22
2

1

,        (0, ]
i

n

t x
iQ

C dx dt T

τ =

≤ ω + ω τ 
  

∈∑∫ , (25) 

де 2 0C >  – деяка стала. 

Позначимо 2 2

1

( )
i

n

x
i

ty dx

τ =Ω

 +  
τ = ω ω∑∫ , (0, ]Tτ ∈ . Тоді на підставі (25) 

матимемо, що  

 
0

2( ) ( ) ,       (0, ]2y y t dtC T
τ

τ ≤ τ ∈∫ . 

 Звідси, згідно з лемою Ґронуолла – Белмана, отримуємо, що ( ) 0y τ ≤ , 

[0, ]Tτ∈ . Отже,  u u= % . Далі, на підставі (22), одержимо рівність ( ) 0∇ π − π =%  

у сенсі простору 0,[ ( )]nTD Q∗ . Тоді з умови (3) матимемо, що π = π% .  

 Теорему 1 доведено.  

Теорема 2 (існування слабкого розв’язку). Нехай виконуються умови 
(A)–(U) і, крім того, ijA , , 1, ,i j n= … , gl , 1, ,n= …l , та ζ  не залежать 

від t , і нехай 0 2q > , 0 3q ≤ . Тоді задача (1)–(6) має слабкий розв’язок. 

Д о в е д е н н я .  Використаємо метод Фаедо – Гальоркіна [12].  

Крок 1 (побудова гальоркінських наближень). Нехай j
jw ∈N{ }  – база 

простору V , яку для спрощення вважатимемо ортогональною в просторі 
H . Розв’язок задачі (1)–(3) будемо шукати у вигляді 

 0,
1

( , ) ( ) ( ),      ( , ) ,      
m

m m j
j T

j

u x t t w x x t Q m
=

= ϕ ∈ ∈∑ N , 

де невідомі скалярні функції 1 , ,m m
mϕ ϕ…  задовольняють такі умови: 

 ( ), ( ), ( ) ( ),m m m
Vtt t V

u t w Au t w B t u t wµ µ µ
Ω + + +( )  

 ( , ( )), ( ), ( ),m m
t tG x u t w Eu t w f t wµ µ µ

Ω Ω Ω+ + =( ) ( ) , 

 (0, ),      1, ,t T m∈ µ = … , (26) 

II II 

I I I I 
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- I I I I I I 
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 1 1(0) ,        ,        (0)m m m m
m mϕ = α ϕ = α… , (27) 

 1 1(0) ,      ,      (0)m m m m
t m t mϕ = β ϕ = β… ( )( ) . (28) 

Тут 1 , ,m m
mα α ∈… R , 1 , ,m m

m ∈β β… R  такі, що  

 0 1
1 1

( ) ( ),      ( ) ( ),      
m m

m m j m m j
j j

j j

u x w x u x w x x
= =

Ω= α = β ∈∑ ∑ , 

 0 0
m

m
u u

→∞
→  в 2[ ( )]nV H Ω∩ , 

 1 1
m

m
u u

→∞
→  в 2 ( )[ ( )] [ ( )]n q x nH H LΩ Ω∩∩ . 

Тоді 

 00

m m

t
u u

=
= , (29) 

 10

m m
t t

u u
=

= . (30) 

На підставі теореми 6 з [5, c. 11] отримуємо, що задача (26)–(28) має 

розв’язок такий, що 2(0, ; )m mH Tϕ ∈ R .  
Крок 2 (отримання апріорних оцінок). Домножимо µ -те рівняння сис-

теми (26) на функцію ( )m
t tµϕ( ) , підсумуємо за µ  від 1 до m  та проінтегру-

ємо за (0, ) [0, ]t T∈ τ ⊂ . На підставі (12)–(15) отримаємо таку рівність: 

 

0,
, 1

( ), ,n ni j

n
m m m m
tt t ij tx x t

i jQ

u u A u ux

τ =

 + + ∑∫ R R( ) ( )  

 
, 1

( , ) , ( , ),n ni j

n
m m m m

ij x x t t t
i j

B ux G ut u x u
=

+ + +∑ R R( ) ( )  

 

0,

, ,n n
m m m
t t t

Q

Eu u dx dt f u dx dt

τ

+ = ∫R R( ) ( ) . (31) 

Перетворимо доданки цієї рівності. Проінтегруємо частинами за t , 
враховуючи (29), (30): 

 

0 0,

2 2

1
1 1,
2 2n

m m m m
tt t t

Q

u u dx dt u dx u dx

τ τΩ Ω

= −∫ ∫ ∫( )R , 

 

0,

2

00
, 1 1

1,( )
2

, ni j i

n n
m m m

ij x x t x
i j iQ

B u u dx dt b u dxx t

τ τ= =Ω

≥ −∑ ∑∫ ∫( )R  

 

0,

2 200 1
0, 0,

1 1

1 1
2 2i i

n n
m m

x x
i iQ

b u dx b u dx dt

τ= =Ω

− −∑ ∑∫ ∫ . 

На підставі умов (A), (G) запишемо нерівності 

 

0, 0,

2

00
, 1 1

( ) , ni j i

n n
m m m

ij tx x t tx
i j iQ Q

A u u dx dtx a u dx dt

τ τ= =

≥∑ ∑∫ ∫( )R , 

 
( ) 2 2 ( )

0
1 1

( , ), ( )n

n nq x q xm m m m m
t t t t tG x u u g x u u g u

−

= =

= ≥∑ ∑( )R l l l l
l l
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Крім того, використавши нерівність Юнґа, матимемо оцінку 

 

22

,
2 2n

m
m t
t

uf
f u ≤ +( )R . 

Таким чином, з рівності (31) (див. також (24)) одержимо співвідношення 

 
2 2

00
1

1
2 i

n
m m
t x

i

u b u dx

τ =Ω

 + +  ∑∫  

 

0, 0,

2 ( )

00 0
1 1

i

n n q xm m
tx t

iQ Q

a u dx dt g u dx dt

τ τ= =

+ + ≤∑ ∑∫ ∫ l
l

 

 

0,

2 2 200
0, 1

1

1 1
2 2i

n
m m

x
i Q

b u u dx f dx dt

τ=Ω

≤ + + +

∑∫ ∫  

 

0,

2 23 0
1

0

1

1
2 2i

n
m m
x t

iQ

u nb E u dx dt

τ =

 + + + 


  ∑∫ . (32) 

Позначимо 

 
2 2

1

( ) ,       (0, ]
i

n
m m
t x

i

y u u dx T

τ =Ω

+
 

τ = τ ∈ 
 

∑∫ . 

Тоді з (32) отримаємо нерівність 

 3 4 4
0

3( ) ( ) ,       (0, ],  , 0    y C y tC C Cdt T
τ

τ ≤ + τ ∈ >∫ .  

Із леми Ґронуолла – Беллмана і цієї оцінки випливає, що 

 5( ) ,       (0, ]Cy Tτ ≤ τ ∈ , (33) 

де стала 5 0C >  не залежить від .m  Із (32), (33) отримуємо нерівність 

 

0,

2 2 2

1

2

1 1

( , ) ( , )
i i i

n n n
m m m m
x t tx x

i i iQ

x xu dxu u u

τ= = =Ω

 + + τ +
 

τ 
+∑ ∑ ∑∫ ∫  

 

0,

2 ( )

6
1

n q xm
t

Q
t

mdu u dx dt Cx dt

τ =

+


+ ≤∑∫ l
l

, (34) 

де стала 6 0C >  не залежить від m , τ .  
На підставі (18) та (34) одержимо оцінки:  

 7 8
2 2

0,; (0, ; )       ; [, ( )]m m n
t t TEu L T H EC u Q CL≤ ≤ ,  

де сталі >7 0C , >8 0C  не залежать від .m  
Крім того, відповідно до леми 2.6 з [1, c. 63]) запишемо нерівності 

 
( )

9

2
( , ) ( , )

q xm mu x u x dx С

τΩ

 τ τ + ≤
∫ , 

 

0,

10

2
( , )m

Q

u x t dx dt С

τ

≤∫ , 

де сталі 9C , 10 0C > , не залежать від m . 
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Тоді існує підпослідовність km m
k mu u∈ ∈⊂{ } { }N N  і функція u  такі, що 

 km

k
u u

→∞
→  *-слабко в (0, ; )L T V∞  і слабко в 2

1(0, ; )L T Z , 

 km
t t

k
u u

→∞
→  *-слабко в (0, ; )L T H∞ , 

 km
t t

k
u u

→∞
→  слабко в 1

2 (0, ; )L T Z  і слабко в 0,
( ) ( )][ nx

T
qL Q , 

 1
km

t
k

Eu
→∞

χ→  слабко в 2
0,[ ( )]nTL Q . (35) 

Крок 3 (отримання додаткових оцінок). Із рівності (26) маємо співвідно-
шення 

 ( ), ( ), ( ), ( ) ( ),m m m
Vt Vttu t w f t w Au t w B t u t wµ µ µ µ

Ω Ω= − − −( ) ( )  

 ( , ( )), ( ),m m
t tG x u t w Eu t wµ µ

Ω Ω− −( ) ( ) , 

     (0, ), 1, ,t T m∈ µ = … . (36) 

Оскільки 2 1(0, ; ) ([0, ]; )m m mH T C Tϕ ∈ ⊂R R , то з умов (A)–(U) випли-

ває, що права частина рівності (36) є неперервною функцією за [0, ].t T∈  

Тому 2 [0, ];m mC Tϕ ∈ ( )R  і в (36) можна прийняти, що 0t = : 

 1 0(0), (0), , (0) ,m m m
t V Vtu w f w Au w B u wµ µ µ µ

Ω Ω= − − −( ) ( )  

 1 1( , ),     , , 1, ,m mG x u w Eu w mµ µ
Ω Ω− − µ = …( ) ( ) . 

Застосувавши формулу інтегрування частинами у правій частині (36), 
матимемо рівність 

 1 0
, 1 , 1

(0), (0( )0)
i j i j

n n
m m m
tt ij x x ij x x

i j i j

u w f A u B uµ
Ω

= =

 − − −


= 
 ∑ ∑( ) ( ) ( )  

 1 1( , ) , 1, ,,     m mG x u Eu w mµ

Ω
− − µ  = 

 
… . 

На підставі твердження 2 для 2
 

[ ( )]nL= = ΩV H  отримаємо рівність 

 1 0
, 1 , 1

(0 ) 0) 0 ( )(
i j i j

n n
m m m
tt m ij x x ij x x

i j i j

u P f A u B u
= =

= − −


− ∑ ∑( ) ( )  

 1 1( , )m mG x u Eu − − 

. 

Тоді з умов (U), (F) і твердження 1 запишемо оцінку 

 2
1 0

, 1 , 1

(0); [ ( )] ((0) 0)
i j i j

n n
m n m m
tt m ij x x ij x x

i j i j

u L P f A u B u
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Ω = − −
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 2
1 1( , ) ; [ ( )]m m nG x u Eu L− − Ω


≤  

 1 0
, 1 , 1
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i j i j

n n
m m

ij x x ij x x
i j i j

f A u B u
= =

≤ − − −
 ∑ ∑( ) ( )  
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 2
1 1 11( , ) ; [ ( )]m m nG x u Eu L C


− − Ω ≤ , (37) 

де стала 11 0C >  не залежить від .m   

Продиференціюємо (26) за t , домножимо на ( )m
tt tµϕ( ) , підсумуємо за 

1, ,mµ = …  та проінтегруємо за (0, ) [0, ]t T∈ τ ⊂ . На підставі (12)–(15) та 
теореми 2.2 з [1, c. 65]) отримаємо рівність 
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( ,), n ni j
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m m m m
ttt tt ij ttx x tt

i jQ

u u A ux u
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 + +
 ∑∫ ¡ ¡
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, 1 , 1
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tx t xB u u B u ut
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+ + +∑ ∑¡ ¡
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( ) 2 2

1
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−

=

+ − + =∑ ( )l ll
l

R  

 

0,

, , (0, ]    n
m

t tt
Q

f u dx dt T

τ

= τ ∈∫ ( )R . (38) 

Зафіксуємо значення (0, ]Tτ ∈  Виконавши в (38) інтегрування части-
нами за t , одержимо рівності: 
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τ τΩ Ω
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ijt x x t
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t
iQ

B u u dtx t dx
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− ≥∑∫ ¡
( )  
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x

iQ
tb u dx dt

τ =

− ∑∫ . 

З умов (A), (B), (G) та нерівності (18) матимемо співвідношення 
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2 2

12
1 1, 1

( ), ni j ii

n n

t
i i

n
m m m m

ijt x x t x tt x
i j

B u u uC uC
= ==

≤ ε + ε∑∑ ∑( )R , 

 120,     0,     ( ) 0C Cε > > ε > , 

 

0,

0 23 0, n
m m m
tt tt tt

Q

dxEu u dt un E dx dt

τ

≤− ∫( )R . 

Остаточно, (38) перепишемо у вигляді 

 
2 200

1

( , ) (
2

, )1
2 i

n
m m
tt tx

i

b
u u dxx x

τ =Ω

 τ τ
 +
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0,

12

2

00
1

( )
i

n
m
ttx

iQ

a u dxC dt

τ =

+ ≤− ε ∑∫  

 
2 2

13 1,
1

( ,0)
i

n
m m
tt x

i

C u u dx dx x
=Ω Ω

≤ + +


∑∫ ∫  

 

0, 0,

2 2

1

( )
i

n
m
x t

iQ Q

u f dx dtC dx dt

τ τ=

+ + +ε ∑∫ ∫  

 

0,
1

2 2

i

m m
tt x t

n

iQ

u u dx dt

τ =

+  



+ 

 ∑∫ , (39) 

де стала 13 0C > . 
Нехай  

 
2

1

2
( ) ,      (0, ]

i

n
m m
tt x t

i

y u u dx T

τ =Ω

 τ = τ ∈ +  ∑∫ .  

На підставі (37) запишемо нерівність 
2

11( ,0)m
ttu dx Cx

Ω

≤∫ . Тоді, виби-

раючи 0ε >  достатньо малим, із (39) отримуємо оцінку 

 151
0

4  ( ) ( ) , (0 ]  , y C y t dC t T
τ

τ ≤ + τ ∈∫ , 

де сталі 14С , 15 0С >  не залежать від m , τ .  
Тоді, згідно з лемою Ґронуолла – Беллмана та (39), матимемо, що 

 

0,

2 2 2

16
11

i i

n n
m m m
x t tt ttx

ii Q

u u dx u dx dt C

τ τ ==Ω

  ≤+ +  ∑∑∫ ∫ , 

 (0, ]Tτ ∈ , (40) 

де стала 16 0С >  не залежить від m  і τ . 

Крок 4 (перехід до границі). Оцінка (40) забезпечує збіжності 

 km
tt tt

k
u u

→∞
→  *-слабко в (0, ; )L T H∞  і слабко в 1

2 (0, ; )L T Z , 
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m
ttxttx k

u u
→∞
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Тоді з (35) та згідно з теоремою Релліха – Кондрашова (див. [12, с. 25]) 
одержимо, що 

 km

k
u u

→∞
→  сильно в 0,

2 ( )T

n
QL    і майже всюди в 0,TQ , 

 km
t t

k
u u

→∞
→  сильно в 1

2 (0, ; )T ZL  і майже всюди в 0,TQ . 

Оскільки оператор E  лінійний, то 1 tEuχ =  (див. (35)). 

Нехай 1([0, ])C Tψ ∈ . Домноживши (26) на ( )tψ  та проінтегрувавши за 

[0, ]t T∈ , отримаємо рівність 

 

0,
, 1 , 1

, , ,n n ni ij j

T

n n
m m m
tt ij tx ij xx x

i j i jQ

u w A u w B u wµ µ µ

= =

 ψ + ψ + ψ + ∑ ∑∫ ( ) ( ) ( )R R R  

 ( , , ,) n n
m m
t tG x u w Eu w dx dtµ µ

+ ψ + ψ =


( ) ( )R R  

 

0,

( , ) n

TQ

f w dx dtµ= ψ∫ R . 

Поклавши у цій рівності km m=  і спрямувавши ,k → ∞  після деяких 

перетворень одержимо  

 
0, 0,( ), 0        ( )

T TU Qw w U Q= ∀ ∈F , (41) 

де : ( , , )tt t t tu u u G x t u u f= + + + + −F B A E . Таким чином, виконується рів-
ність (21). 

Крок 5 (функція π ). Покладемо в (41) ( ) (, ) ( )w x t v x tϕ= , x∈Ω , (0, )t T∈ . 
Тоді  

 
[ ( )]

0

( ), ( ) 0,      [ ( )] ,      ) (0,n

T
n

D
t v t dt v D D T

Ω
= ∈ Ω ∈ϕ ϕ∫ F .  

Звідси отримуємо, що виконується рівність (9). 
Легко бачити, що 
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nq qn
TL T H L Q−−∈ Ω + ⊂F ( )( ) [ ]  

 
0 0 0 00, ( 1) 1, ( 1)/ /0, ; ( )

nq q q qW T W− − −⊂ Ω( )[ ] . 

 Тоді на підставі узагальненої теореми De Rham-а (див. твердження 3 з 

1 0s = , 0 0
1 2 ( 1)/h h q q= = − ) існує функція  

 
0 0 0 0 0 00, ( 1) 0, ( 1) ( 1)

0,
/ / /0, ; ( ) ( )q q q q q q

TW T W L Q− − −∈ =π Ω( )  

така, що виконуються рівності (10), (11). Таким чином, π  задовольняє (1) у 

просторі 0,[ ( )]nTD Q∗  і умову (3) в просторі (0, )D T∗ . Крім того, 

 
0 0 0 0( 1) 1, ( 1)/ /0, ; [ ( )]q q q q nF L T W− − −∇π = ∈ Ω( ) . 

 Теорему 2 доведено.  

Висновки. У цій роботі досліджується задача для нелінійної гіпербо-
лічної системи Стокса третього порядку в обмеженій області. Нелінійний 
доданок системи містить змінний показник нелінійності q , який задоволь-

няє умову (2,3]q ∈  і є функцією від просторових змінних. Задача вивчаєть-
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ся в звичайних просторах Соболєва та узагальнених просторах Лебеґа, що 
є цілком природним у цьому випадку. Одержано певні умови існування та 
єдиності слабкого розв’язку такої задачі. Для доведення теореми існування 
використано метод Фаедо – Гальоркіна, а для доведення єдиності – метод 
від супротивного. 
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HYPERBOLIC STOKES SYSTEM OF THE THIRD ORDER WITH VARIABLE 
EXPONENT OF NONLINEARITY 
 
The problem for evolution Stokes system of the third order with variable exponent of 
nonlinearity is investigated. Sufficient conditions of existence and uniqueness of the 
weak solution for such problem in the corresponding functional spaces are established. 
 

Key words: hyperbolic Stokes system, equations of third order, weak solution, variable 
exponent of nonlinearity, nonlocal integral addend. 
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