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ЗАДАЧА З ІМПУЛЬСНИМ ВПЛИВОМ ДЛЯ 2b -ПАРАБОЛІЧНОГО 
РІВНЯННЯ З ВИРОДЖЕННЯМ 
 

Для параболічного рівняння порядку 2b  розглянуто задачу з імпульсною ді-
єю. Коефіцієнти рівняння мають степеневі особливості довільного порядку 
за часовою і просторовими змінними на деякій множині точок. Знайдено 
оцінки розв’язку поставленої задачі та його похідних в гельдерових просто-
рах зі степеневою вагою. Порядок степеневої ваги визначається через величи-
ни порядків степеневих особливостей і вироджень коефіцієнтів 2b -парабо-
лічного рівняння. 

Ключові слова: степеневі особливості, імпульсний вплив, інтерполяційні нерівнос-
ті, апріорні оцінки, гельдерові простори, теорема Арцела, борелівська міра, 
теорема Рісса. 

 
Вступ. Задачі з імпульсною дією для диференціальних рівнянь є тим 

математичним апаратом, за допомогою якого вдалося описати чимало нових 
ефектів та явищ у багатьох прикладних задачах. Дослідження задач теорії 
ядерних реакторів, динамічних систем приводять до розв’язання задач для 
диференціальних рівнянь з імпульсною дією. Імпульсні системи виникають 
також в багатьох задачах природознавства, при вивченні яких математичні 
моделі містять умови, що описують вплив зовнішніх сил імпульсної приро-
ди. Всебічне вивчення розв’язків систем звичайних диференціальних рів-
нянь з імпульсною дією наведено у монографії [8]. Існування періодичних 
розв’язків рівнянь гіперболічного типу з імпульсною дією встановлено у 
роботі [2]. Класичним розв’язкам крайових задач з імпульсною дією для па-
раболічних рівнянь другого порядку, коефіцієнти яких мають степеневі 
особливості за просторовими змінними, присвячено праці [3, 7]. Умови ко-
ректної розв’язності задач для параболічних за Шиловим рівнянь з непе-
рервними коефіцієнтами та імпульсною дією встановлено у [13]. У роботі 
[12] досліджується нульова наближена керованість вироджених сингуляр-
них параболічних рівнянь під дією імпульсного керування.  

У монографії [5] досліджено класичні розв’язки задачі Коші і задачі з 
імпульсною дією для параболічних задач з інтегральними операторами і ва-
говими крайовими умовами. Задачі Коші і крайові задачі для 2b -параболіч-
ного рівняння зі степеневими особливостями довільного порядку в коефі-
цієнтах за будь-якими змінними на деякій множині точок розв’язано в [4, 
6]. Дослідженню крайових задач з розривними умовами рівняння змішаного 
гіперболічно-параболічного типу з виродженням порядку в області гіпербо-
лічності присвячено праці [10, 11]. 

У цій статті розглянемо задачу з імпульсною дією для 2b -параболічно-
го рівняння зі степеневими особливостями довільного порядку в коефіцієн-
тах за будь-якими змінними на деякій множині точок. У гельдерових про-
сторах зі степеневою вагою одержано оцінки розв’язку сформульованої 
задачі. 

1. Постановка задачі і основний результат. Нехай η , 0t , 1t , … , 1Nt +  

– фіксовані числа такі, що 0 1 10 Nt t t +≤ < < <… , 0 1, Nt t +η ∈ ( ) , tλη ≠ , λ ∈  

1, ,N∈ …{ } , Ω  – обмежена область, dim 1nΩ ≤ − , 0 1( , ) | , ND t x t t t += ∈{ [ ) , 

( , ) | , nx t x t x∈ Ω = η ∈∪} { }R . 

Розглянемо в області 0 1, n
Nt t +Π = × R[ )  задачу знаходження функції 

( , )u t x , яка при ( , ) \t x D∈ Π , t tλ≠ , задовольняє рівняння 
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t k x p x
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Lu A t x A t x u t x f t x
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≡ ∂ − ∂ − ∂ = 

 
∑ ∑  (1) 

i умови за змінною t : 

 0 0( 0, ) ( ),      \nu t x x x+ = ϕ ∈ ΩR , (2) 

 ( 0, ) ( 0, ) ( ) ( 0, ) ( )u t x u t x b x u t x xλ λ λ λ λ+ − − = − + ϕ , 

 ( \ ) ( )x D t tλ∈ Π =∩( ) , (3) 

де  

 1

1 1,           n

n

kkk
x nx x k k k∂ = ∂ ∂ = + +… … . 

Степеневі особливості коефіцієнтів диференціального виразу L у точці 

( , )P t x D∈ Π\  характеризуватимуть функції (1)
1 ,is tβ( )  і (2)

2 ,is xβ( ) : 

 
(1)

(1)
1

, 1,,
1, 1,

i

i
t ts t

t

β − η − η ≤β = 
− η >

( )  
(2)

(2)
2

( ), ( ) 1,,
1, ( ) 1,

i

i
x xs x

x

βρ ρ ≤β = 
ρ >

( )  

( ) inf
z

x x z
∈Ω

ρ = − , ( ) ( , )i
νβ ∈ − ∞ ∞ , 1, ,i n∈ …{ } , ( ) ( ) ( )

1 , , n
ν ν νβ = β β…( ) , 1,2ν ∈ { } . 

Позначимо: ( )
1,r n

r rt t +Π = ×[ ) R , 0,1, ,r N∈ …{ } , ( )q ν , ( )νγ , ( )

ip
νµ , ( )

0
νµ  – 

дійсні невід’ємні числа, [ ]l  – ціла частина числа l , 0>l , = −{ } [ ]l l l , 
(1) (1)

1 ,P t x( ) , (2) (1)
2 ,P t x( ) , (1) (2),iH t x( )  – довільні точки із Π , (1)x =  

(1) (1)
1 , , nx x= …( ) , (2) (1) (1) (2) (1) (1)

1 1 1, , , , , ,i i i nx x x x x x− += … …( ) , (1) (2),β = β β( ) , rQ  – до-

вільна замкнена область, ( )r
rQ ⊂ Π . 

Означимо простори, в яких вивчаємо задачу (1)–(3). 

( ; ; ; )C qγ β Πl  – множина функцій : ( , )u t x ∈ Π , які мають неперервні 

частинні похідні в області \rQ D  вигляду j k
t xu∂ ∂ , 2bj k+ ≤ [ ]l , для яких є 

скінченною норма 

 ( ); ; ; ; sup ; ; ; ; r

r
u q u qγ β Π = γ β Π =l l

 

 ( ) ( )

2
2

sup ; ; ; ; ; ; ; ;r r

bj kr bj k

u q u q
+

+ ≤

 = γ β Π + γ β Π 
 

∑
[ ]

l
l

, 

де, наприклад,  

 ( ) ( )

0 0
; ; ; 0; sup ( ) ;

r

r r

P Q
u u P u

∈
γ β Π = ≡ Π , 

 ( )
1 22

; ; ; ; sup ; , ;2 ; , ( )
r

r j k
t xbj k P Q

u q S q s s bj k t x u P
+ ∈

γ β Π = + ∂ ∂( ) , 

 
1

( ) (1)
1 2

( , )2 1

; ; ; ; sup ; , ; ; ,
i r

n
r

P H Qbj k i

u q S q s s t x
⊂+ = =

 γ β Π = × 
∑ ∑ %( )

[ ]

[ ]
l

l
l  

 (1) (1) (1) (2) (2)
1 2, ,i is t s x× γ − β γ − β ×%{ } { }( ) ( )( ) ( )l l  

 (1) (2)
1( ) ( )j k j k

i i t x t x ix x u P u H
− × − ∂ ∂ − ∂ ∂ +
{ }l
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1 2 1 2

( , )
sup ; , ; ; , , ,

rP P Q
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⊂
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b j k j k
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− × − ∂ ∂ − ∂ ∂  

{ }/l
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Тут позначено 

 (1) (2)
1 1 1, min , , ,s a t s a t s a t=%( ) { ( ) ( )} , 

 (1) (2)
2 2 2, min , , ,s a x s a x s a x=%( ) { ( ) ( )} , 

 (1) (1) (2) (2)
1 2 1 2; , ; ]; , , ,S q s s t x s q t s q x= + γ + γ ×( ) ( ) ( )[ ] [ ] [ ]l l l  

 (1) (2)
1 2

1

, ,
n

i i i i
i

s k t s k x
=

× − β − β∏ ( ) ( ) . 

Щодо задачі (1)–(3), вважаємо виконаними такі умови. 
1°) Для коефіцієнтів рівняння (1): 

 (1) (2)
1 2

1

( , ) , , ( ; ; 0; )
n

k i i i i
i

A t x s k t s k x Cα

=

β β ∈ γ β Π∏ ( ) ( ) , 

 (1) (2)
1 2

1

( , ) , , ( ; ;0; ),    1 2 1
i i

n

p i ip p
i

A t x s p t s p x C p bα

=

µ µ ∈ γ β Π ≤ ≤ −∏ ( ) ( ) , 

 (1) (2)
0 1 0 2 0 0( , ) , , ( ; ;0; ),     ( , )A t x s t s x C A t x Kαµ µ ∈ γ β Π ≤ < ∞( ) ( ) , 

а для рівняння 

 (1) (2)
1 2

2 1

( , ) , , ( , ) ( , )
n

k
t k i i i i x

k b i

A t x s k t s k x u t x f t x
= =

 
∂ − β β ∂ = 

 
∑ ∏ %( ) ( )  

виконується умова рівномірної параболічності [5, с.  9]. 

2°) ( ; ;2 ; )f C bα∈ γ β γ Π , 2
0 ; ; 0;b nC +αϕ ∈ γ β%%( )R , (2)0,γ = γ% ( ) , (2)0,β ∈ β% ( ) , 

2 ; ; 0; ( )bC t t+α
λ λϕ ∈ γ β Π =∩( ) , 2 ( )bb C t t+α

λ λ∈ Π =∩( ) , 

 

( ) ( ) ( )
( ) 0max max ,max ,

22
i

i

i ip
i

i p

p

bb p

ν ν ν
ν ν

 µ − β µ γ = β −  

( )
, { }1,2ν ∈ . 

Справджується така 
Теорема 1. Нехай для задачі (1)–(3) виконуються умови 1°, 2°. Тоді 

існує єдиний розв’язок задачі (1)–(3) із простору 2 ( ; ; 0; )bC +α γ β Π  і правиль-
ною є нерівність 

 22 ( )
1

; ; ; 0; 1 b

N N

b C t t
r r

u C b +α
λλ+α Π =

= λ=

  γ β Π ≤ + ×     
∑ ∑ ∩( )  

 ( 1)
1 1 2

; ; ; 2 ; ; ; ; 0; ( )r
r r b

f b t t−
− − +αα

× γ β γ Π + ϕ γ β Π = +  
%% ∩  

 ( )

2
; ; ; 2 ; ; ; ;0; ( )N

N N b
f b t t

+αα

+ γ β γ Π + ϕ γ β Π = 


%% ∩ . (4) 

Для д о в е д е н н я  теореми 1 встановимо розв’язність допоміж-
них задач з гладкими коефіцієнтами. З множини одержаних розв’язків ви-
ділимо збіжну послідовність, граничне значення якої буде розв’язком за-
дачі (1)–(3). 

2. Оцінка розв’язків допоміжних задач з гладкими коефіцієнтами. 
Нерівність (4) одержується тією ж схемою, що і встановлення оцінок для 
розв’язків задачі Коші із [6].  

Нехай ( ) ( )1 1
1 1 2 2( , ) | 1, , 1,m t x s t m s x m− −Π = Π ∈ Π ≥ ≥∩ { } , 1 2( , )m m m= , 

1im > , 1, 2i ∈ { } , – послідовності областей, які при im → ∞  збігаються 

до Π . 
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Розглянемо в області Π  задачу знаходження розв’язків рівняння 

 1
| | 2 | | 2 1

( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )k p
m t k x p x m

k b p b

L u t x a t x a t x u t x
= ≤ −

 ≡ ∂ − ∂ − ∂ =  
∑ ∑  

 ( , )mf t x= , (5) 

які задовольняють умови за змінною t : 

 (0)
0( 0, ) ( )m mu t x x+ = ϕ , (6) 

 ( )( 0, ) ( 0, ) ( ) ( 0, ) ( )m m m mu t x u t x b x u t x xλ
λ λ λ λ+ − − = − + ϕ . (7) 

Тут коефіцієнти ka , pa  і функції (0)
mϕ , ( )

m
λϕ , mf  в областях mΠ  співпа-

дають з kA , pA  та 0ϕ , λϕ , f  відповідно, а в областях \ mΠ Π  є неперерв-

ним продовженням коефіцієнтів kA , pA  і функцій 0ϕ , λϕ , f  із області mΠ  

в області \ mΠ Π  зі збереженням гладкості і норми [9, с. 82]. 

Позначимо через ( ; ; ; )H qγ β Πl  сукупність функцій простору ( )C Πl  з 

нормою ; ; ; ;mu qγ β Π l , еквівалентну при кожному 1m , 2m  гельдеровій 

нормі, яка визначається так само, як і ; ; ; ;u qγ β Π l , тільки замість функцій 
(1)

1 ,s a t( ) , (2)
2 ,s a x( )  беремо відповідно (1)

1 ,d a t( )  і (2)
2 ,d a x( ) , де 

 

(1)

(1)

(1) (1)
(1) 1 1

1 (1) (1)
1 1

max , , , 0,
,

min , , , 0,

a

a

s a t m a
d a t

s a t m a

−

−

 ≥= 
<

( )
( )

( )

{ }
{ }

 

 

(2)

(2)

(2) (2)
(2) 2 2

2 (2) (2)
2 2

max , , , 0,
,

min , , , 0.

a

a

s a x m a
d a x

s a x m a

−

−

 ≥= 
<

( )
( )

( )

{ }
{ }

 

Для норми  

 ( ); ; ; ; sup ; ; ; ; r
m m

r
u q u qγ β Π = γ β Πl l

 

правильними є інтерполяційні нерівності. 

Лема 1. Нехай ( ; ; ; )mu H q∈ γ β Π[ ]l . Тоді для ε , 0 1< ε < , існує стала 

( )C ε  така, що виконуються нерівності 

 ( ) ( ) ( )

0
; ; ; ; ; ; ; ; ( ) ;r r r

m m mu q u q C uα
+α

γ β Π ≤ ε γ β Π + ε Π
[ ] [ ]l l

, 

 ( ) ( ) ( )

1 1
; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ;r r r

m m mk k k

Cu q u q u q
+ −

γ β Π ≤ ε γ β Π + γ β Π
ε

, 

 1k ≤ −[ ]l . (8) 

Д о в е д е н н я  нерівностей (8) виконуємо за схемою доведення 
леми із [6].  

В області ( )rΠ  розглянемо задачу  

 ( )
1( )( , ) ( , ),          ( 0, ) ( , )r

m m m r m rL u t x f t x u t x g t x= + = , (9) 

де  

 (0) (0)
0( , ) ( ),       n

m mg t x x x= ϕ ∈ R , 

 ( ) ( ), 1 ( ) ( 0, ) ( ),    ( )r r
m r r m r m rg t x b x u t x x x t t= + − + ϕ ∈ Π =∩( ) ( ) , 

 1,2, ,r N∈ …{ } . 
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В областях ( )rΠ  розв’язок задачі (9) існує і є єдиним у просторі 
2 ( )b rС +α Π( )  (див. теорему 1 із [5, с. 31]). Встановимо оцінку норми розв’язку 

2
; ; ; 0;m b

u +αγ β Π . 

Правильною є така 
Теорема 2. Якщо для задачі (5)–(7) виконуються умови 1°, 2°, то для 

розв’язку задачі (5)–(7) справджується оцінка 

 22 ( )
1

; ; ; 0; 1 b

N N

m b C t t
r r

u C b +α
λλ+α Π =

= λ =

  γ β Π ≤ + ×     
∑ ∑ ∩( )  

 ( 1) ( 1)
1 2

; ; ; 0; ( ) ; ; ;2 ;r r
m r mb

t t f b− −
− +α α

 × ϕ γ β Π = + γ β γ Π +  
%% ∩  

 ( ) ( )

2
; ; ; 2 ; ; ; ;0; ( )N N

m m N b
f b t t

α +α

+ γ β γ Π + ϕ γ β Π = 


∩ . (10) 

Стала С не залежить від m. 

Д о в е д е н н я.  Знайдемо оцінку норми ( )

2
; ; ; 0; r

m b
u

+α
γ β Π . Ви-

користовуючи інтерполяційні нерівності (8), маємо 

 ( ) ( ) ( )

2 2 0
; ; ; 0; 1 ; ; ;0; ( ) ;r r r

m m mb b
u u C uα

+α +α
γ β Π ≤ + ε γ β Π + ε Π( ) . 

Тому достатньо оцінити півнорму ( )

2
; ; ; 0; r

m b
u

+α
γ β Π . 

Із означення ( )

2
; ; ; 0; r

m b
u

+α
γ β Π  випливає існування в ( )rΠ  точок 

(1) (1)
1 ,P t x( ) , (2) (1)

2 ,P t x( ) , (1) (2),iH t x( ) , для яких виконується нерівність 

 ( )
1 22

1 ; ; ;0;
2

r
m b

u E E
+α

γ β Π ≤ + , (11) 

де  

 (1) (1) (1) (1)
1 1 2 1

2 | | 2 1

; , ; 2 ; ; ,
n

i
bj k b i

E S q d d b t x d t
+ = =


= α γ − β ×


∑ ∑ %( ) ( )( )  

 (2) (2) (1) (2)
2 ,i i id x x x

−α
× α γ − β − ×%( )( )  

 1( ) ( )j k j k
t x m t x m iu P u H × ∂ ∂ − ∂ ∂ 

, 

 (1) (1) (2) (1)
2 1 2 1 2

2 | | 2

; , ; 2 ; ; , ,
bj k b

E S q d d b t x d t d x
+ =

= αγ αγ ×∑ % %( ) ( ) ( )  

 
2(1) (2)

1 2( ) ( )
b j k j k

t x m t x mt t u P u P
−α

× − ∂ ∂ − ∂ ∂
/

. 

Якщо (1) (2) (1) (1) (2) (2)1
1 2 1, ,

2i i i ix x d x d x N
n

ε
− ≥ γ − β γ − β ≡% %( ) ( ) , а 1ε  – довіль-

не дійсне число із (0,1) , то  

 ( )
1 1 1 2

; ; ; 0; r
m b

E c u−α≤ ε γ β Π . (12) 

Якщо 
2

(1) (2) (1) (2)1
1 2 22 , 2 ,

2

b

t t d b t d b x N
ε − ≥ γ γ ≡ 

 
% %( ) ( ) , то  

 ( )
2 2 1 2

; ; ; 0; r
m b

E c u−α≤ ε γ β Π . (13) 
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Застосовуючи інтерполяційні нерівності (8) до (12), (13), знаходимо 

 ( ) ( )
1 2 2 0

; ; 0;0; ( ) ;r r
m mb

E E u C uα
+α

+ ≤ ε γ Π + ε Π . (14) 

Розглянемо випадок (1) (2)
1i ix x N− ≤ , (1) (2)

2t t N− ≤ . Будемо вважати, 

що 

 (1) (1) (1) (1) (1) (1) (2)
1 1 1 1, , min , , ,d t d t d t d tγ ≡ γ = γ γ%( ) ( ) ( ) ( ){ } , 

 (2) (2) (1) (2) (1) (2) (2)
2 2 2, , min , , ,d x d x d x d xγ ≡ γ = γ γ%( ) ( ) ( ) ( ){ } , 

Нехай точка (1) (1) ( )
1 , rP t x ∈ Π( ) . Запишемо задачу (9) у такому вигляді: 

 1
| | 2 | | 2 1

( ) ( , ) ( , )k p
t m k x m m p x m

k b p b

u a P u f t x a t x u
= ≤ −

∂ − ∂ = + ∂ +∑ ∑  

 ( ) 1
| | 2

, ( ) ( , ; )k
k k x m m m

k b

a t x a P u F t x u
=

+ − ∂ ≡∑ [ ] , (15) 

 ( )( 0, ) ( , )r
m r m ru t x g t x+ = . (16) 

У задачі (15), (16) зробимо заміну ( , ) ( , )m mu t x v t y= , де 
(1) (1) (2) (1)

1 2, ,i i i iy d t d x x= β β( ) ( ) , 1, ,i n∈ …{ } . Тоді ( , ) ( , ) ( , )m mt y t y v t yω = η  буде 

розв’язком задачі  

 (1) (1)
1 1 1 2

| | 2

( ) ; , ; ; k
t m k y m

k b

a P S k d d t x
=

∂ ω − ∂ ω =∑ ( )  

 (1) (1)
1 1 1 2

| | 2

( , ; ) ( ) ; , ; ;m t m m k
k b

v F t y v a P S k d d t x
=

= ∂ η + η + ×∑% ( )  

 | | (1)
| |

0 | | | |

( , ; )p k p p
y m y m mk

p k

C v F t y v−

< <

 × ∂ ∂ η ≡ 
 

∑ , (17) 

 ( )( 0, ) ( 0, ) ,r
m r r m rt y t y g t yω + = η + %( ) . (18) 

Тут позначено  

 1 (1) (1) 1 (1) (1) 1 (1) (1) 1 (2) (1)
1 1 2 2 1 1 2, , , , , , , ,n n ny d t d x x d t d x x− − − −= β β β β% …( ( ) ( ) ( ) ( ) ) , 

 
1/2

1 (1) (1)
3/4 1

1 (2) (1)
2

1, ( , ) , 0 ( , ) 1,

( , ) 0, ( , ) , (2 ) ,

(2 ) , ,           

j k
t x kj

t y T t y

t y t y T C d bj k t

d bj k x

−

−

∈ ≤ η ≤
η = ∉ ∂ ∂ η ≤ + γ
 + γ

×
×

( )

( )

 

 (1) (1) (1) (1) (2) (1)
2 1 2( , ), 2 , , , ,i iT t y t t N y y d t d x

nδ
 δ= − ≤ δ − ≤ γ γ 
 

( ) ( ) , 

 (1) (1) (1) (1) (2) (1)
1 1 2 1 2

1

; , ; ; , ,
n

i i i i
i

S k d d t x d k t d k x
=

= β β∏( ) ( ) ( ) , 

 (1) (1) (1) (2) (1) (1)
1 2, , ,      1,2, ,i i i iy d t d x x i n= β β ∈ …{ }( ) ( ) . 

Зазначимо, що коефіцієнти рівняння (17) обмежені сталими, не залеж-

ними від точки (1) (1)
1 ,P t x( ) . Тому, з огляду на теорему 1 із [5, с. 31], для 

довільних точок 1 1/2M T∈ , 2 1/2M T∈  виконується нерівність 

 1 2 1 2( , ) ( ) ( )j k j k
t x m t x md M M v M u M−α ∂ ∂ − ∂ ∂ ≤  

 2
3/4 3/4

(1) ( )

( ) ( )b
r

r
m mC T C T t t

c F gα +α =
 ≤ + η 
 ∩( )

. (19) 
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Тут 2 2bj k b+ = , а 1 2( , )d M M  – параболічна відстань між точками 1M , 2M . 

Враховуючи властивості функції ( , )t yη  i нерівності (8), одержимо 

 
3/4

(1)
1 2 3/4( ) 2

( , ) ; ;0; 0;m mC T b
F cW d d v Tα

≤ γ +


 

 3/4 3/4 0
; ; 0; 2 ; ;m mF b T v T

α
+ γ γ + 

, 

 2
3/4

( ) ( )
1 2 3/4( ) 2

( , ) ; ;0;0; ( )b
r

r r
m m rC T t t b

g cW d d g T t t+α = +α
η ≤ γ =

∩
% ∩

( )
, (20) 

де ( ) ( )(1) (1) (2) (1)
1 2 1 2( , ) 2 , 2 ,W d d d b t d b x= + α γ + α γ( ) ( ) . 

Із означення простору ( ; ; ; )H qγ β Πl  випливає правильність нерівностей 

 3 3/4 3/4 4 3/4; ; 0; ; ; ; ; ; ; ; 0; ;m m mc v q T u q K c v q Tγ ≤ γ β ≤ γ
l l l

, 

 ( ) ( ) (1) (1)
1 2, ,r

i iK t x x x N t t Nδ = ∈ Π − ≤ δ − ≤ δ{ } . 

Підставивши (20) у (19) і повернувшись до змінних ( , )t x , знаходимо 

 1 2 3/4; ; ; 2 ;mE E c F b K
α

+ ≤ γ β γ +


 

 ( )
3/4 3/42 0

; ; ; 0; ( ) ;r
m r mb

g K t t u K
+α

+ γ β = + 


%% ∩ . (21) 

Для встановлення норми 3/4; ; ; 2 ;mF b K
α

γ β γ  достатньо оцінити півнор-

ми кожного доданка виразу ( , ; )m mF t x u . Скориставшись нерівностями (8), 

одержимо 

 3/4 5 3/4 6 3/4 0
; ; ; 2 ; ; ; ; 2 ; ;m m mF b K c f b K c u K

α α
γ β γ ≤ γ β γ + +  

 2 3/4 2
; ; ; 0;m b

u K
+α

+ ε γ β . (22) 

Підставляючи (22) у (21), знаходимо 

 ( )
1 2 7 3/4 8 3/4 2

; ; ; 2 ; ; ; ;0; ( )r
m m r b

E E c f b K c g K t t
α +α

+ ≤ γ β γ + γ β = +%% ∩  

 2 3/4 9 3/42 0
; ; ; 0; ;m mb

u K c u K
+α

+ ε γ β + . (23) 

Використовуючи нерівності (11), (14), (23) і вибираючи ε , 2ε  достатньо 
малими, одержимо нерівність 

 ( ) ( ) ( )

2 0
; ; ; 0; ; ; ;2 ; ;r r r

m m mb
u C f b u

+α α
γ β Π ≤ γ β γ Π + Π +


 

 ( ) ( )

2
; ; ; 0; ( )r r

m r b
g t t

+α
+ γ β Π = 


%% ∩ . (24) 

Встановимо оцінку норми ( )

0
; r

mu Π . 

В областях ( )rΠ  розв’язок задачі (9) існує і, згідно з теоремою 1 із [5, 

с. 31], є єдиним у просторі 2 ( )b rС +α Π( )  і при кожному фіксованому 1m , 2m  
має скінченну норму [5, с. 56]. Використовуючи метод доведення зауважен-
ня 2 із [1, с. 79] і теореми 3 із [6], одержуємо оцінку 



70 

 ( ) ( )
100

; ; ; ; 2 ;r r
m mu с f b

α
Π ≤ γ β γ Π +


 

 ( ) ( )

2
; ; ; 0; ( )r r

m r b
g t t

+α
+ γ β Π = 


%% ∩ . (25) 

Враховуючи нерівності (24), (25) при 0r = , маємо  

 (0) (0) (0)
112 2

; ; ; 0; ; ; ;2 ; ; ; ;0; n
m m mb b

u с f b
+α α +α

 γ β Π ≤ γ β γ Π + ϕ γ β 
 

%% R . 

Знайдемо оцінку розв’язку ( , )mu t x  в області (0) (1)Π Π∪ . Враховуючи 

умову (7), маємо 

 (0) (1) (1)
122

; ; ; 0; ; ; ;2 ;m mb
u с f b

+α α
γ β Π Π ≤ γ β γ Π +


∪  

 2
1

(1)
1 11 1 ( )2

; ; ; 0; ( ) 1 bm C t tb
t t с b +α Π =+α

  + ϕ γ β Π = + + ×  
  ∩

%% ∩ ( )  

 (0) (0)

2
; ; ; 2 ; ; ; ;0; n

m m b
f b R

α +α
 × γ β γ Π + ϕ γ β 
 

%% . 

Продовжуючи наведені вище міркування і враховуючи умову (7), одер-
жимо нерівність (10).   

Д о в е д е н н я  теореми 1. Оскільки 

 ( 1) ( 1); ; ; 2 ; ; ; ;2 ;r r
mf b C f b− −

α α
γ β γ Π ≤ γ β γ Π , 

 ( ) ( ); ; ; 2 ; ; ; ;2 ;N N
mf b C f b

α α
γ β γ Π ≤ γ β γ Π , 

 ( 1)
1 1 1 22

; ; ; 0; ( ) ; ; ; 0; ( )r
m r r r bb

t t C t t−
− − − +α+α

ϕ γ β Π = ≤ ϕ γ β Π =% %% %∩ ∩ , 

 ( )

22
; ; ; 0; ( ) ; ; ;0; ( )N

m N N N bb
t t C t t

+α+α
ϕ γ β Π = ≤ ϕ γ β Π =% %% %∩ ∩ , 

то, використовуючи нерівність (10), одержуємо 

 22 ( )
1

; ; ; 0; 1 b

N N

m b C t t
r r

u C b +α
λλ+α Π =

= λ=

  γ β Π ≤ + ×     
∑ ∑ ∩( )  

 ( 1)
1 1 2

; ; ; 2 ; ; ; ;0; ( )r
r r b

f b t t−
− − +αα

 × γ β γ Π + ϕ γ β Π = +  
%% ∩  

 ( )

2
; ; ; 0; ( ) ; ; ; 2 ; N

N N b
t t f b

+α α

+ ϕ γ β Π = + γ β γ Π 


%% ∩ . (26) 

Права частина нерівності (26) не залежить від 1m , 2m , і послідовності 

 ( , ) (1) (2)
1 2(2 ) , (2 ) ,j k

mW d bj k t d bj k x
= + γ + γ ×


( ) ( ){ }  

 (1) (2)
1 2

1

, , ( , )
n

j k
i i i i t x

i

d k t d k x u t x
=

× − β − β ∂ ∂ 


∏ ( ) ( ) , 2 2bj k b+ ≤ , 

є компактними в довільній замкнутій області ( )r
rQ ⊂ Π . За теоремою Арце-

ла, існують підпослідовності ( , )j k
mW{ } , рівномірно збіжні при ( )m → ∞l  до 

( , )j kW . Переходячи в задачі (5)–(7) до границі при ( )m → ∞l , одержуємо, 
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що (0,0)( , )u t x W=  – єдиний розв’язок задачі (1)–(3), і оцінка (4) є правиль-

ною.   

Теорема 3. Нехай для задачі (1)–(3) виконуються умови 1°, 2° і нехай 
( ; ; 0; )f Cα∈ γ β Π . Тоді єдиний розв’язок задачі (1)–(3) в областях ( )rΠ  ви-

значається формулами 

 ( )( , ) ( , ),          ( , ) r
ru t x u t x t x= ∈ Π , 

 ( )
(0)

0 0 0 0( , ) ( , ; , ) , ( , ;0, ) ( )
n

u t x Z t x d d f Z t x d
Π

= τ ξ τ ξ + ξ ϕ ξ∫∫ ∫
R

, 

 
( )

( , ) ( , ; , ) ( , )
r

r ru t x Z t x d d f
Π

= τ ξ τ ξ +∫∫  

 ( )
( )

1

( )

, ; 0, (1 ( )) ( 0, ) ( )
r

r

r r r r r

t t

Z t x d b u t−
Π =

+ ξ + ξ − ξ + ϕ ξ∫
∩

( ) . 

 (27) 

Д о в е д е н н я.  Оскільки ( ; ;0; ) ( ; ;2 ; )C C bα αγ β Π ⊂ γ β γ Π , то для 

( ; ; 0; )f Cα∈ γ β Π  виконується нерівність  

 ( ) ( ); ; ; 2 ; ; ; ;0; ,        0,1, ,r rf b c f r N
α α

γ β γ Π ≤ γ β Π ∈ …{ } . 

Тому з урахуванням теореми 1 для розв’язку задачі (1)–(3) в областях 
( )rΠ  справджуються нерівності  

– при 0r = : 

 (0) (0)
02 2

; ; ; 0; ; ; ;0; ; ; ;0; n

b b
u C f

+α α +α
 γ β Π ≤ γ β Π + ϕ γ β 
 

%% R . 

– при 1r ≥ : 

 2
( ) ( 1)

( )2 2
; ; ; 0; 1 ; ; ;0;b

r

r r
r C t tb b

u C b u+α
−

Π =+α +α

 γ β Π ≤ + γ β Π +   ∩( )  

 ( )

2
; ; ; 0; ( ) ; ; ;0; r

r r b
t t f

+α α

+ ϕ γ β Π = + γ β Π 
%% ∩ , 

Зазначимо, що простір  

 2 2
1( ; ;0; ) ; ; 0; ; ; 0; ( )b n bC C C C t tα +α +α

α ≡ γ β Π × γ β × γ β Π = ×% %% % ∩( ) ( )R   

 2 ; ; 0; ( )b
NC t t+α× × γ β Π =%%… ∩( )   

вкладається в простір ( )C Π , ( )C Cα ⊂ Π . Тому, з огляду на теорему Рісса, 

можемо вважати, що при фіксованих ( )( , ) rt x ∈ Π  лінійний неперервний 

функціонал ( , )ru t x  породжує борелівську міру ( , ; )r rZ t x G , яка визнача-

ється на σ -алгебрі підмножин ( )r
rG ⊂ Π , включаючи ( )rΠ  і всі її відкриті 

підмножини такі, що значення функціонала визначається формулами (27). 
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PROBLEM WITH IMPULSE EFFECT FOR 2b-PARABOLIC EQUATION WITH DEGENERACY 
 
For the parabolic equation of order 2b , the problem with impulse action is considered. 
The coefficients of the equation have power singularities of arbitrary order in time and 
space variables at some set of points. Estimates of the solution of the given problem and 
its derivatives in Hölder spaces with power weight are established. The order of the 
power weight is determined via the values of the orders of the power singularities and 
the degeneracies of the coefficients of the 2b -parabolic equation. 

Keywords: power singularities, impulse influence, interpolation inequalities, a priori 
estimates, Hölder spaces, Arzelà’s theorem, Borel measure, Riesz’s theorem. 
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