
100 ISSN 0130–9420. Мат. методи та фіз.-мех. поля. 2023. – 66, № 3-4. – С. 100-121.  

УДК 539.3 
 
Г. О. Фесенко 
 
ДИНАМІЧНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПРУЖНОГО ШАРУ З ЦИЛІНДРИЧНИМ 
ЖОРСТКИМ ВКЛЮЧЕННЯМ 
 

Побудовано наближений аналітично-числовий розв’язок динамічної задачі для 
нескінченного пружного шару з циліндричним жорстким включенням, на 
циліндричній поверхні якого задано умови жорсткого закріплення. На одній 
грані шару діє осесиметричне нормальне стискальне навантаження, а іншу 
грань зчеплено з абсолютно жорсткою основою. Для побудови полів перемі-
щень та напружень у шарі до осесиметричних рівнянь руху застосовано 
інтегральні перетворення Лапласа та Вебера, що приводить до неоднорідної 
одновимірної векторної крайової задачі відносно невідомих трансформант 
переміщень. Задачу розв’язано за допомогою матричного диференціального 
числення. Отримане інтегральне рівняння на скінченному інтервалі розв’я-
зано методом ортогональних поліномів із визначенням характеру особливос-
тей розв’язку на кінцях інтервалу. Досліджено нормальні напруження на ци-
ліндричній поверхні включення та на нижній грані пружного шару. Розв’язок 
проаналізовано для випадку усталених коливань. 

Ключові слова: нескінченний пружний шар, циліндричне жорстке включення, ди-
намічна задача, інтегральні перетворення, інтегральне рівняння. 

 
Вступ. Під час розрахунку конструкцій, що перебувають під дією різ-

них типів навантажень, виникає необхідність дослідження напруженого 
стану. Особливий вплив на напружений стан мають дефекти різної приро-
ди, такі як тріщини, тонкі включення, отвори, що спричиняють концентра-
цію напружень у пружних тілах та суттєво впливають на їхню міцність [3, 
9, 12, 17]. Модельними об’єктами задач теорії пружності як у статичній, так 
і в динамічній постановках слугують пружні півпростір [25, 26, 27] та шар 
[1, 11, 14, 20, 22, 28], послаблені дефектами канонічної форми, в тому числі 
циліндричними. Складність таких задач обумовлена типом граничних умов 
та умов на межі дефекту. Найскладнішим є випадок, коли на дефекті зада-
но умови першої основної задачі. У такій постановці наближені розв’язки 
відповідних задач запропоновано в роботах [1, 2, 6]. У випадку, коли на ци-
ліндричній поверхні дефекту задано умови гладкого контакту, вдається 
отримати точний розв’язок, наприклад для півпростору [29] та шару [20]. 
У [26] знайдено числовий розв’язок задачі за різних типів навантажень ци-
ліндричного включення, жорстко зчепленого з пружним півпростором. Роз-
в’язок задачі для шару з циліндричним включенням наведено в [15], де за-
стосовано векторне інтегральне перетворення типу Вебера без використан-
ня зображень Папковича – Нойбера. Задачу для пружного шару з цилінд-
ричним включенням з урахуванням власної ваги шару досліджено у [14]. 
З використанням методу інтегральних перетворень знайдено числовий роз-
в’язок осесиметричної задачі теорії пружності для циліндра скінченної дов-
жини із закріпленою бічною поверхнею з урахуванням власної ваги [16]. 
У роботі [19] побудовано аналітичний розв’язок тривимірної задачі теорії 
пружності для однорідного ізотропного циліндра з вільною бічною поверх-
нею за дії нормального стискального навантаження на торцях. Рівновагу 
пружного скінченного циліндра під дією осесиметричного нормального на-
вантаження досліджено в [23]. У роботі [11] розглянуто просторову задачу 
теорії пружності, коли порожнина розміщена у шарі паралельно до його 
граней, на межах шару та на межі порожнини задано переміщення. 

Динамічні задачі теорії пружності розглянуто в роботах [18, 22, 30]. 
У монографіях [4, 7] досліджено динамічні задачі для некласичних областей 

                                           
 fesenko@onu.edu.ua 

mailto:fesenko@onu.edu.ua


101 

і проблеми дифракції пружних хвиль, а також визначено динамічні напру-
ження біля концентраторів напружень різної природи, в тому числі на ци-
ліндричній перешкоді, що дозволяє визначити дифракційне поле біля від-
дзеркалювальних поверхонь. Теорію гармонічних коливань і поширення 
хвиль у пружних тілах викладено в [5]. У [24] розглянуто задачу про дина-
мічні напруження, що виникають біля циліндричного включення довільної 
густини, при поширенні плоскої хвилі у пружному середовищі. Динамічну 
задачу для нескінченного пружного ізотропного середовища з круговим ци-
ліндричним включенням розглянуто 
у [21], де визначено пружне гармо-
нічне в часі поле, зумовлене вклю-
ченням. Застосування методу гра-
ничних елементів дозволило отри-
мати закономірності усталених ко-
ливань плоского жорсткого вклю-
чення у тривимірному пружному 
тілі [8]. 

Запропонована робота є про-
довженням [20], де отримано точ-
ний розв’язок. Тут побудуємо на-
ближений аналітично-числовий 
розв’язок. 

1. Постановка задачі та її зведення до одновимірної. Розглянемо 
пружний шар a r   ,      , 0 z h   у циліндричній системі коор-

динат (рис. 1). На грані z h  діє осесиметричне нормальне нестаціонарне 
стискальне навантаження 

 ( , , ) ( , ),             ( , , ) 0z zrr h t p r t r h t     , (1) 

а грань 0z   жорстко закріплена: 

 ( , 0, ) 0,             ( ,0, ) 0z ru r t u r t  . (2) 

Циліндрична поверхня включення жорстко зчеплена з пружним шаром: 

 ( , , ) 0,             ( , , ) 0r zu a z t u а z t  . (3) 

Необхідно побудувати хвильове поле пружного шару ( , , ) ( , , )ru r z t u r z t , 

( , , ) ( , , )zu r z t w r z t , яке задовольняє осесиметричні рівняння руху 
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з нульовими початковими умовами. Тут 3 4  æ ,   – коефіцієнт Пуас-

сона, G  – модуль зсуву,   – густина. 

Позначимо через 2c G / , 2 2
1

1
1

c c


æ
æ

 швидкості поширення попе-

речної та поздовжньої хвиль та введемо безрозмірні координати 

 ,       ,       ,          [1, ),       [0,1]r z ct
a h a

           . (5) 

 
Рис. 1. Схема задачі. 
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Позначимо переміщення ( , , ) ( , , )u r z t U    , ( , , ) ( , , )w r z t W     та за-
пишемо рівняння руху (4) в нових координатах (5): 
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де a h  / . 
Умови жорсткого закріплення (3) при r a  з урахуванням заміни (5) 

набувають вигляду  

 (1, , ) 0,       (1, , ) 0U W      . (7) 

Умови (1), (2) на гранях z h  і 0z   запишемо таким чином: 
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 ( , 0, ) 0,       ( , 0, ) 0U W      . (9) 

Послідовно застосуємо до системи (6) та граничних умов (8), (9) інтег-
ральне перетворення Лапласа за змінною  : 
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та перетворення Вебера за змінною   [10]: 
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де 1 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )i i iJ N N J         ; ( )iJ  , ( )iN   – відповідно функції 

Бесселя та Неймана, 0,1i  . 
Внаслідок цих перетворень отримуємо систему звичайних диференці-

альних рівнянь у просторі трансформант: 
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де 1
  


, 0 1   , ( ) (1, )W   


 – невідома функція. Штрихом по-

значено похідну за аргументом. 
Крайові умови (8), (9) у трансформантах (10), (11) набудуть вигляду 

 1(1) (1) ,       (1) (1) 0
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 (0) 0,       (0) 0p pU W   , (13) 
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де  

 0
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Отриману одновимірну крайову задачу (12), (13) сформулюємо у векторній 
формі. 

2. Розв’язання векторної крайової задачі у просторі трансформант. 
Введемо невідомий вектор трансформант переміщень ( )zy , матриці Q , P , 

T , 1I , 2I , I  та диференціальний оператор 2 : 
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
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Крайові умови (13) переформулюємо за допомогою граничних функціо-
налів 

 0 1 1 2( ) (0),       ( ) (1) (1)U U 
        y I y y I y I y[ ] [ ] . (16) 

Враховуючи (15), (16), задачу (12), (13) запишемо у векторній формі: 

 2 ( ) ( ),          0 1     y f , 
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« » позначено операцію транспонування. 
Як показано  
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Характеристична матриця 1 ( )isM  побудована на основі оператора 2  
(15) і має вигляд  
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Обчислення фундаментальної матриці ( , )   (20) проведено із використан-
ням теорії функцій комплексної змінної. Після замикання контурів таким 
чином, щоб виконувались умови леми Жордана, та застосування до (20) ос-
новної теореми про лишки отримаємо 
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де полюси першого порядку мають вигляд 
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Внаслідок цього фундаментальна матриця-функція набуває вигляду 
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. (22) 

Значення фундаментальної матриці-функції на граничних функціона-
лах (16) задачі має таку форму: 
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  (23) 
Згідно з методикою [13] побудуємо базисні матриці: 

 0 1( ) ( ) ( ) ,        0,1j j j j      Y C Y C . 

Під матричною базисною системою розв’язків розуміємо систему функ-
цій, що задовольняють рівняння 

 2 ,     ) 0 1  (i     0  , 

 ,       ( )  , 0,1j i ijU i j   [ ] , 

де оператор 2  та граничні функціонали означено в (15), (16), ij  – символ 

Кронекера. Матриці ( )Y  – спадаючий та зростаючий при     розв’яз-
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ки відповідного до (17) однорідного матричного рівняння 2 ( ) 0 Y , 0 1   , 
які побудовано в [20] із використанням контурного інтегрування: 
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, 

i
jC , , 0,1i j  , – матриці другого порядку зі сталими елементами: 

 0 1 1
0 1 1 0U U

    C Y Y C[ ] [ ]( ) ,  

 1 1 1
0 0 0 1 1U U U U 

      C Y Y Y Y[ ] [ ] [ ] [ ]( )( ) ,  

де iU Y[ ] , 0,1i  ,– значення спадаючого та зростаючого розв’язків Y  на 

граничних функціоналах, означених у (16). 
Базисну матрицю-функцію 1( )  побудовано в [20]:  
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функції 1
ij , , 1,2i j  , є відомими, їхню структуру наведено в Додатку 1.  

Базисна матриця-функція 0 ( )  має таку форму: 
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g g             ( ) ( ) , (26) 

функції 0
ij , , 1,2i j  , є відомими, їхню структуру наведено в Додатку 2. 

Добуток 1 1( )   у розв’язку (18) відповідає точному розв’язку динаміч-
ної задачі для пружного шару, коли на циліндричній поверхні жорсткого 
включення задано умови гладкого контакту. Цей розв’язок побудовано у [20]: 
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Отже, враховуючи вираз (19) для матриці-функції Ґріна ( , ) G , де 

фундаментальна матриця-функція ( , )   визначається формулою (21), а 

базисна система розв’язків 0 ( ) , 1( )  – формулами (24), (25), а також 

враховуючи значення (23) фундаментальної матриці на граничних функціо-
налах, запишемо розв’язок (18) неоднорідної векторної крайової задачі (17): 
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. (29) 

На цьому етапі виконано перевірку, що розв’язок (27) задовольняє кра-
йові умови задачі (17).  

Застосувавши до отриманих трансформант переміщень обернене пере-
творення Лапласа за змінною p  та обернене перетворення Вебера за змін-

ною  , отримаємо хвильове поле для шару: 
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                            
  . (30) 

3. Розв’язок у випадку усталених коливань та зведення задачі до ін-

тегрального рівняння відносно невідомої функції ( ) (1, )W   


. Роз-

глянемо детально випадок квазістатичного навантаження, коли коливання у 
пружному шарі відбуваються внаслідок дії гармонічного навантаження 

( , ) ( ) i tp r t P r е  , заданого на верхній грані пружного шару. Множник i tе  , 
що визначає залежність від часу, надалі опускаємо та розглядаємо тільки 
амплітудні значення коливань. Покладемо p i  , де   – частота коливань, 
у всіх попередніх формулах.  

Для визначення невідомої функції ( )   виконаємо другу з крайових 

умов (7) жорсткого закріплення, (1, , ) 0W    , задачі (6)–(9). Отримаємо ін-
тегральне рівняння 
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Вигляд функцій 22 ( , , ; )G     , 1
21 ( )  , 1det  наведено у Додатку 3. 

В інтегральному рівнянні (31) необхідно обчислити інтеграл на напівне-
скінченному проміжку за змінною  . Вибір гілок багатозначних функцій 

0 , 1  з (22), де p i  , у випадку усталених коливань виконується на ос-

нові умов випромінювання Зоммерфельда.  
Для випадку     маємо 
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а у випадку     маємо 
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Під час аналізу поведінки підінтегральної функції у (31) при     
використано асимптотику циліндричних функцій при великих значеннях 
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, що 

спадає на нескінченності. Аналогічно спадною на нескінченності є також 

функція 1
22 ( , , ; )G     . 

Розв’язок рівняння (31) шукаємо у вигляді розвинення за поліномами 

Якобі , 21 2nP   ( )  [12]: 
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( ) (1 ) (1 2 ) ( )n n n n
n n

P q
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 
             , (32) 

де n  – невідомі сталі. Оскільки W UG
       

, то на циліндричній по-

верхні 1  , 0 1    жорсткого включення невідома функція ( )    

(1, )W 


 має механічний зміст дотичного напруження. Визначимо поря-

док особливості невідомої функції на краях проміжку інтегрування. Для 
цього розглянемо клиноподібну область (у розглядуваному випадку кут 
дорівнює /2 ). Таким чином, для 0   маємо ситуацію, коли обидві грані 
клина жорстко закріплені, оскільки включення жорстко закріплене, як і 
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нижня границя шару. Для випадку другої основної задачі розв’язок не має 
особливості, а значить, 0  . Для 1   маємо випадок, коли одна грань 
клина закріплена, а вздовж іншої діє стискальна сила. Тоді розв’язок має 
особливість, яка залежить від значення коефіцієнта Пуассона:  

 1/4 0.25525,         1/3 0.31001            . 

Підставивши подання розв’язку (32) в інтегральне рівняння (31) та ви-
конавши процедуру ортогоналізації [12], отримаємо нескінченну систему 
лінійних алгебраїчних рівнянь для визначення n : 
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Систему розв’язували методом редукції. Знайдені сталі n  підставили 

в подання розв’язку (32), яке, в свою чергу, підставили у вирази для пере-
міщень (30) у квазістатичному випадку. Таким чином, розв’язок вихідної 
задачі у випадку квазістатичних коливань має вигляд 
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За отриманими переміщеннями побудуємо нормальне напруження на 
нижній грані пружного шару ( 0z  ): 
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Вирази для підінтегральної функції 1( , , ; )F      у (33) наведено в Додат-
ках 3, 4.  

Для нормального напруження на циліндричній поверхні r a  жорст-
кого включення отримаємо 
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, [0,1]  . 

Вирази для підінтегральної функції 2 ( , , ; )F      у (34) наведено в Додат-

ках 3, 4.  

Переміщення 
0 ( , ; )U    , 0 ( , ; )W     та нормальні напруження 0 ( , 0; )   , 

0 (1, ; )   , що відповідають точному розв’язку задачі, коли на циліндричній 

поверхні жорсткого включення задано умови гладкого контакту, побудовано 
в [20], де наведено їхні вирази для двох випадків: коли нижня границя ша-
ру жорстко закріплена або перебуває в умовах гладкого контакту з жорст-
кою основою. 

4. Аналіз нормальних напружень для частот, коли 0   і    . 
Щоб порівняти отримані результати з аналогічною задачею у статичній по-
становці [14], розглянемо границі нормальних напружень (33), (34) при 

0  . У виразах для напружень підінтегральні функції мають невизначе-

ність типу 0
0

 при 0  , яка розкривається в нуль. Тому можемо зробити 

висновок, що аналітичні формули для статичного випадку не можна вивес-
ти на основі розв’язків, отриманих для динамічної задачі. Порівняння, як 
буде показано нижче, виконано чисельно для невеликих значень власних 
частот. 

Для великих значень частот коливань виконаємо в (33), (34) деякі пере-

творення. До функцій 
2
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x x xx      , 1x  , та поділимо чисельник 

та знаменник підінтегральної функції на старший степінь  . Для нормаль-

ного напруження 0 ( , 0; )    отримаємо такі формули: 
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5. Аналіз числових розрахунків. Обчислення виконаємо для шару з 
жорстким циліндричним включенням, радіус a  якого дорівнює половині 
товщини шару ( /2a h , 1 2a h  / / ), під дією нормального до поверхні 
шару навантаження. Розглянемо два випадки навантажень.  

Через I позначимо випадок, коли задано гармонічне навантаження 
( , ) ( ) i tp r t r b е    , де ( )r  – функція Дірака, сила одиничної інтенсивності 

зосереджена вздовж кола радіуса b , b a . У цьому випадку трансформан-
та навантаження (14) має вигляд  

 0 0 1 0 1, ( ) ( )p
b b b bp J N N J
a a a a

                  
     

. 

Через II позначимо випадок, коли сила ( , ) i tp r t rе   діє на ділянці 

[ ,2 ]r a a . Розглянуто різні матеріали шару та різні значення власних час-

тот. Визначено нормальне напруження (1, ; )   , 1[ ]0,  , на циліндричній 

поверхні 1   жорсткого включення та нормальне напруження ( , 0; )   , 

1  , на нижній грані шару 0z  . 
На рис. 2 та рис. 3 наведено порівняння нормальних напружень 

( , 0; )    на нижній грані шару 0z   для різних значень радіуса кола b , 

вздовж якого діє стискальна зосереджена сила ( ) ( )p r r b    на верхній 

грані шару z h  для випадку навантаження I. Сила одиничної інтенсив-
ності зосереджена на відстанях 2b a  (рис. 2) та 4b a  (рис. 3). 

  

 Рис. 2. ( ) ( )p r br   , 2b a . Рис. 3. ( ) ( )p r br   , 4b a . 

Конфігурація графіків для невеликих значень частот   однакова, для 
2b a (рис. 2) максимальні значення досягаються навколо включення, а з 

віддаленням сили (для 4b a , рис. 3) максимальні значення напружень 
спостерігаємо під точкою, де діє зосереджена сила. Зі зменшенням частоти 
  амплітуда коливань спадає. Чим ближче розміщена сила до включення, 
тим більшими є напруження навколо нього на нижній грані шару. Резуль-
тати узгоджуються зі статикою [14]. Відмітимо, що також при розрахунках 
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було отримано, що при збільшенні товщини шару h  амплітуда коливань 
зменшується, що пояснюється поглинанням шаром хвильової енергії. 

На рис. 4 та рис. 5 показано реакцію шару зі сталі ( 1/4  ) та каучуку 

( 1/2  ) відповідно на силу, зосереджену вздовж кола 2b a . Графіки на-

пружень ( , 0; )    для значень коефіцієнтів Пуассона 1 4  /  (рис. 4) та 

1/3   (рис. 5) практично ідентичні з дещо більшою амплітудою для 

1/3  . Для частот власних коливань вибрано 1,2,3, 4  . При частотах 

3   чітко візуалізується коливний процес, амплітуда коливань для кау-
чуку (рис. 5) є більшою, ніж для сталі (рис. 4), що пояснюється більшою де-
формацію каучуку внаслідок дії сили. Для обчислень із частотами 3   
краще використовувати асимптотичні формули, як було показано в п. 4, 
оскільки інакше спостерігаємо нестабільність обчислень. Зі зростанням 
частоти коливань відбувається збільшення абсолютних значень нормальних 
напружень. Максимального значення напруження досягають навколо 
жорсткого включення та під ділянкою, де діє зосереджена на верхній грані 
шару сила. З віддаленням від включення напруження зменшуються.  

  

 Рис. 4. ( ) ( )p r br   , 2b a , 1 4  / . Рис.5. ( ) ( )p r br   , 2b a , 1 2  / . 

На рис. 6 зображено графіки нормального напруження ( , 0; )    для 

випадку II. Порівнюючи рис. 4 та рис. 6, де вибрано однакові параметри: 
1/4  , / 1/2a h   , бачимо, що у випадку II амплітуди коливань є 

вдвічі більшими, ніж у випадку I, і з віддаленням від включення напру-
ження спадають.  

Зауважимо, що при розрахунку реальних конструкцій необхідно вра-
ховувати власну вагу матеріалу. Як було показано в роботі [14], для цього у 
формулах для напружень враховується доданок, який є елементарним роз-

в’язком задачі для шару h   , де   – питома вага матеріалу, h  – тов-
щина шару. Таким чином, щоб отримати напруження, що виникають на 
нижній грані під дією зосередженої сили на верхній грані та власної ваги 
шару, необхідно на рис. 2 – рис. 5 графіки ( , 0; )    перенести паралельно 

вниз. У цьому випадку відшарування грані шару або не спостерігається, або 
відбувається зі зсувом вздовж радіуса.  

На рис. 7 наведено розподіли нормальних напружень (1, ; )    на ци-

ліндричній поверхні жорсткого включення для випадку навантажень I. Зі 
збільшенням частоти   діючого на верхній грані шару z h  навантаження 
величини нормальних напружень зростають, причому при підході вздовж 
циліндричної поверхні включення до верхньої грані досягають максималь-
них значень. Відшарування не спостерігається.  
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 Рис. 6. ( )p r r , [ ,2 ]r a a . Рис. 7. ( ) ( )p r br   , 2b a . 

Висновки. Отримано наближений аналітично-числовий розв’язок дина-
мічної задачі для нескінченного пружного шару з циліндричним жорстким 
включенням, поверхня якого жорстко зчеплена з шаром. Застосування 
інтегральних перетворень Лапласа та Вебера безпосередньо до рівнянь ру-
ху дозволило звести задачу до одновимірної векторної задачі, яку, в свою 
чергу, було зведено до інтегрального рівняння на скінченному проміжку. 
Рівняння розв’язано наближено методом ортогональних поліномів із визна-
ченням характеру особливості розв’язку на кінцях інтервалу. Розглянуто 
випадок квазістатичних коливань. Досліджено залежності від матеріалу 
шару та частоти коливань нормальних напружень на циліндричній поверх-
ні включення та на нижній грані шару, що виникають під дією нормального 
осесиметричного динамічного навантаження на верхній грані шару. За-
пропонований підхід можна застосувати при розв’язуванні змішаних дина-
мічних задач теорії пружності для інших типів крайових умов на бічних 
гранях шару та циліндричній поверхні дефекту. 

Додаток 1. Компоненти базисної матриці 1( )  у формулі (19): 
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Додаток 2. Компоненти базисної матриці 0 ( )  у формулі (25).  

Використано такі позначення: 
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Додаток 3. Функції 1det , 1
21( )  , 22 ( , , ; )G      в інтегральному рів-
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Додаток 4. Підінтегральні функції для нормального напруження 
( , 0; )    у формулі (33) та нормального напруження (1, ; )    у форму-
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DYNAMIC PROBLEM FOR AN ELASTIC LAYER WITH A CYLINDRICAL RIGID INCLUSION 
 
An approximate analytical-numerical solution to a dynamic problem is constructed for 
an infinite elastic layer with a cylindrical rigid inclusion, on the cylindrical surface of 
which the conditions of rigid fixing are imposed. An axisymmetric normal compressive 
load acts on one face of the layer, and the other face is perfectly fixed to an absolutely 
rigid foundation. To construct the displacement and stress fields in the layer, the 
Laplace and Weber integral transformations are applied to the axisymmetric equations 
of motion, which produces an inhomogeneous one-dimensional vector boundary value 
problem with respect to the unknown transformants of the displacements. The problem 
is solved using matrix differential calculus. The obtained integral equation in a finite 
interval is solved by the method of orthogonal polynomials with the determination of 
the character of the singularities of the solution at the ends of the interval. The normal 
stresses on the cylindrical surface of the inclusion and on the lower face of the elastic 
layer are studied. The solution is analyzed for the case of steady-state oscillations. 

Key words: infinite elastic layer, cylindrical rigid inclusion, dynamic problem, integral 
transformations, integral equation. 
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