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КРАЙОВА ЗАДАЧА ЗІ ЗМІШАНИМИ УМОВАМИ ДЛЯ РІВНЯНЬ  
ІЗ ЧАСТИННИМИ ПОХІДНИМИ, НЕ РОЗВ’ЯЗАНИХ ВІДНОСНО  
СТАРШОЇ ПОХІДНОЇ ЗА ЧАСОМ. І 
 

Встановлено умови однозначної розв’язності в обмеженій циліндричній об-
ласті задачі з умовами Діріхле – Неймана за часовою змінною та умовами 
періодичності за просторовими координатами для рівнянь із частинними 
похідними високого порядку, не розв’язаних відносно старшої похідної за 
часом. Розв’язок розглянутої задачі побудовано у вигляді ряду за системою 
ортогональних функцій. Для оцінок знизу малих знаменників, що виникли 
при побудові розв’язку задачі, використано метричний підхід. 

Ключові слова: диференціальні рівняння із частинними похідними, не розв’язані 
відносно похідної, умови Діріхле – Неймана, однозначна розв’язність, малі 
знаменники, міра Лебеґа. 

 
1. Постановка задачі. Розглянемо задачу Діріхле – Неймана для рів-

нянь із частинними похідними високого порядку, не розв’язаних відносно 
старшої похідної за часовою змінною: 
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де 1( , ) : 0 ,p p p
TQ t x t T x     { } , 0T  , p  – p -вимірний тор 

( 2 )p / , p   ; 
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 – еліптичний оператор, 

,r
s sa b   , 1

0 0a  , 1( , , ) p
ps s s    , 1 ps s s   . Зауважимо, що ви-

гляд області p
TQ  накладає умови 2 -періодичності за 1, , px x  на розв’язок 

задачі ( , )u t x  та на функції ( )j x , 1, ,2j n  . 

Рівняння, не розв’язані відносно старшої похідної за часовою змінною 
t , виникають, наприклад, при математичному моделюванні задач про малі 
коливання ідеальної рідини в посудині, що обертається, при вивченні філь-
трації рідини в тріщинуватих породах, у теорії нестаціонарних внутрішніх 
хвиль. Таким чином, виникає потреба у дослідженні питання коректності 
постановки та однозначної розв’язності задач, зокрема, задач з крайовими 
та нелокальними умовами, для таких рівнянь. Різноманітним аспектам 
дослідження задач для диференціальних рівнянь, не розв’язаних відносно 
похідної, присвячено численні публікації (див., наприклад, [3, 8, 14, 15] та 
бібліографію там). Зокрема, у працях [1, 2, 4, 6, 7, 9] розглянуто задачі з 
локальними (типу умов Діріхле) і нелокальними (у тому числі й інтег-
ральними) крайовими умовами, а також багатоточкові задачі для рівнянь і 
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систем рівнянь, не розв’язаних відносно старшої похідної за часовою змін-
ною t , у класах функцій, 2 -періодичних за просторовими координатами. 
Однак задачі з умовами Діріхле – Неймана для таких рівнянь практично не 
досліджувались, хоча задачі з умовами Діріхле – Неймана для рівнянь із 
частинними похідними вивчались багатьма авторами (див., наприклад, [17–
21, 23]). Випадки рівнянь, розв’язаних відносно старшої похідної за часовою 
змінною t , розглянуто у працях [12, 13, 22].  

Пропонована робота є дотичною до праць [1, 2], у яких для рівнянь та 
систем рівнянь типу рівняння (1) розглянуто задачу з умовами типу умов 
Діріхле та досліджено питання існування та єдиності її класичних розв’яз-
ків або розв’язків у просторах періодичних функцій експоненційного типу. 
Метою роботи є встановлення умов однозначної розв’язності задачі (1), (2) у 
просторі формальних тригонометричних рядів та у шкалі просторів Соболє-
ва (для майже всіх (стосовно міри Лебеґа в  ) чисел 0T   та для майже 
всіх (стосовно міри Лебеґа) коефіцієнтів рівняння (1)).  

2. Основні позначення. Надалі використовуємо такі позначення: p
  – 

множина точок p  з цілими невід’ємними координатами; 1( , , )px x x   

p  , 1( , , ) p
pk k k   , 1 1( , ) p pk x k x k x   , 1 pk k k   ;   – 

простір скінченних тригонометричних поліномів ( ) exp ( , )k
k N

v x v ik x


  , 

N   , з комплексними коефіцієнтами, в якому збіжність послідовності 

n
nv  { }   до v    визначається таким чином: ( ) ( )n

n
v x v x





, якщо по-

чинаючи з деякого номера, ( ) exp ( , )n n
k
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v x v ik x


  , 1N N , 1N  – деяке 

фіксоване число, і n
k k

n
v v


  для кожного pk   ;   – простір формальних 

тригонометричних рядів [5] 
0
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k
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  ; 0, ,rC T [ ]( ) 

0, ,rC T [ ]( ( )) , r  , – простір функцій 
0
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k
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шляхом поповнення простору   за нормою 
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банахів простір функцій ( , )v t x  таких, що для кожного 0,t T [ ]  функції 
j
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, 0,1, ,j r { } , належать до простору ( )p
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 0,t T  у нормі цього простору 
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Через jc , 0,1,2,j   , позначатимемо додатні сталі, які не залежать від k . 
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3. Єдиність розв’язку. Надалі вважатимемо, що ( )j x    і 

 
0

( ) exp ( , ), 1, ,2j jk
k

x ik x j n


    { } , 

 (2 ) ( ) exp ( , ) , 1, ,2
p

p
jk j x ik x dx j n



      { } . 

Означення 1. Розв’язком задачі (1), (2) з простору 2 0, ,nC T [ ]( ) нази-
ватимемо функцію 
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k

u t x u t ik x


   (3) 

таку, що кожна з функцій ( )ku t , pk   , належить до простору 2 0,nC T( )[ ]  і 

справджує, відповідно, рівності 
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 (2 2) (2 1)
,(0) , ( ) , 1, ,r r

k rk k n r ku u T r n 
     { } . (5) 

Отже, розв’язок задачі (1), (2) з простору 2 0, ,nC T [ ]( ) шукаємо у 

вигляді ряду (3), де ( )ku t , pk   , є розв’язком задачі (4), (5).  

Надалі вважатимемо, що L
x
   

 – еліптичний оператор, тобто для всіх 

1( , , ) p
p       виконується нерівність 

 1 2
1 0

2

( ) ( ) pss
s p

s

b i i c


     


. 

Якщо, крім цього, для всіх p    виконується умова 
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то аналогічно, як і в [7], можемо встановити, що існують сталі 1c  та K   

1( )K c  такі, що  
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1, ( )pk k K L ik c k   ( )  . 

Для кожного pk    рівнянню (4) відповідає характеристичне рівняння 
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-корені якого є такими: 
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Припустимо, що для кожного pk  корені 1 1( ), , ( ), ( ),nk k k    , 

( )n k  рівняння (6) є різними, а отже, відмінними від нуля. Не порушуючи 

загальності, надалі будемо вважати, що Re ( ) 0j k  , 1, ,j n { } , pk   . 

Для  -коренів рівняння (7) справджуються такі оцінки (див. [16, с. 101]): 
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 (0) , 1, ,pk j n  { } { } . (8) 

Рівняння (4) для кожного pk    має фундаментальну систему розв’язків 

 ,( ) exp ( ) , ( ) exp ( ) , 1, ,kj j k n j ju t k t u t k t j n      { }{ ( ) ( ) } , 

а характеристичний визначник задачі (4), (5) обчислюється за формулою 

 2 2 2

1 1

( , ) ( 1) j j
n

T Tn
s t j

s t n j

k T e e
 

   

        ( ) ( )( ) . 

Відомо (див. [10, с. 108]), що задача (4), (5) для кожного pk    не може 
мати двох різних розв’язків тоді й лише тоді, коли ( , ) 0k T  .  

Теорема 1. Для єдиності розв’язку задачі (1), (2) у просторі 
2 0, ,nC T [ ]( ) необхідно та достатньо, щоб виконувались умови 

  , ( 1 2), 1, ,p
jk m i k T m j n         { }( )  / . (9) 

Д о в е д е н н я  теореми здійснюється за схемою доведення теоре-
ми 1 з [13].   

4. Існування розв’язку задачі. 
Теорема 2. Нехай справджуються умови (9). Якщо j    j  ( ) , 

j   1, ,2n { } , то існує єдиний розв’язок задачі (1), (2) з простору 
2 0, ,nC T [ ]( )  2 0, ,nC T [ ]( )( ) , який визначається формулою 
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   (10) 

де ( )qS , 1, , 1n  { } , – сума всіх можливих добутків   елементів з 

набору 2 2 2 2
1 1 1, , , , ,q q n      , ( )

0 1qS  .  

Д о в е д е н н я  ґрунтується на теоремі 1, теоремі 6.2 з [5, с. 111] 
(згідно з якою довільний тригонометричний ряд у просторі   є збіжним), 
а також на тому факті, що простір   неперервно вкладається у простір 
  [5, с. 110].   

Для проміжних (між 2 0, ,nC T [ ]( )  і 2 0, ,nC T [ ]( ) ) просторів, зокрема 

для просторів 2 0, , ( )n p
qC T H ( )[ ] , q   , існування розв’язку задачі (1), (2) 

пов’язане, взагалі кажучи, з проблемою малих знаменників (див., 
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наприклад, [11] і бібліографію там), оскільки модулі виразів ( )q k , 

( ) ( )q qk T k T
e e
  , 2 2( ) ( )s qk k   , , 1, ,q s n { } , q s , які входять у вирази 

(10) як знаменники і є відмінними від нуля, можуть ставати як завгодно 

малими для нескінченної кількості векторів pk   . 

Означення 2. Розв’язком задачі (1), (2) з простору 2 0, , ( )n p
qC T H ( )[ ] , 

q   , називатимемо функцію ( , )u t x  з цього простору, яка задовольняє 
такі умови: 

 2[ ]; 0, , ( ) 0p
q nu C T H    [ ]( ) , 

 2 2[ ] ; ( ) 0p
r r q ru H     U , 

 2 1[ ] ; ( ) 0, 1, ,p
n r n r q ru H r n        U { } . 

Для дослідження питання про існування розв’язку задачі (1), (2) з про-

стору 2 0, , ( )n p
qC T H ( )[ ] , q   , потрібні такі допоміжні твердження. 

Лема 1. Якщо 2   , то для всіх (крім скінченної кількості) векто-

рів pk    справджуються оцінки 

 5
0
max , 1, ,

q q

q q

t t

qT Tt T

e e
c q n

e e

 

  


  


{ } , (11) 

 
   

6
0
max , 1, ,

q q

q q

T t T t

T Tt T

e e
c q n

e e

   

  


 


{ } . (12) 

Д о в е д е н н я .  Зауважимо, що при 2    виконується оцінка 
(див. (8)) 

 ( 2 ) 1
4 4( ) , 1, ,n n

q q k c k c k q n       { }/ / .  (13) 

Легко бачити, що для довільних чисел     справджуються рівності 

 
2Re Re 24 sin (Im )e e e e        ( ) , (14) 

 
2Re Re 24 cos (Im )e e e e        ( ) . (15) 

У формулі (14) покладемо qt    і використаємо розвинення функції 

sin Im qt ( )  у ряд Маклорена. Після цього отримаємо таку оцінку:  

 
Re Re 2 24 sin Imq q q qt t t t

qe e e e t
    

     ( )( )  

  
Re Re 2 24 sin Imq qt t

qe e t
  

    ( )( )  

  
Re Re

2 sin Imq qt t
qe e t

      ( )  

  3 51 12 Re Re Re
3! 5!q q qt t t         

 
  

  2 sin Im qt ( ) . 

Звідси, враховуючи формулу для суми нескінченної спадної геометричної 
прогресії і нерівність sin x x , 0x  , отримаємо, що 
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0
max 2 Req qt t

q
t T

e e T
 

 
     

  2 41 3! Re Re 2 Im
3! q q qT T T          
 

  

  
2

2

Re12 Re 3! 2 Im
3! 1 Re

q
q q

q

T
T T

T

 
      

  
 

  7 72 2 2 ( 1)q q qT c T T c       , (16) 

якщо Re 1qT   . Таким чином, із урахуванням оцінки (13) оцінка (16) ви-

конується для всіх k  таких, що 
2

4
n

k c T ( ) . 

Аналогічно з урахуванням оцінки (13) та нерівності sincos xx
x

 , 

0 x   , поклавши ( )q T t     у формулі (15), отримаємо, що для всіх k  

таких, що 
2

4
n

k c T ( ) , справджується оцінка  

 
   

8
0
max q qT t T t

t T
e e c
   

 
  . (17) 

Розвинувши у ряд Маклорена функції qTe


, отримуємо оцінку 

  
2 4 21 1 11

2! 4! 2 !
q qT T n

q q qe e T T T
n

            ( ) ( ) ( )
 

 2 42 41 11 1
2 2q q q qT T T T            ( ) ( ) ( ) . 

Згідно з оцінкою (13) для всіх k , 
2

4
n

k c T( ) , маємо, що 1qT  , тому за 

формулою для суми нескінченної спадної геометричної прогресії отримаємо 

 
2

2 4 6
21

q
q q q

q

T
T T T

T


      

 
 . 

З наведених вище міркувань отримуємо, що для всіх k , 
2

4
n

k c T ( ) , 

виконується оцінка 

 
2

92
11
2 1

q qT T q

q

T
e e c

T

  
   

 
. (18) 

З оцінок (16)–(18) випливає доведення леми для всіх (крім скінченної 

кількості) векторів pk   .  

Лема 2. Для майже всіх (стосовно міри Лебеґа) коефіцієнтів рівняння 
(1) оцінки 

 1
10( ) 1 , 1, ,q k c k q n    { }( ) , (19) 

виконуються для всіх (крім скінченної кількості) векторів pk    при 

1
1

2 2
p n     , де 

2 , 2 ,
2 , 2 .

n

        

 
   

Д о в е д е н н я  леми здійснюється за схемою доведення леми 1 
з [13].  
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Лема 3. Для майже всіх (стосовно міри Лебеґа) коефіцієнтів рівняння 
(1) оцінки 

 22 2
11

1,

1 , 1, ,
n

s q
s s q

c k q n

 

      { }( ) ( ) , (20) 

виконуються для всіх (крім скінченної кількості) векторів pk    при 

2 ( 1)( 2 )n p n         , де 
2 , 2 ,
2 , 2 .

n

        

 
   

Д о в е д е н н я  леми здійснюється за схемою доведення леми 2 
з [13].  

Лема 4. Якщо 2   , то для майже всіх (стосовно міри Лебеґа в  ) 
чисел T  та для майже всіх (стосовно міри Лебеґа) коефіцієнтів рівняння (1) 
оцінки 

 3
Re

12 1 ,      1, ,q q qT T T
e e c k e q n
      { }( ) , 

виконуються для всіх (крім скінченної кількості) векторів pk    при 

3 3 2 ( 1) 2p n    / / , де 2     . 
Д о в е д е н н я  леми здійснюється за схемою доведення леми 3 

з [13] з урахуванням того, що  

 
Re 2

1 , 1, ,q q q qT T T T
e e e e q n
        { } . 

Легко бачити, що  

 
   Re Re

0 0
max 2 , max 2q q q q q qt t T T t T t T

t T t T
e e e e e e
       

   
    , 

  1, ,q n { } .  

З цих оцінок і леми 4 випливає наступне твердження. 
Лема 5. Якщо 2   , то для майже всіх (стосовно міри Лебеґа в  ) 

чисел T  та для майже всіх (стосовно міри Лебеґа) коефіцієнтів рівняння 
(1) оцінки 

 3

0 12

1max 2 1 , 1, ,
q q

q q

t t

T Tt T

e e
k q n

ce e

 


  


  


{ }( ) , (21) 

 
   

3

0 12

1max 2 1 , 1, ,
q q

q q

T t T t

T Tt T

e e
k q n

ce e

   


  


  


{ }( ) , (22) 

виконуються для всіх (крім скінченної кількості) векторів pk    при 

3 3 2 ( 1) 2p n    / / , де 2     . 

Теорема 3. Нехай справджуються умови (9). Якщо 2   , s   

( )p
qH  , 

12 ( )p
n s qH     / , 1, ,s n { } , 2( 1)n      , 1   

2 ( 1) 2p n   / / , 2 ( 1)( 2 )n p n         , ( 2 ) n    / , то для 
майже всіх (стосовно міри Лебеґа) коефіцієнтів рівняння (1) у просторі 

2 0, , ( )n p
qC T H ( )[ ]  існує єдиний розв’язок задачі (1), (2). Цей розв’язок непе-

рервно залежить від функцій ( )s x , 1, ,2s n { } . 
Д о в е д е н н я .  З леми 1 випливає, що для всіх (крім скінченної 

кількості) векторів pk    справджуються такі оцінки:  
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2 1 2 1

520
max , 0, ,q q q q

j t t T T j
qjt T

d e e e e c j n
dt

    

 
     { }( ) , 

 
2 1 1 2 1

62 10
max , 0, ,q q q q

j t t T T j
qjt T

d e e e e c j n
dt

     
 

     { }( ) , 

 
   2 1 2

620
max q q q q

j T t T t T T j
qjt T

d e e e e c
dt

     

 
   ( ) , 

  0, ,j n { } , 

 
   2 1 1 2

52 10
max q q q q

j T t T t T T j
qjt T

d e e e e c
dt

      
 

   ( ) , 

  0, ,j n { } . 

На підставі формули (10), наведених вище оцінок, а також оцінок (19) і 

(20) для кожного pk    отримуємо 

 22 2( )
13

0 1

max ( ) 1
n

n rr
k q sk

t T s

u t c k  

  

    
 ( )  

  1 2
2

2 11
10

1

1 ,    0,2, ,2
n

n r
q sk

s n

c k r n   

 

    
 { }( ) , 

 2
2 1( )

13
0 1

max ( ) 1
nn rr

k q sk
t T s

u t c k
  

  

    
 ( )  

  1 2
2

2 21
10

1

1
n

n r
q sk

s n

c k   

 

    
( ) ,  

  1,3, ,2 1r n { } . (23) 

Оцінимо норму розв’язку задачі (1), (2) у просторі 2 0, , ( )n p
qC T H ( )[ ]  на 

підставі формули (10), оцінок (8), (23) і нерівності Коші – Буняковського: 

 
2 222 ( )

00 0

; 0, , ( ) : max 1 ( )
n

n p q r r
q k

t Tr k

u C T H k u t

  

    ( ) ( )[ ]  

 2

2
2 ( 1)

14
0 1

2(2 1) 1
n

n q
sk

k s

n c k    

 


    


 ( )  

 1 2

22
2 ( 1) 21

10
0 1

1
n

n q
sk

k s n

c k      

  


   


 ( ) /  

  
2( 1)2 2

14
0 1

2(2 1) 1
n qn

sk
k s

n c n k
   

 


    


  ( )  

  1 2

2
2 2 ( 1) 21

10
0 1

1
n

n q
sk

k s n

c n k      

  


   


  ( ) /  

  22 2 ( 1)
15

1 0

1
n

n q
sk

s k

c k    

 


   


  ( )  
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  1 2
2

2 2 ( 1) 2

1 0

1
n

n q
sk

s n k

k      

  


   


  ( ) /  

    215 1
1

; ( )
n

p
s n q

s

c H   



   


  

    1 2

2

1 2
1

; ( )
n

p
s n q

s n

H     
 


   


 . (24) 

З нерівності (24) та лем 2 і 3 випливає доведення теореми для майже 
всіх (стосовно міри Лебеґа) коефіцієнтів рівняння (1).  

Теорема 4. Нехай справджуються умови (9). Якщо 2   , s   

( )p
qH  , 

1
( )p

n s qH     , 1, ,s n { } , 2 3( 1)n        , 1   

2 ( 1) 2p n   / / , 2 ( 1)( 2 )n p n         , 3 3 2 ( 1) 2p n    / / , 

2     , то для майже всіх (стосовно міри Лебеґа в  ) чисел T  та для 
майже всіх (стосовно міри Лебеґа) коефіцієнтів рівняння (1) в просторі 

2 0, , ( )n p
qC T H ( )[ ]  існує єдиний розв’язок задачі (1), (2). Цей розв’язок непе-

рервно залежить від функцій ( )s x , 1, ,2s n { } . 
Д о в е д е н н я  теореми здійснюється за схемою доведення теоре-

ми 3 з урахуванням оцінок (21) і (22) замість оцінок (11) і (12) леми 1. 
Зауваження. Результати роботи можна перенести на задачу у такій 

постановці: в області 1( , ) : 0 ,p p p
T t x t T x     { }   для рівняння (1) 

знайти майже періодичний за 1, , px x  із заданим спектром   розв’язок, 

який за змінною t  задовольняє умови (2), де  

 : : , , 1, , ,
j j j

p p
k k k k j p k         { }   , 

 0 1 2: : , 0,k n n nd n d n 
           {  , 

 2 1 0, 0,d d n     } , 

а функції  j x , 1, ,2j n  , є майже періодичними за просторовими коор-

динатами функціями зі спектром  . 
5. Висновки. В обмеженій циліндричній області досліджено задачу з 

умовами Діріхле – Неймана за часовою змінною та умовами періодичності 
за просторовими координатами для рівнянь із частинними похідними висо-
кого порядку, не розв’язаних відносно старшої похідної за часом. 
Побудовано розв’язок розглянутої задачі у вигляді ряду за системою 
ортогональних функцій. Встановлено умови однозначної розв’язності задачі 
у просторі формальних тригонометричних рядів та у шкалі просторів 
Соболєва. Для оцінок знизу малих знаменників, що виникли при побудові 
розв’язку задачі, використано метричний підхід. Отримані результати 
доповнюють дослідження, проведені у працях [1, 2, 13].  

Робота виконана за часткової підтримки держбюджетної теми Мініс-
терства освіти і науки України № 0123U101691. 
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A BOUNDARY VALUE PROBLEM WITH MIXED CONDITIONS FOR PARTIAL DIFFERENTIAL 
EQUATIONS UNSOLVED WITH RESPECT TO THE HIGHER TIME DERIVATIVE. I 
 
The conditions for the unique solvability in the bounded cylindrical domain of the 
problem with Dirichlet – Neumann conditions with respect to time variable and the 
conditions of periodicity with respect to spatial coordinates for the partial differential 
equations of high order unsolved with respect to the highest time derivative are 
established. The solution of the considered problem is constructed in the form of series 
by the system of orthogonal functions. A metric approach is used for estimations from 
below of small denominators that appear in the construction of solution of the problem.  
Key words: partial differential equations unsolved with respect to the derivative, 

Dirichlet – Neumann сonditions, unique solvability, small denominator, Lebesgue 
measure. 
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