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Розглянуто неаналітичність Фур’є-компонент ( )
vvV k

 енергій Vvv(r) (за 

своєю природою анізотропної, далекосяжної й квазиосцилівної в прямому 

просторі {r}) «деформаційної» взаємодії вакансій (v) у їх «твердому розчи-
ні заміщення» на основі ОЦК-кристалу (на прикладі ОЦК-Mo, Nb, W) з 

врахуванням його дискретної будови й анізотропії пружности. Взаємодію 

вакансій досліджено в квазигармонічному наближенні методою статики 

ґратниці. Проведено чисельні та аналітичні розрахунки енергетичних па-
раметрів «деформаційної» та «електрохемічної» взаємодій вакансій у 

ОЦК-кристалі (на прикладі ОЦК-Mo, Nb, W). З’ясовано їх поведінку поб-
лизу та вдалині від центру (зокрема, на поверхні) першої Бріллюенової 
зони оберненого простору ОЦК-ґратниці. У довгохвильовому наближенні 
(k  0) визначено апроксимації анізотропних коефіцієнтів Avv(n), Bvv(n) 

розвинення Фур’є-компонент енергій «деформаційної» взаємодії вакансій 

Qvv
  Avv(n)  Bvv(n)k2

 (n  k/k) в околі центру (k  0) Бріллюенової зони, 

зокрема, залежно від модулів пружности ОЦК-кристалу. З’ясовано, що 

Bvv(n)  0 у напрямках високої симетрії [100], [110], [111] в оберненому 

просторі для ОЦК-кристалу (незалежно від знаку його параметра анізот-
ропії пружности), а ( )

vvV 0
  Q

vv
  Avv(n) завжди. 

A non-analyticity of the Fourier components, ( )
vvV k , of the inherently ani-

sotropic, long-range and quasi-oscillating ‘strain-induced’ v—v-interaction 

energies, V
vv(r), dependent on distances {r} between vacancies in their solid 

solution based on finite b.c.c. crystal (for example, b.c.c.-Mo, Nb, W) is con-

sidered with regard for its discrete structure and elastic anisotropy. Interac-

tions of point defects are studied by means of the lattice statics method with-

in the scope of the quasi-harmonic approximation. The numerical and ana-

lytical calculations of energy parameters for ‘strain-induced’ and ‘electro-

chemical’ interactions of vacancies within the b.c.c. crystal (for example, 

b.c.c.-Mo, Nb, W) are carried out. Their behaviour near and far from the 

centre of the b.c.c.-lattice reciprocal-space Brillouin zone (particularly, on 
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its surface) is studied. Within the long-wave approximation (k  0), aniso-

tropic expansion coefficients, Avv(n), Bvv(n), for the Fourier components, 

Qvv
  Avv(n)  Bvv(n)k2

 (n  k/k), of the ‘strain-induced’ v—v interaction ener-

gies near the centre (k  0) of Brillouin zone are defined, in particular, de-

pending on the elasticity modules of b.c.c. crystal. As revealed, Bvv(n)  0 

along the high-symmetry [100], [110], [111] directions in reciprocal space 

for b.c.c. crystal (irrespective of its elastic-anisotropy factor sign), and as 

always, ( )
vvV 0

  Q
vv

  Avv(n). 

Рассмотрена неаналитичность фурье-компонент ( )
vvV k

 энергий V
vv(r) (по 

своей природе анизотропного, дальнодействующего и квазиосциллирую-
щего в прямом пространстве {r}) «деформационного» взаимодействия ва-
кансий (v) в их «твёрдом растворе замещения» на основе ОЦК-кристалла 

(на примере ОЦК-Mo, Nb, W) с учётом его дискретного строения и анизо-
тропии упругости. Взаимодействие вакансий исследовано в квазигармо-
ническом приближении методом статики решётки. Проведено численные 

и аналитические расчёты энергетических параметров «деформационного» 

и «электрохимического» взаимодействий вакансий в ОЦК-кристалле (на 

примере ОЦК-Mo, Nb, W). Исследовано их поведение вблизи и вдали от 

центра (в частности, на поверхности) зоны Бриллюэна обратного про-
странства ОЦК-решётки. В длинноволновом приближении (k  0) опреде-
лены аппроксимации анизотропных коэффициентов Avv(n), Bvv

 (n) разло-
жения фурье-компонент энергий «деформационного» взаимодействия 

вакансий Q
vv

  Avv(n)  Bvv(n)k2
 (n  k/k) в окрестности центра (k  0) зоны 

Бриллюэна, в частности, в зависимости от модулей упругости ОЦК-
кристалла. Установлено, что Bvv(n)  0 по направлениям высокой симмет-
рии [100], [110], [111] в обратном пространстве для ОЦК-кристалла (неза-
висимо от знака его параметра анизотропии упругости), а ( )

vvV 0
  

 Q
vv

  Avv(n) всегда. 

Ключові слова: вакансії, «деформаційна» взаємодія, «електрохемічна» 

взаємодія, дисперсійна крива, неаналітичність залежности, довгохвильо-
ве наближення. 

(Отримано 19 травня 2015 р.)
  

1. ВСТУП 

Вакансії є одним із найважливіших типів дефектів. Наявність ва-
кансій у твердих тілах відіграє істотну роль в їх динамічних і стати-
стичних властивостях. Поява вакансій у металевому кристалі при-
зводить до зміни йонної й електронної підсистем металу. Зміненим 

умовам відповідають нові умови рівноваги; тому атоми навколо ва-
кансії зміщуються до нових положень рівноваги. Вакансії в основ-
ному визначають об’ємні властивості твердого тіла, а саме, самоди-
фузію, дифузію за вакансійним механізмом, що істотно впливає на 

процес перенесення речовини в тілі [1], фазові перетворення, зок-
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рема, визначаючи можливий механізм мартенситних перетворень 

[2], стійкість інтерметалідів (проблеми стійкости інтерметалідних 

фаз та областей однорідности їх за високих температур нерозривно 

пов’язані з утворенням вакансій та їх розташуванням) [3]. Присут-
ність вакансійних кластерів може впливати на оптичні властивості 
твердих тіл [4]. Участь вакансій є значною й у явищі утворення 

надґратниць нанопор у кристалах під опромінюванням [5—18]. 
 Отже, необхідність у дослідженні вакансійної підсистеми в твер-
дих тілах є прямим наслідком потреби у вивченні зазначених явищ 

і процесів [1—18]. 
 Взагалі-то енергія взаємодії точкових дефектів заміщення  (ва-
кансій, домішкових атомів) у їхньому твердому розчині в скінчен-
ному кубічному кристалі може бути представленою умовно у ви-
гляді суми [19]: 

 
    

el.chem
W V , (1) 

де 
V  – енергія «деформаційної» (чи то «пружньої») взаємодії, що 

визначається «непрямим» взаємочином точкових дефектів —, 

внаслідок інтерференції статичних полів атомових зміщень, які 
виникають через присутність точкових дефектів у ґратниці криста-
лу, і обумовлених ними пружніх напружень, 

el.chem  – енергія 

«електрохемічної» взаємодії, яка обумовлена «прямою» взаємоді-
єю зарядів, яких містять точкові дефекти. 
 Пружні поля статичних атомових зміщень у кристалі, які ство-
рюються точковими дефектами різного типу, впливають на частоти 

стрибків атомів і на кінетику зміни мікроструктури відповідного 

матеріялу в процесі його експлуатації. Поряд з кінетичними фак-
торами «деформаційна» [20—24] (чи то пружня [25]) взаємодія точ-
кових дефектів призводить до зміни температур фазових перетво-
рень, утворення модульованих структур, виділення нової фази. В 

багатьох роботах особливості «деформаційної» взаємодії точкових 

дефектів досліджувалися континуальному моделю [20—25]; так, зо-
крема, в обернено-просторовому описі енергій «деформаційної» 

взаємодії досліджувалися залежності їх Фур’є-образів від напрям-

ку n  k/k квазихвильового вектора k в околі точки k  0. Вихід за 

рамки континуального моделю та перехід до довгохвильового на-
ближення при розрахунку енергій пружньої взаємодії точкових де-
фектів в кристалі уможливлює неявно врахувати дискретність його 

будови. Але континуальне та довгохвильове наближення є адекват-
ними лише тому випадку, коли віддаль між дефектами є достатньо 

великою, наприклад, за малої концентрації точкових дефектів. У 

випадку віддалі між дефектами порядку найменшої міжвузлової 
використовується мікроскопічний підхід за так званою методою 

статики ґратниці [20, 21]. Власне кажучи, ця метода полягає в пе-
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реході до Фур’є-образів координатної залежности геометричних та 

силових величин-характеристик спотворень ґратниці дефектами 

[26—28]. Такий підхід уможливив не лише розкрити мікроскопіч-
ний зміст феноменологічних параметрів теорії (тензор концентра-
ційних коефіцієнтів дисторсії кристалічної ґратниці, частот і век-
торів поляризації власних коливань та модулів пружности криста-
лу), але й врахувати ефекти, які пов’язані з анізотропією просторо-
вої дисперсії пружніх властивостей, що неможливо зробити в рам-
ках макроскопічної теорії пружнього середовища. 
 Коли віддаль між точковими дефектами у кубічному кристалі 
набагато перевищує параметер a його ґратниці, енергії ефективно 

парної взаємодії між ними W


(R  R) в основному визначаються 

тими Фур’є-компонентами 
 ( )W k , яких можна наблизити Тейло-

ровим рядом за степенями k2
 (через наявність центрів інверсії 

( ) ( )W W  k k 
 [29]): 

 2

el.chem
( ) ( ) ( ) ( ) ...W V w k          nk k k n     , (2) 

де 
 ( )V k  – Фур’є-компонента «деформаційної» енергії взаємодії 

точкових дефектів, 
 el.chem ( )k  – Фур’є-компонента «електрохеміч-

ної» енергії взаємодії точкових дефектів, 
wn , 

 ( )n  – коефіцієн-

ти розвинення. 
 Фур’є-образ енергій (непрямої) «деформаційної» взаємодії точ-
кових дефектів — навіть у скінченній малій області поблизу k  0 

можна наблизити виразом [29, 30]: 

 
2( ) ( ) ( )V k Q     k n n A B  (n  k/k, k  0). (3) 

Перший доданок праворуч дається власне континуальним набли-
женням, а другий – першою («довгохвильовою») поправкою до 

нього, Q


 – параметер, калібрування яким виключає ефект не-
прямої «самодії» (тобто враховує пружню не взаємодію дефекту з 

ним самим) [31]. Явний вираз для A
(n) через модулі пружности 

кубічного кристалу відомий [20, 22, 24, 29]. Задля знаходження 

виразу для коефіцієнта B
(n), який відповідає за ефекти просторо-

вої дисперсії в теорії пружности, треба виходити з мікроскопічного 

моделю, в рамках якого враховується дискретна (атомарна) будова 

кристалу, а B(n) визначається набором модельних параметрів цу-
пкости його міжатомових зв’язків (див. [29, 30] та й [19, 22]). На-
томість для аналітичного дослідження енергетичного впливу «де-
формаційної» взаємодії на конфіґураційні стани сукупности дефек-
тів у кристалі потрібно знайти апроксимацію B

(n) залежно від йо-
го макроскопічних характеристик, зокрема, модулів пружности. 
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 В даній статті зосереджено увагу на особливостях енергій «дефо-
рмаційної» та «електрохемічної» взаємодій вакансій у ОЦК-
кристалах. Метали з ОЦК-структурою, наприклад, Mo, Nb, W, вже 

давно мають інтерес з боку матеріялознавців. Так, молібден вхо-
дить до групи тяжкотопких металів з ОЦК-структурою (V, Nb, Ta, 

Cr, W, Mo), що є основою важливих конструкційних матеріялів. 

(Завдяки вдалому поєднанню цінних фізико-хемічних і механічних 

властивостей молібденові стопи отримали широке застосування в 

хемічній, авіаційній і ракетній промисловості. Перспективною 

сферою застосування молібдену є й атомна енергетика: він застосо-
вується в ядерних реакторах, оскільки має порівняно малий пере-
різ захоплення теплових невтронів.) Тому дослідження «деформа-
ційної» та «електрохемічної» взаємодій радіяційних точкових де-
фектів (зокрема вакансій) в ОЦК-металах є актуальною задачею. 
 В даній роботі проведено аналітичний і чисельний розрахунки 

поведінки оберненопросторових енергетичних параметрів «дефор-
маційної» й «електрохемічної» взаємодій вакансій у ОЦК-криста-
лах поблизу та в далині від центру (зокрема, на поверхні) першої 
Бріллюенової зони оберненого простору ОЦК-ґратниці, тобто тут 

аналітично одержано та чисельно проаналізовано коефіцієнт B
(n) 

розвинення (нахилу дисперсійної кривої залежности 
V ( )k  для то-

чкових дефектів заміщення, наприклад, вакансій, у ОЦК-криста-

лах побіля k  0. Потреба у знаходженні коефіцієнта B
(n) виникає 

через те, що маємо використовувати його для досліджень просторо-
во-періодичних (або модульованих) структур, які виникають під 

час опромінювання [32, 33]. 

2. ЕНЕРГЕТИЧНІ ПАРАМЕТРИ ВЗАЄМОДІЇ ВАКАНСІЙ 

«Деформаційна» взаємодія точкових дефектів (вакансій, домішкові 
атоми) проявляється внаслідок локальних спотворень ними крис-
талічної ґратниці, що спричинює поля пружніх напружень. Послі-
довну теорію «деформаційної» взаємодії дефектів було сформульо-
вано А. Г. Хачатуряном [22—24] на основі мікроскопічної методи 

статики ґратниці Кривоглаза—Мацубари—Канзакі [20, 21, 26—28], 

яка враховує анізотропію й дискретну атомову будову кристалічної 
ґратниці, що неможливо зробити в рамках макроскопічної теорії 
пружнього континууму. Згідно методи статики ґратниці Мацуба-
ри—Канзакі—Кривоглаза «деформаційна» взаємодія вакансій має 

наступний вигляд: 

 *( ) ( ) ( ) ( )  ( )vv lv jv vv

ljV F G F Q   k k k k k 0    , (4) 

 
0

( )  ( )vv v v vv

lj ljV L Q    0 k 0 , (5) 
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тів однорідного «розширення» («стиску») параметра a(cv) най-
меншої кубічної умовної елементарної комірки  v v

ljljL L  (l, j  x, y, 

z), яких зведено (у вибраній системі координат 0xyz) до головних 

осей, умовою відсутности макроскопічних механічних напружень у 

релаксованому кубічному кристалі з точковими дефектами, зокре-
ма вакансій, які макроскопічно однорідно розташовані по вузлах, і 
вільною поверхнею [19—24]: 

    
11 12

( 2 ) .v v

lj lj
C C L  (6) 

Тут cv  Nv/N – відносна концентрація вакансій; Nv – загальне чи-
сло вакансій у їхньому твердому розчині заміщення на основі кубі-
чного кристалу; C11, C12, C44 – Фохтові позначення трьох незалеж-
них компонент тензора четвертого ранґу модулів пружности крис-
талу кубічної системи симетрії; 


  

v

v
v cL a a c1

0( )  (чи то 


 
v

v
v cL a a a c1

0 0 0{( ) } ) – для кубічного кристалу триразово виро-
джене головне значення матриці 

v
ljL  в умовах виконання практи-

чно лінійної залежности ( )va c  (тобто Веґардового правила) за зада-
ної температури T. 

 При k  0 


  lj

ljG A
1

( ) ( )k k ; елементи матриці виражаються через 

частоти (k) і компоненти ортонормованих векторів поляризації 
e(k) власних коливань ОЦК-кристалу білінійною формою [21—24]: 

31 2 *

1
( ) ( ) ( ) ( )l j

ljG M e e 
  

 k k k k , 

де індекс  нумерує поляризації всіх трьох акустичних гілок нор-
мальних коливань кубічного кристалу, а М – маса атома кристалу. 

Фононні частоти (k) й вектори поляризації e(k) можна визначити 

в експериментах з непружнього розсіяння повільних невтронів і 
апроксимувати за допомогою того чи іншого напівфеноменологіч-
ного моделю динаміки кристалу. 
 Елементи динамічної матриці ОЦК-кристалу [34—36] виража-
ються наступним чином: 

 1 2
8 1 cos cos cos 2 1 cos( )

2 2 2

yxx x z
x

akak ak
A ak

                
      

  

              2 3
2 2 cos( ) cos( ) 4 2 cos( ) cos( ) cos( )

y z x y z
ak ak ak ak ak  

                        
3 4

3
4 1 cos( ) cos( ) 8 1 cos cos cos

2 2 2

yx z
y z

akak ak
ak ak ,(7) 

 
1 3

( ) 8 sin sin cos 4 sin( ) sin( )
2 2 2

yxy x z
x y

akak ak
A ak ak

           
    

k , (8) 
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де 1, 2, 2, 3, 3, 4, 1, 3 – атомові силові «сталі» Борна—
Кармана, якщо припустити взаємодію атомів лише у межах чоти-
рьох координаційних сфер, а на IV-й координаційній сфері обме-
жити її лише центральною складовою, що описується атомовою си-
ловою «сталою» 4, бо саме такий внесок є найдалекосяжнішим. 
 Решта компонент матриці 

 ( )
ljA k  одержується циклічним пере-

ставлянням Декартових індексів х, у, z. 
 Всі 8 параметрів 1, 2, 2, 3, 3, 4, 1, 3 можуть бути знайдені з 

використанням експериментальних даних про модулі пружности 

С11, С12, С44, поздовжню та поперечні частоти коливань для високо-
симетрійних точок H, P, N поверхні BZ ( H , P , LN

 , 
1T N , 

2T N ) за 

допомогою наступних співвідношень, яких, в свою чергу, було 

знайдено зіставлянням виразів [37] із власними значеннями зазна-
ченої динамічної матриці: 

        
1 2 3 4 11

2 2 8 18 aC , (9а) 

          
1 3 4 2 3 44

2 4 2 2 4 aC , (9б) 

     
1 3 44 12

4 8 ( )a C C , (9в) 

     2

1 4
16 16 HM , (9г) 

         2

1 2 2 4
8 4 8 8 PM , (9д) 

 2

1 2 3 4 L
8 8 16 8 NM         , (9е) 

 
1

2

1 2 2 3 3 4 1 T
8 4 4 8 8 8 8

N
M               , (9є) 

 
2

2

1 2 2 3 3 4 1 T
8 4 4 8 8 8 8

N
M               . (9ж) 

 В свою чергу, відповідні вектори Фур’є-компонент 
 ( )

vF k  сил Ка-
нзакі F

v(r), – 

   ( ) ( )
v v ie k r

r
F k F r ,  

– визначаються наступними наближеними виразами для ОЦК-
кристалів [35]: 

 

    
    

    
            

    
    
    

     



sin cos cos
2 2 2

( ) 8 sin cos cos ,
2 2 2

sin cos cos
2 2 2

yx z

yv z x

yz x

akak ak

ak ak ak
i

akak ak

F k  (10) 

де    2

11 12
( 2 ) / 8

va L C C . 
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 Підставленням (7)—(10) у (4) одержуються коефіцієнти розви-
нення (3) [20—24, 29, 30]: 

         2 2 2

0
( ) 9 ( ) 1 2 ( ) 3 ( ) / ( ),vv vK Ln n n nA X Y D  (11) 

де   a3
0 2  – об’єм примітивної комірки ОЦК-кристалу, L

v
 – ко-

ефіцієнт концентраційної «дилятації» його ґратниці через присут-

ність у ньому вакансій; K  (C11 + 2C12)/3 – модуль всебічного стис-

ку,   (C11  C12  2C44)/C44 – параметер анізотропії пружности, а 

C11, C12, C44 – модулі пружности кристалу;   
x y y z z xn n n n n n2 2 2 2 2 2( )nX , 


x y zn n n2 2 2( )nY  і         C C C C C C2

11 11 12 11 12 44( ) ( ) ( ) ( 2 ) ( )n n nD X Y  

[24]. (Зауважимо, що в континуальному наближенні ОЦК- та ГЦК-

структури нерозрізненні (для них A
(n) співпадають), тоді як при 

виході за його рамки (хоча б у довгохвильовому наближенні) про-

являються істотні відмінності виразів B
(n) для ОЦК- та ГЦК-

кристалів [29, 30, 38].) 
 Явний вираз для Avv(n) через модулі пружности кубічного крис-
талу співпадає зі знайденим раніше [20, 22, 24, 29, 30, 38]. На від-
міну від праць [29, 30], в даній роботі одержано вираз для коефіціє-
нта Bvv(n) другого доданку Bvv(n)k2, який враховує центрально-
симетричну парну взаємодію та нецентральну взаємодію в границі 
чотирьох координаційних сфер у ОЦК-ґратниці, обмежуючись на 

IV координаційній сфері лише центральною взаємодією (атомова 

силова стала 4), оскільки вона є далекосяжною (див. Додаток). 
 Слід зауважити, що основне достоїнство такої апроксимації по-
лягає в тому, що вона уможливлює досліджувати поведінку залеж-
ности поблизу k  0 за макроскопічними «сталими» пружности С11, 

С12, С44, , частотами поздовжніх і поперечних коливань для висо-
косиметрійних точок H, P, N поверхні BZ, експериментальні зна-
чення яких добре відомі для багатьох матеріялів. Для симетрійних 

напрямків [100], [110], [111], вздовж яких, як правило, і відбува-
ються вибудовування модульованих структур маємо: 

 

   

              1 2

4 2 2

11 12

2 2 2 2 2

11 44 L T T

2

11

( ) ( 2 ) ( )

16 ( 2 ) 8( )
,

256

vv v

H

N N N P H

a C C L

a C C M

C

nB
 (12) 

 2

4 2 2 2

11 12 T

2

11 12 44

( 2 ) ( )
( ) ,

16( 2 )

v

Nvv

N

a C C L M

C C C


 


 
nB  (13) 

 

   

           
 

2

4 2 2

11 12

2 2 2 2

11 12 44 L T

2

11 12 44

( ) ( 2 ) ( )

16 ( 4 6 ) 8( 2 )
.

256( 2 4 )

vv v

P

N N P H

a C C L

a C C C M

C C C

nB
 (14) 
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Зазначимо, що вирази Avv(n), Bvv(n) для точкових дефектів замі-
щення, наприклад, домішкових атомів, будуть такі ж самі, лише із 

заміною L
v
 для вакансій на L

i
 для атомів. 

 На рисунках 2—4 представлено дисперсійні криві зведених 

Фур’є-компонент енергій деформаційної взаємодії точкових дефек-
тів заміщення 

2
( ) / ( )V L k

 та Фур’є-компонент енергій «деформа-
ційної» v—v-взаємодії 

 ( )
vvV k  уздовж усіх високосиметрійних на-

прямків в оберненому просторі із використанням експерименталь-
них значень (при T  298 К): С11  440,8 ГПа, С12  172,4 ГПа, С44  

 121,7 ГПа [40], а  3,1475 Å [41], L
v
  0,033 [39], ωH  5,52 ТГц, 

ωP  6,49 ТГц, ωLN  8,14 ТГц, 
1T

5,73
N

   ТГц, 
2T

4,56
N

   ТГц [42], 

М  159,3110
27

 кг для Mo; С11  246,5 ГПа, С12  134,5 ГПа, С44  

 28,73 ГПа [40], а  3,3063 Å [43], L
v
  0,0946 [39], ωH  6,49 ТГц, 

ωP  5,03 ТГц, ωLN  5,66 ТГц, 
1T

3,93
N

   ТГц, 
2T

5,07
N

   ТГц [42], 

М  154,2710
27

 кг для Nb; С11  512,57 ГПа, С12  205,82 ГПа, С44  

 152,67 ГПа [40], а  3,1649 Å [44], L
v
  0,067 [39], ωH  5,5 ТГц, 

ωP  5,5 ТГц, ωLN  6,75 ТГц, 
1T

4,4
N

   ТГц, 
2T

4,15
N

   ТГц [42], 

 
а 

 
б 

Рис. 2. Дисперсія залежности Фур’є-компоненти ( )V  k
 енергій «дефор-

маційної» взаємодії (в основних високосиметрійних напрямках обернено-
го простору, зокрема, у високосиметрійних точках Г, H, N, P першої BZ): 
(а) точкових дефектів заміщення у ОЦК-Mo (зведена 

2( ) / ( )V L k ), (б) 

зокрема вакансій з концентраційним коефіцієнтом дилятації ґратниці че-
рез них L

v
  0,033 [39];  – 

2( ) / ( )V L 0
 (а), ( )

vvV 0
 (б). 

Fig. 2. Dispersion of dependence of Fourier components of energy of ‘strain-
induced’ interaction (along the main high-symmetry directions of reciprocal 
space, particularly, in high-symmetry points Г, H, N, P of first BZ) for: (a) 

the substitutional point defects in b.c.c. Mo (reduced 
2( ) / ( )V L k ), (b) in 

particular, vacancies with concentration coefficient of dilatation of lattice 

due to them L
v  0.033 [39];–

2( ) / ( )V L 0 (a), ( )
vvV 0 (b).
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М  305,2710
27

 кг для W. 
 Таким чином, для граничних значень Фур’є-компонент 

 ( )vvV k  у 

високосиметрійних напрямках з точок високої симетрії на поверхні 
BZ у її центер (вздовж яких, як правило, й відбувається вибудову-
вання модульованих структур) маємо, наприклад: 

 
2 2

20

11

9 ( )
( ) ( ) ,

H

v
vv vv vv

H

K L
V k Q

C



    

k
k 0 n B  (15) 

 
2 2

20

11 11 12

18 ( ) (2 )
( ) ( ) ,

4 ( )N

v
vv vv vv

N

K L
V k Q

C C C


  
    

  k
k 0 n B  (16) 

 2 2 2

20

2

11 11 12 11 12 44

( )

27 ( ) (3 )
( ) .

27 9 ( ) ( 2 )

P

vv

v
vv vv

P

V

K L
k Q

C C C C C C





 

  
   

      

k
k 0

n



B
 (17) 

 Фур’є-компонента 
 ( )vvV k  енергій «деформаційної» взаємодії ва-

кансій має найглибший однобічний локальний мінімум з напрямку 

[111], але навіть в ньому    ( ) ( )vv vv

P
V V

k
k 0 0 , тобто граничне 

 
а 

 
б 

Рис. 3. Те ж, що на рис. 2, але для: (а) точкових дефектів заміщення у 

ОЦК-Nb (зведена 
2( ) / ( )V L k ), (б) зокрема вакансій з концентраційним 

коефіцієнтом дилятації ґратниці через них Lv
  0,0946 [39];  – 

2( ) / ( )V L 0
 (а), ( )

vvV 0
 (б). 

Fig. 3. The same as in Fig. 2, but for: (a) the substitutional point defects in 

b.c.c. Nb (reduced 
2( ) / ( )V L k ), (b) in particular, for vacancies with concen-

tration coefficient of dilatation of lattice due to them L
v
  0.0946 [39];  – 

2( ) / ( )V L 0 (a), ( )
vvV 0

 (b).
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значення Фур’є-компоненти   ( )
P

vvV
k

k 0  (з напрямку [111]) є мі-

німальним, але більшим, аніж у самій точці k  0 (саме через дале-
косяжність пружньої взаємодії вакансій). У випадку позитивного 

параметра анізотропії  граничне значення   ( )
N

vvV
k

k 0  з напря-

мку [110] є дещо більшим, аніж з напрямку [111]. Отже, викону-
ються наступні нерівності, що засвідчують неаналітичність і анізо-
тропію «деформаційної» взаємодії вакансій: 

( ) ( ) ( ) ( )

0 ( ) ( ) ( );

P N H

vv vv vv vv

vv vv vv

H N P

V V V V

V V V

        

   
k k k

0 k 0 k 0 k 0

k k k

   

  
 

останні ж рівності є слушними саме в наближенні (10) (див. також 

рис. 2—4). 
 Одержана інформація про Фур’є-компоненти 

 ( )vvV k  енергій «де-
формаційної» взаємодії вакансій (рис. 2—4) уможливлює розкрити 

особливості та проаналізувати загальні закономірності цієї взаємо-
дії, яка, поряд з іншими внесками, відповідає за (пере)розподіл ва-
кансій. 

 
а 

 
б 

Рис. 4. Те ж, що на рис. 2, але для: (а) точкових дефектів заміщення у 

ОЦК-W (зведена 
2( ) / ( )V L k ), (б) зокрема вакансій з коефіцієнтом кон-

центраційної дилятації ґратниці через них Lv
  0,067 [39];  – 

2( ) / ( )V L 0
 (а), ( )

vvV 0
 (б). 

Fig. 4. The same as in Fig. 2, but for: (a) the substitutional point defects in 

b.c.c. W (reduced 
2( ) / ( )V L k ), (b) in particular, for vacancies with concen-

tration coefficient of dilatation of lattice due to them L
v
  0.067 [39];  – 

2( ) / ( )V L 0 (a), ( )
vvV 0

 (b).
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 У формулі (2)  vv
el.chem ( )k  – Фур’є-компонента енергій (прямої) 

«електрохемічної» v—v-взаємодії. Дисперсійні криві для [22] 

el.chem I
( ) 8 ( ) cos cos cos

2 2 2

yvv vv x z
akak ak

r
           

    
k  

II
2 ( ) cos( ) cos( ) cos( )

vv

x y z
r ak ak ak        

III
4 ( ) cos( ) cos( ) cos( ) cos( ) cos( ) cos( )

vv

x y x z y z
r ak ak ak ak ak ak        

            
     

IV

3
8 ( ) cos cos cos

2 2 2

yvv x z
akak ak

r  

           
    

3
cos cos cos

2 2 2

y x z
ak ak ak

 

V

3
cos cos cos 8 ( ) cos( ) cos( ) cos( )

2 2 2

y vvz x
x y z

akak ak
r ak ak ak

          
     

 

уздовж усіх високосиметрійних напрямків всередині першої BZ 

представлено на рис. 5—7; vv(rI), vv(rII), …, vv(rV), … – значення 

 

Рис. 5. Дисперсійні криві Фур’є-компоненти енергій «електрохемічної» 

взаємодії вакансій уздовж усіх високосиметрійних напрямків у обернено-
му просторі, яких побудовано з використанням Маклінового потенціялу 

[45] для кристалу ОЦК-Mo (тобто за енергії когезії у 6,83 еВ/атом [46]). 

Fig. 5. Dispersion curves of Fourier components of energy of ‘electrochemi-
cal’ interaction of vacancies along all high-symmetry directions in reciprocal 
space, which are plotted using Machlin potential [45] for b.c.c.-Mo crystal 
(i.e., at cohesion energy of 6.83 eV/atom [46]). 
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енергій ефективної ізотропної «електрохемічної» v—v-взаємодії в 

справжніх першій, другій, …, п’ятій, … вузлових координаційних 

сферах. 
 В підході, розробленому авторами [47—51] для прямої (в основно-
му когезійної за природою) «електрохемічної» взаємодії вакансій у 

 

Рис. 6. Те ж, що й на рис.5, але для кристалу ОЦК-Nb (тобто за енергії ко-
гезії у 7,5 еВ/атом [46]). 

Fig. 6. The same as in Fig. 5, but for b.c.c.-Nb crystal (i.e., at cohesion energy 

of 7.5 eV/atom [46]). 

 

Рис. 7. Те ж, що на рис.5, але для кристалу ОЦК-W (тобто за енергії когезії 
у 8,67 еВ/атом [46]). 

Fig. 7. The same as in Fig. 5, but for b.c.c.-W crystal (i.e., at cohesion energy 

of 8.67 eV/atom [46]). 
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кубічному кристалі (для якого взагалі-то й     
el.chem el.chem

( ) ( )vv vvk k ), у 

довгохвильовому наближенні [22, 49] в околі k  0 маємо наступне 

розвинення в Тейлорів ряд за степенями k
2: 

       2

el.chem el.chem 0
( ) ( )vv vv vvkk 0 , 

де 



   

          




I II

el.chem el.chem

{ , ,...}

I II III IV V

( ) ( )

8 ( ) 6 ( ) 12 ( ) 24 ( ) 8 ( ) ,

vv vv

vv vv vv vv vvr r r r r

r r r

0 r
 

2

0 I II III IV V
{ ( ) ( ) 4 ( ) 11 ( ) 4 ( ) }.

vv vv vv vv vv vva r r r r r              

 На рисунку 8 зображено залежність центральносиметричного 

потенціялу vv
el.chem ( )r  такої «електрохемічної» взаємодії v—v у ОЦК-

кристалі від зведеної міжвакансійної віддалі r/a із врахуванням 

взаємодії у 5-х координаційних сферах по вузлах. 

3. ВИСНОВКИ 

Із застосуванням напівфеноменологічної мікроскопічної методи 

статики ґратниці Мацубари—Канзакі—Кривоглаза розраховано та 

проаналізовано залежність Фур’є-компонент ( )vvV k
 енергій «дефо-

 

Рис. 8. Залежність енергії «електрохемічної» v—v-взаємодії в ОЦК-
кристалах Mo, Nb, W (тобто за Макліновим потенціялом [45]) від зведеної 
віддалі r(298 К)/a(298 К) між вакансіями у вузлах. 

Fig. 8. ‘Electrochemical’ v—v-interaction dependence on the reduced distance 

r(298 K)/a(298 K) between vacancies at lattice sites in b.c.c. crystals of Mo, 

Nb, W (i.e., using Machlin potential [45]).
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рмаційної» взаємодії вакансій у їх «твердому розчині заміщення» 

на основі ОЦК-кристалу (на прикладі ОЦК-Mo, Nb, W) від квазих-
вильових векторів k з першої Бріллюенової зони його оберненого 

простору (для цього використано експериментальні дані про модулі 
пружности, поздовжню та поперечні частоти у високосиметрійних 

точках H, P, N поверхні зони. 

 Встановлено, що функція ( )
vvV k

 є взагалі-то неаналітичною в 

точці k  0, маючи в ній розрив першого роду: 


 lim ( ) ( )vv vvV V
k 0

k 0 , 

що є наслідком далекосяжности «деформаційної» взаємодії вакан-
сій у кристалі. 
 Продемонстровано, що у наближенні короткосяжної ефективної 
взаємодії вакансії з її найближчим атомовим оточенням (на першій 

координаційній сфері) модуль кута нахилу дисперсійної кривої 
Фур’є-компонент ( )vvV k

 енергій «деформаційної» міжвакансійної 
взаємодії з наближанням до центру зони має спадний характер. 
 Дисперсійна крива (рис. 2) Фур’є-компонент ( )vvV k

 енергій «де-
формаційної» взаємодії вакансій у ґратниці зберігає залежність від 

напрямку n  k/k вектора k навіть для дуже малих k (0  ka  2): 

ажень поблизу точки k  0 ізоенергетична поверхня для Фур’є-
компонент (далекосяжної) «деформаційної» взаємодії вакансій у 

ОЦК-кристалі не є сферою, що підтверджує анізотропію «деформа-
ційної» взаємодії між вакансіями [20, 21, 52—55]. 
 Саме внаслідок анізотропії пружніх властивостей і структури 

ОЦК-кристалу маємо різні граничні значення ( )vvV k
 з різних на-

прямків: 

        ( ) ( ) ( )vv vv vv

H N P
V V Vk 0 k 0 k 0 . 

 Неоднозначні (локально мінімальні) граничні значення ( )vvV k
 

при k  0 не співпадають із (іще меншим) значенням ( )vvV 0 , тобто 

саме через далекосяжність «деформаційної» взаємодії функція 

( )vvV k
 є взагалі неаналітичною в точці k  0, оскільки має в ній роз-

рив першого роду (рис. 2—4) [52—55]. 
 Як зазначалося, непряма «деформаційна» взаємодія – не єди-
ний внесок у взаємодію точкових дефектів, зокрема, вакансій; вона 

доповнюється «прямою» «електрохемічною» взаємодією. 
 Видно, що модулі енергій «електрохемічної» v—v-взаємодії зме-

ншуються зі збільшенням віддалі rn (монотонно для n II). Саме до-

статньо різким спаданням абсолютних величин  vv
el.chem r  зі збі-

льшенням віддалі між вакансіями (тобто «короткосяжним» харак-

тером «електрохемічної» взаємодії v—v; рис. 8) забезпечується ана-

літичність функції  vv
el.chem ( )k  в околі k  0 (рис. 5—7), тоді як енергія 

(непрямої) «деформаційної» (чи то пружньої) за природою v—v-
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взаємодії має істотно далекосяжніший (та анізотропний і «квазиос-
цилівний») характер, що спричиняє неаналітичність (розрив 

першого роду) функції ( )vvV k
 в точці k  0: 


 vv vvV Vlim ( ) ( )

k 0
k 0 . Але, 

незважаючи на далекосяжність «деформаційної» взаємодії вакан-
сій, абсолютні значення її енергій є значно меншими, аніж модулі 
енергій «електрохемічної» взаємодії вакансій, і тому найістотні-
шим внеском в енергію взаємодії між вакансіями в ОЦК-Mo, Nb, W 

є енергія саме їхньої «електрохемічної» взаємодії. 
 Через те, що Маклінів потенціял [45], наприклад для ОЦК-Mo 

MoMo 4 8

MoMo MoMo
( )r A r B r      (в термінах його параметра а0 ґратни-

ці, енергії когезії 0
 і ґратницевих сум S4  22,63872, S8  10,3552, за 

якими 
  0 4 1

MoMo 0 4
9 4A a S , 

  0 8 1

MoMo 0 8
81 128B a S  (дані про а0 

ОЦК-кристалів молібдену, ніобію та вольфраму при T  0 К див. у 

[56, 57], а щодо енергій когезії ε0
 – у [46])) все ж таки простягається 

значно за межі першої вузлової координаційної сфери (з радіюсом 

I
3 2r a ), стається посутнє переладнання відповідної залежности 

   MoMo

el.chem
( ) ( )vv k k  (та й 

NbNb

el.chem
( ) ( )vv  k k   і 

WW

el.chem
( ) ( )vv  k k  ), 

що робить її (хоча б локально) екстремальною не лише в точках ви-

сокої симетрії на поверхні, але й усередині першої BZ. Гіпотетично 

таке відповідає урізноманітненню довгохвильових (модульованих) 

структур у просторовому розподілі вакансійної підсистеми, які мо-
гли б утворитися в ОЦК-кристалі за сприятливих умов. 
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