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Abstract. In the paper non-stationary processes of admixture mass transfer are 

studied in two-phase regular structures with taking into account periodical character of 
advective phenomena and decaying migrating substance. The solution of the contact 
initial boundary-value problem of advection-diffusion of decaying particles at the non-
ideal contact conditions for concentration is constructed using applicable integral 
transformations over space variables separately in the contacting domains. The 
relation between these integral transforms is found by using non-ideal contact 
conditions. Simulation is carried out for migration of strontium-90 and cesium-137 in 
a kaolin layer. 
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	�����!". � 	�%��! ��"�!�&��� ��"��'!���	�! #	�'�"� ��"�#�	���"���� 

���!(����) 	������� 
 ���*�+��$ 	��
��	��$ "�	
��
	�$ + 
	�$
������ 
#�	!�������� $�	����	
 �����������$ ���/ �� 	�+#��
 �!�	
���) 	�������. 
<�+�’�+�� ���������-�	�=���) +����! �����������) ��*
+!) 	�+#����$ ��"����� +� 
��!�������$ 
��� �������
 �� *
��'!� ���'���	�'!) #�%
������= + 
����	�"������ 	!+��$ !����	�����$ #�	����	��� +� #	�"��	����� +�!����� 
��	��� � �������
���$ �%��"��$. >�’�+�� �!& '��� !����	������� 
#�	����	������ +��=����= + ����	�"������ ��!�������$ ���������$ 
���. 
���#’���	�� ����������� #	������� ��� �!�	�'!) "�	��'!�-90 �� '�+!�-137 � 
(�	! ����!�
. 

 
�#$%�&! '#�&�: ��*
+!�, ������'!�, 	�+#���� ���!(���� 	�������, 

#�	!������ "�	
��
	�, #��!� ��"�, #���� #	��	�� 
 
�'�(). � 	�+
�����! ��$�������) �!�����"�! ������ � ����
��� 

"�	�����/� #��	�#��? ������ �!���!"�� ��%�+#����$ 	������ �� "#��
�. � 
��"�!��� ���	!= �� ������$ ������	�"���'!�$ ����!��� +�%	
����� 
	��!��
��!���� +! +������� #�	!����� #!�	�+#��
. @����"���� ��"#�
���'!� 
+�������$ 	�"
	"!� 
 "!��"�����"#���	"����
 ��	�%��'��! #	�+������ �� 
����#������ � #	�#���	$����$ (�	�$ >���! #�"��'��!�, �!�	��!�, �!�	��!� �� 
)$�!$ "#��
�, � ����& #	��������� '�$ 	������ 
 �	
����! ����. � ����$ 
��#����$ ��� #	�=����� ���������$ 
#	���!�"���$ 	!(��� /��� +��(��-
�&���� ���������$ ������!� ���%$!��� �'!��� +�����"�! #	�	����$ ����	!�-
�!� 
�	��
���� 	��!�������! �������� �� !�(! ��%�+#���! "#��
�� � +��! 
+�%	
������, ��+������ +������!	��"�! )$����� #�(�	���� � ����	�����
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*!+���-$!�!����
 "�	�����/! (+����, B	
���, #���	$���! �� #!�+���! ����, 
�
��, +���"!, ��	�+��! ��/�). �	����+�! 	�+	�$
��� �� �!�#��!��! �'!��� 
#�(�	���� +�%	
����� 
 �	
���$ %�+
���"� �� �����������$ ������$ ��"�-
#�	���"����, ��! #�����! + ��"������� #������� �	�$��
���� "�����
 ����-
��	!��
 "�	
��
	
 "�	�����/� [1], �����!"�� 	!+��$ (��$!� ��*
+!) ��"����� 
[2], ��&���!"�� ������������� #�	���"���� ���!(�� (��#	�����, #	�'�" 
*!���	�'!) ����"*�	��$ �#��!� �	!+� #	�*!�� B	
��
) [3].  


�� �!���!"���� �#�"
 ��*
+!) ���!(����$ 	������ 
 ���*�+��$ "�	���-
��/�$ #�	!������) "�	
��
	� + 
	�$
������ �����!� ������������� #�	���-
"���� 	������� � #	�'�$ [4-6] 	�+������= ����� #�%
���� �����$ ����!���-
��$ 	�+�’�+�!� �!�#��!���$ ���������-�	�=���$ +���� ��"�#�	���"
, ���= 
 
���!= 	�%��! +�"��"��
?��"� ��� #�%
���� 	�+�’�+�!� +���� ��"��'!���	��) 
�����������) ��*
+!) � 	��
��	��$ "�	
��
	�$ + 
	�$
������ 	�+#��
 �!�	
-
���) 	������� �� ���#’���	���� ����������� #�(�	���� ����$ 	��!��
�-
�!�!� �� "�	��'!=-90 ! '�+!=-137 � ����!�!. 

�*’+,� �)/'( �� )�'����&,� 0�1�%!. �!�	�'!� +�%	
����� (��#
 ��&��$ 
�����!�, +��	���, 	��!��
��!�!� (� �.�. 90Sr ! 137Cs), �!�	����$ "#��
�, #�"��'�-
�!�) � +����&����
 B	
��! #�	���&�� +
������� ��*
+!?� 
 �����$ 	�+����$ 
�� ���	�"��#!���� 	
$�� #	�#���	$����$ ! B	
�����$ ��� [7-9]. ������?�� 
"�	
��
	
 B	
��
 �� "
�
#�!"�� �!��	�����$ �����	�"���!�, ��! 
���	���� 
#�	�"��= "����� [1, 2], ! 	�+�!���! ������� �������� (������� #�	��!/���� 
+�%	
������$ ��"����� (	�". 1). 

 
<�".1. E�	����	�� "�	
��
	� *!+���� ������ �������� B	
��
: 1 - �����= #�	���= 

	�+���; 2 – ��"�	%����! �� "�����! B	
��
 (�	� ����; 3 – "����� B	
��
 
 

F�/� ���*�+��= ����	!�� ��&�� 	�+������� �� "�	
��
	
 + ������	���� 
#	��!������ �����������, �� 	�����
 ���#�	�������
 "�	
��
	
 +��!����� 
	��
��	��� "�	
��
	��, ��� ��? #���
 #�	!�����!"�� +� #	�"��	����� 
���	�������� [10]. G��! ���%$!��� +��$����� 	�+�’�+�� +����! ��� ���!������ 
�������� �!��, ���= �!"���� ���� �%� ���!���� ��������. 

G��
 "�	
��
	
 B	
��
 	�+�����?�� �� (�	 ���/��� 0x , ���= "���-
��?��"� + #�	!������ 	�+��(�����$ #	�(�	�!� ���$ ��#!� (	�".2�), � ���$ 
��*
��
��� ���!(���! ��"�����: #	�(�	�
 + �	��!��'!=�� 	
$���� #�	���� 
	�+����� �� #���!=��$ �����	����$ (�	!�, �!'��+�’�+���$ + #���	$��� �!��-
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	������� "������ [2, 9]. � �%��"�! �����!� #�	����� 	�+���
 ���! ��"����� 
����� ���*!'!?�� ��*
+!) +����� %!��(�=, �!& 
 #	�#���	$����$ (�	�$, � 
����& #�	��!/����"� �����������. ���!��?�� *!+���� 	�#	�+���������= 
������� �!�� (	�".2b), ��� ����� #	�=��?��, /� �%��"�� �����
 	!���) *�+� + 
���*!'!?���� ��*
+!) 1D  ��? (�	��
 L2 , � �%��"�� ���	��) *�+� + ���*!'!?�-
��� 2D  - l2 , �	!� '���� � �%��"��$ + ���*!'!?���� ��*
+!) 1D  ��"�#�	���" 
�!�%
��?��"� +� �����������-��*
+!=���� ��$��!+��� +! (����!"�� ������-
������� #�	���"���� v , ��� ���&�?��"� �!����� ! "�����. 

 
<�".2. <��
��	�� "�	
��
	� �!��, � ����
 �!�	
? ���!(���� 	������� (	�".�), �� 

���!����= ������� ����) "�	
��
	� (	�".b) 
 

� ��"��'!���	���
 ��#���
 ���'���	�'!� 	�+#����) ���!(�� ),,(1 tyxc  � 
�%��"�! [;0][;0] 01 Lx ���  ��+����?��"� + 	!������ �����������) ��*
+!)  
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�� �  - ���*!'!?�� !����"����"�! 	�+#��
 �!�	
���) 	������� ["-1]. 
� �%��"�! ];[];0[ 02 lLLx ����  ���'���	�'!� 	�+#����$ ��"����� 

),,(2 tyxc  +���������? 	!������ ��*
+!) 
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� ,    2),( ��yx . (2) 

���&�?��, /� 
 #��������= ������ ��"
 � �!�! �!�"
��� ���!(���� 	�������: 
 0),,(),,( 0201 ��

�� tt tyxctyxc , (3) 

� ���! �� �	���'! 0�x  #!��	��
���"� "���! +������� ���'���	�'!=, �� 
��&�!= �	���'! �!�� ���'���	�'!) ��	!������ �
��: 
 const),,( )1(

001 ��
�

ctyxc x , const),,( )2(
002 ��

�
ctyxc x ,  

 0),,(),,(
00

21 ��
�� xxxx tyxctyxc . (4) 

�� %!���$ #���	$��$ ���!������ �������� 0�y , lLy ��  �
�� ��	!�-
����� ��	�+�������! "������! #����
, ��%�� 



117 

 0),,(

0

1 �
�

�

�yy
tyxc ,     0),(2 �

�
�

�� lLyy
yxc . (5) 

�� �	���'! �������
 Ly �  +���?�� 
���� ��!��������� �������
 ��� 
*
��'!) ���'���	�'!) 
 ������! [11]: 

 LyLy tyxctyxc
��

��� ),,(),,( 2211 ,  
LyLy y

tyxcD
y

tyxcD
�� �

�
�

�
� ),,(),,( 2

2
1

1 ,(6) 

�� 1�  ! 2�  ( 21 ��� ) - ���*!'!?��� ���'���	�'!=��) +���&��"�! $!�!����� 
#����'!��
. 

<�+�’�+�� ���������-�	�=���) +����! ��"�#�	���"���� (1)-(6) (
��?�� + 
��#������ !����	�����$ #�	����	��� +� #	�"��	����� +�!����� ��	��� � 
�������
���$ �%��"��$ [4-6]. 
�� '���� ���+������ *
��'!) yc �� 1  �� 

�	���'! �%��"�! 1�  ! yc �� 2  �� �	���'! 2� , �	�$��
��� �	
�
 ��������
 

���
 (6). ���� �+����?, /� �� �	���'! �������
 Ly �  ��"��! #����� 	!��! 
�!& "�%�� !, � "��� ��	�
, ��	!������ ����!= *
��'!) ),( txg , ��%��  

 ),(),,(),,( 2
2

1
1 txg

y
tyxcD

y
tyxcD

LyLy

�
�

�
�

�
�

��

. (7) 

G�#�	 ��&��� �������� "�!�����! !����	����! cos-#�	����	���� ��	��� 
� �������
���$ �%��"��$. >� +�!���� y  � �%��"�! 1�  +�"��"
?�� "�!������ 
!����	����� cos-#�	����	���� H
	’? [12] 

 � �dyyytyxctkxc k

L

cos),,(),,(~

0
11 �� , (8) 
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�

�

��
1

111 )cos(),,(~2),0,(~1),,(
k

k yytkxc
L

txc
L

tyxc , (9) 

�� Lkyk �� . >� +�!���� x  +�"��"
?�� ���� !����	����� #�	����	���� [13] 

 � ��
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0
11 )sin(),,(~),,(

x

n
xv dxxxetkxctknc D , (10) 

 )sin(),,(2),,(~
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1 xxtknce
x

tkxc n
n

xvD �
�

�

� , (11) 

�� 12DvvD � , 0xnxn �� . 
�� *
��'!) ),( txg  �!�#��!��� ��?�� 

 � ��
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0

)sin(),()(~
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n
xv

n dxxxetxgtg D , (12) 
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 )sin()(~),(
1

xxtgetxg n
n

n
xvD �

�

�

� . (13) 

� 	�+
�����! �	�=��� +����� � �%��"�! 1�  � +�%	�&����$ +������"� �� 
+����=���� ��*�	��'!������� 	!������ 

 � � )(~)1()( )1(
011

222
1

1 tgxcaDcyxvD
dt
cd

n
k

nkknD ���������  (14) 

+ #��������� 
����� 
 0),,( 01 �

�ttknc . (15) 

G
� 
�
�
�

�
�

�
...,2,1,0

0,
k
kL

ak . 

<�+�’�+�� +����! (14)-(15) +��$����� 
 ������! [14]: 

� �� � � � � �� �� ����� ����������
t

tvyxD
n

k
nk

tvyxD tdetgxcaDetknc DknDkn

0

)1(
011

222
1

222
1 )(~)1(),,( .(16) 

� �%��"�! 2�  +� +�!���� y  +�"��"
?�� cos -#�	����	���� H
	’? !+ 
+"
��� [2] 

 � ��
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��
lL

L
j dyLyytyxctjxc )(cos),,(),,(~

22 , (17) 
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�

�

���
1

222 ))(cos(),,(~2),0,(~1),,(
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j Lyytjxc
l

txc
l

tyxc , (18) 

�� ljy j �� . >� +�!���� x  +�"��"
?�� "�!������ !����	����� sin-#�	����-
	���� H
	’? [12] 

 �
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lL
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m dxxxtjxctjmc )sin(),,(~),,( 22 , (19) 
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sin),,(2),,(~
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�� , (20) 

�� 0xmxm �� . 
�� *
��'!) ),( txg  sin-#�	����	���� H
	’? ��? ������ 

 dxxxtxgtg
x

mm )sin(),()(~
0

0
�� , (21) 
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�
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sin~2),(
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mm xxg
x
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G��! � +�%	�&����$ ��	���?�� +����=�� ��*�	��'!����� 	!������ 
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 � � )(~)( )2(
022

22
2

2 tgxcaDcyxD
dt
cd

mmjjm �������  (23) 

+ #��������� 
����� 
 0),,( 02 �

�ttjmc , (24) 

�� 
�
�
�

�
�

�
...,2,1,0

0,
j

jl
a j . >�!��� +��$����� 

 � �� � � � � �� �� ���� ��������
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2 )(~),,( . (25) 

>�+������, /� �� �!��!�
 �!� "��'!���	���� ��#���
, �� � +�%	�&����$ 
��	��
����"� ����%	�)��! 	!������, �
� ���	&��� ��*�	��'!����! 	!������. 

� ��	�+�$ (18) ! (25) +���(���"� ���!������ *
��'!) )'(~ tgn  ! )'(~ tgm . �! 
*
��'!) (
��?�� + #�	(�) ���������) 
���� (6) "�	�%�� *
��'!) ���'���	�'!) 
�� �	���'! 	�+�!�
 �%��"��= 1�  �� 2� . 
�� '���� �����
?�� �!�#��!��! 
�%�	���! !����	����! #�	����	���� ! ��	����! ��	�+� #!�"�����?�� � #�	(
 

���
 (6). � 	�+
�����! ��	��
?�� ���� !����	����� 	!������: 
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�	!� '���� #��	!%�� +��=�� +�’�+�� �!& *
��'!��� )'(~ tgn  ! )'(~ tgm . 
�������"�, /� �	�$
����� � �����! 	�+#��
 �!�	
���) 	������� �� ����= 
+�’�+�� �� �#����?. K�&� ��?�� [6] 
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� ������ 'exp' 22
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2, ttxvDxDttE nDmmn , � �x,0 +*  – ��!#����� ����-

*
��'!� [15], � �
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>�
��&���, /� !����	����� 	!������ (26) ��? ��?����= 	�+�’�+��, 

�"�!����, +��	���, !"�
��� ���! *
��'!) � � 0' �tF , /� � � 0''
0

�� dttF
t

. � ��= &� 

��" 	�+�’�+�� ��$!���) +����! ? ?����� ��+���&�� �!� ��%�	
 "#�"�%
 
	�+�’�+���� !����	������� 	!������ (26), �"�!���� )'(~ tgn  ! )'(~ tgm � 	�+�’�+��$ 

),,(1 tyxc  ! ),,(2 tyxc  *!�
	
��� �!���� #!� +����� !����	��� +� +�!���� 't . 
G���& +�+������, /� ��	�+ (29) �� �!"���� ���*!'!?��� !����"����"�! 
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	�+#��
 ���!(�� � . G��!, �	�$��
��� *�	�
�� (13) ! (22), *
��'!� ),( txg  
����& �� +���&��� �!� � , ��%�� 	�+#�� �!�	
���) 	������� �� �#����? �� 
!����"���!"�� #����
 ��	�+ �	���'� �������
 �%��"��= 1�  ! 2�  (��"��%�!� 
�!& �������
����� �%��"����). � ��= &� ��" !����	����! ������� *�	�
� ��� 
���'���	�'!) (30) ! (31), ��! �	�$��
��� ��"��%�!� �!& *�+���, 
��"#����'!����� +���&��� �!� ���*!'!?��� !����"����"�! 	�+#��
 	�������. 

��2)’$�34�3 2�13#$&���" 2!54��!6 4�1!��(,#!1!& & ,��#!�!. �� �"��-
�! ��	�����$ *�	�
� (30), (31) ��"�!���� #�(�	���� +�%	
������ � (�	! 
����!�
. > �!��	��
	��$ �&�	�� �!���� [2, 3, 7, 8], /� 	��!�������! ��"����� 
#�	�%
����� 
 B	
������
 	�+���! �� � (�	�$ ����, �!'��+�’�+���$ + #���	$-
��� �!��	������� "������. � �%��"�! #�	����� 	�+���
 ���! ��"����� ����� 
���*!'!?�� ��*
+!) +����� %!��(�=, �!& � ��"�	%�����$ (�	�$, � ����& 
#�	��!/����"� �����������. >� ������ 	�%!� [2, 7] ��� ����!�
 ���*!'!?�� 
��*
+!) 90Sr � �!'�� +�’�+���$ +! "������� (�	�$ ���� ? 17

2 109 �,�SrD �2/", � 

��� 137Cs - 16
2 103 �,�CsD �2/". ���*!'!?�� ��*
+!) 90Sr � #�	����
 	�+���! 

((�����= (��$ #�	��!/����) �'!��?��"� SrD2
SrD1)08.0003.0( -� , #	� '���
 

���*!'!?�� ��*
+!) 137Cs 
 �	� 	�+� %!��(�= �!�#��!����� ���*!'!?��� ��*
+!) 
90Sr. 
�� ����) +����! #	�=���� 15

1 1012.1 �,�SrD �2/" ! 15
1 1035.3 �,�CsD �2/". 

���*!'!?�� ������������� #�	���"���� +���&�� �!� ��!�������$ 	�&��!� 
+�!��?��"� � ��&�$ 9105.30 �,- �/". G
� 	�+��������"� ��� ��#����, � ���$ 
(����!"�� ������������� #�	���"���� �!�	!+��?��"� �� #�	���� 11103.7 �,�v
�/" ! 9103.7 �,�v �/". �	�$��
���, /� #�	!�� #!�	�+#��
 ��� 90Sr 28.8 	��
, 
��� 137Cs – 30.17 	��
, ���*!'!?��� !����"����"�! 	�+#��
 90Sr 9101,1 �,�� "-1, 
137Cs 81004,1 �,�� "-1. G��/��� #	�#���	$������ (�	
 >���!, � ����
 �!�	
? 
+�%	
������ 	�������, 30 �x �, � ���/��� �����$ �����!� ������������� 

#�	��!/���� ��"����� ? 3102 ��L �.  
M�"���! 	�+	�$
��� #	�������"� 
 %�+	�+�!	��$ +�!���$ [4] kt�. , 
� � xDk 21

1�/ , � � yDk 21
1�0 , �� k  - ���*!'!?��, ���= ��? 	�+�!	�!"�� ["-1]. 

G��! %�+	�+�!	�! (�����"�! ������������� #�	���"���� ! �!���(���� ���*!-

'!?��!� ��*
+!) ��%
����� +������: 05.0�v�  ! 005.0�v� , �� SrSr DDd
9090

12  

=0.08, �� CsCs DDd
137137

12 0.09. �!���(���� ���*!'!?��!� 21 ��  ��+������"� 
+! +������ ���*!'!?��!� "�	%'!)-��"�	%'!)  [13]: ��� 90Sr 21 �� =0.4, ��� 137Cs 

21 �� =0.5. G���& #	�=����, /� �� #���	$�! )0(
1

)0(
2 cc =1.2. �� �+����?, /� + 

#���	$�! �	
��
 � ����! ������ #��	�#��? 45% #���	$������ +�%	
������, � � 
"�	%����
 ���
 – 55%.  
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a 
 

 
b 

<�".3. �	�"��	��! 	�+#��!�� *
��'!= ���'���	�'!) ���!(�� )0(
1cc j  ! 	!��! 

��������$ ���'���	�'!= 90Sr ��� ����$ (	�".a) ! ������$ (	�".b) (�����"��= 
������������� #�	���"���� #	� )0(

1
)0(

2 cc =1.2 

 
>�+������, /� 
 ��#���
 ����!�
 ��� ������$ (�����"��= 

������������� #�	���"���� 	��!��
��!�� #	������� �� ����#��
���"� 
 
������$ (������� #�	��!/���� ��"����� (	�".3b ! 4b), #	� '���
 	�+#��!� 
���'���	�'!) 90Sr � �����	�"����$ ? %��&��� �� �!�!=����. 
�� ����$ 
(�����"��= ������������� #�	���"���� "
��	�� ���'���	�'!� 	��!��
��!�!� 
? %!��(�� � 
"!= �%��"�! �!�� ! +����� %!��(�� � ����! #���	$�!, �� �!? 
�&�	��� ��"� (	�".3� ! 4�), #	����
 90Sr ��&� � ��+���$ �!����"��$ 
����#��
����"� � ��"�	%�����$ (�	�$ ���� (	�".3�). � ��#���
 
!����"���!(��� +���
 90Sr + #���	$�! B	
��
 � ����! ������ "#�"��	!��?��"� 
+����� #	�#���	$���� ( 51 -10 "�) ����#������ 	��!��
��!�� � ��"�	%����!= 
�� �����	�"����$ B	
��
 ���! +� 	�$
��� "�	%'!=��$ #	�'�"!�. � ��= &� ��" 
��� �!�	�'!) 137Cs � ����!�! ���'���	�'!� 	��!��
��!�� +%!��(
?��"� �� ����!= 
�!����! �!� #���	$�! �	
��
 (
 #	��!&�
 30-50 "� �!� #���	$�!). 
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<�".4. �	�"��	��! 	�+#��!�� *
��'!= ���'���	�'!) ���!(�� )0(
1cc j  ! 	!��! 

��������$ ���'���	�'!= 137Cs ��� ����$ (	�".a) ! ������$ (	�".b) (�����"��= 

������������� #�	���"���� #	� )0(
1

)0(
2 cc =1.2 

 
�/'��&,/. G���� �����, 	�+����
�� ��"��'!���	�! #	�'�"� ��*
+!) 

���!(����) 	������� 
 ���*�+��$ 	��
��	��$ "�	
��
	�$ + 
	�$
������ 
#�	!�������� $�	����	
 �����������$ ���/ �� 	�+#��
 �!�	
���) 	�������. 
�	�=��� +����� �����������) *!+��� "*�	�
������� +� ��!�������$ 
��� 
�������
 �� *
��'!� ���'���	�'!). <�+�’�+�� +����! �����������) ��*
+!) 
	�+#����$ ��"����� #�%
������= + ����	�"������ 	!+��$ !����	�����$ 
#�	����	��� +� #	�"��	����� +�!����� ��	��� � �������
���$ �%��"��$. 
>�’�+�� �!& '��� !����	������� #�	����	������ +��=����= + ����	�"������ 
���������$ 
���, ��	����� !����	����� 	!������ ������		� #�	(��� 	��
 
��� +��$��&���� #����
 ��"� �� �	���'! �������
. ����+���, /� 	�+#�� �!�-
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���) 	������� �� �#����? �� !����"���!"�� #����
 ��	�+ �	���'� �������
 
�%��"��=, + ���$ "������� �!��, ��%�� �� ��"��%�!� �!& �������
����� 
�%��"����. �	��� !����	����! ������� *�	�
� ��� ���'���	�'!), ��! �	�$�-
�
��� ��"��%�!� �!& *�+���, ��"#����'!����� +���&��� �!� ���*!'!?��� 
!����"����"�! 	�+#��
 	�������. ���#’���	�� ����������� #	������� ��� 
�!�	�'!) "�	��'!�-90 �� '�+!�-137 � (�	! ����!�
.  


�� #�����(�$ ��"�!�&��� #�	"#������� �������� �����������) ��*
+!) 
� �!��$ 	��
��	��) "�	
��
	� +� ������"�! �����!� (������� #�	��!/���� 
��"����� + �	�$
������ ��"������� 	�+#��
 �!�	
���) 	�������. 
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