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We obtain conditions for bifurcation of solutions of weakly perturbed linear integral equations.

Получены условия бифуркации решений слабовозмущенных линейных интегральных уравнений.

Теорiї iнтегро-диференцiальних рiвнянь, що iнтенсивно розвивається останнi пiвстолiт-
тя, присвячено чимало робiт. Одним iз сучасних напрямкiв дослiджень у цiй областi є
встановлення умов iснування i структури розв’язкiв нетерових крайових задач для таких
рiвнянь. Слiд зауважити, що в бiльшостi вищезазначених дослiджень або розглядається
випадок виродженого ядра iнтегрального оператора [1 – 4], або робиться припущення про
єдинiсть розв’язку розглядуваної задачi [5, 6]. У данiй роботi, продовжуючи дослiдження
[7], висвiтлюється один iз можливих пiдходiв до вiдшукання умов бiфуркацiї розв’язкiв
слабкозбуреного iнтегрального рiвняння, ядро якого є невиродженим.

1. Постановка задачi. Розглянемо у гiльбертовому просторi L2[a, b] слабкозбурене лi-
нiйне iнтегральне рiвняння

x(t)−
b∫
a

K(t, s)x(s)ds = f(t) + ε

b∫
a

K1(t, s)x(s)ds. (1)

Тут K(t, s), K1(t, s) — ядра, сумовнi з квадратом в областi [a, b] × [a, b], f ∈ L2[a, b], x ∈
∈ L2[a, b], ε << 1 — малий параметр.

Ставиться питання знаходження умов бiфуркацiї розв’язкiв та їх структури слабко-
збуреного iнтегрального рiвняння (1) при умовi, що породжуюче рiвняння

x(t)−
b∫
a

K(t, s)x(s)ds = f(t) (2)

не має розв’язку.
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2. Зв’язок iнтегрального рiвняння (1) iз злiченновимiрною системою алгебраїчних
рiвнянь зi збуреннями. Як i в роботi [7], рiвняння (1) можна звести до злiченновимiрної
системи алгебраїчних рiвнянь. Нехай {ϕi(t)}∞i=1 — повна ортонормальна система функцiй
в L2[a, b]. Введемо у розгляд величини

xi =

b∫
a

x(t)ϕi(t)dt, fi =

b∫
a

f(t)ϕi(t)dt, (3)

aij =

b∫
a

b∫
a

K(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds, ãij =

b∫
a

b∫
a

K1(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds (4)

i отримаємо злiченновимiрну систему алгебраїчних рiвнянь зi збуреннями

xi −
∞∑
j=1

aijxj = fi + ε
∞∑
j=1

ãijxj , i = 1,∞, (5)

∞∑
j=1

|xj |2 < +∞. (6)

Запишемо систему (5) у векторному виглядi

Λz = g + εΛ1z, (7)

де

z = col
(
x1, x2, . . . , xi, . . .

)
∈ `2, g = col

(
f1, f2, . . . , fi, . . .

)
∈ `2,

Λ =


1− a11 −a12 . . . −a1i . . .
−a21 1− a22 . . . −a2i . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
−ai1 −ai2 . . . 1− aii . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 , Λ1 =


ã11 ã12 . . . ã1i . . .
ã21 ã22 . . . ã2i . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
ãi1 ãi2 . . . ãii . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 .

Породжуюча для операторної системи (7) система має вигляд

Λz = g. (8)

Зазначимо, що оператор Λ: `2 → `2 має вигляд Λ = I − A, де I : `2 → `2 — одиничний,
A : `2 → `2 — компактний оператори. Отже, Λ — фредгольмовий оператор (нетеровий
оператор нульового iндексу) [2, с. 22; 8, с. 188].

Таким чином, для системи (8) справедливим є наступне твердження [2, с. 69].
Теорема 1. Однорiдна система (8) (g = 0) має r-параметричну сiм’ю розв’язкiв z ∈ `2,

z = PΛrc ∀c ∈ Rr.
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Неоднорiдна система (8) є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли виконуються r лi-
нiйно незалежних умов

PΛ∗
r
g = 0,

та має r-параметричну сiм’ю розв’язкiв z ∈ `2 вигляду

z = PΛrc+ Λ+g ∀c ∈ Rr.

Тут PΛr — матриця, яка складається iз повної системи r лiнiйно незалежних стовп-
чикiв матрицi-проектора PΛ, PΛ∗

r
— матриця, яка складається iз повної системи r

лiнiйно незалежних рядкiв матрицi-проектора PΛ∗ , Λ+ — псевдообернена (за Муром –
Пенроузом) до Λ матриця. Вказанi матрицi обчислюються за формулами [9, с. 501; 2,
с. 60]

Λ+ = lim
ω→+0

(Λ∗Λ + ωI)−1Λ∗, PΛ = I − Λ+Λ, PΛ∗ = I − ΛΛ+. (9)

Виникає питання: чи можна за допомогою лiнiйного збурення Λ1 зробити систему (7),
а отже, i рiвняння (1) розв’язними?

Знайдемо умови бiфуркацiї розв’язкiв та їх структуру слабкозбуреного неоднорiдного
рiвняння (1) при умовi, що породжуюче рiвняння (2), а отже, i операторна система (8) не
мають розв’язкiв.

Як вiдомо [10, с. 60], малi збурення зберiгають фредгольмовiсть оператора, тобто опе-
ратор (Λ− εΛ1) є фредгольмовим, що дозволяє використати при дослiдженнi системи (7)
класичнi методики.

3. Побудова розв’язкiв слабкозбуреного iнтегрального рiвняння. Застосуємо метод
Вiшика – Люстерника [11] для вiдшукання умови виникнення розв’язкiв системи (7) у ви-
глядi частини ряду за степенями малого параметра ε зi скiнченним числом доданкiв, якi
мiстять вiд’ємнi степенi ε. У розглядуваному випадку розв’язок системи (7) будемо шука-
ти у виглядi ряду

z = z(ε) =
∞∑

k=−1

εkzk. (10)

Пiдставимо ряд (10) у систему (7) та прирiвняємо коефiцiєнти при однакових степенях
ε. При ε−1 для знаходження z−1 отримаємо однорiдну систему

Λz−1 = 0. (11)

Згiдно з теоремою 1, однорiдна система (11) завжди має розв’язок

z−1 = PΛrc−1 ∀c−1 ∈ Rr, (12)

де вектор-стовпчик c−1 буде визначено з умови розв’язностi системи вiдносно z0.
При ε0 для визначення z0 одержимо неоднорiдну систему

Λz0 = g + Λ1z−1. (13)
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За теоремою 1 умова розв’язностi системи (13) має вигляд

PΛ∗
r
(g + Λ1z−1) = 0. (14)

Пiдставимо вираз для z−1 (12) у вказану умову розв’язностi (14). Звiдси отримаємо алге-
браїчну систему вiдносно c−1 ∈ Rr

B0c−1 = −PΛ∗
r
g, (15)

де матриця B0 розмiрностi r × r має вигляд

B0 := PΛ∗
r
Λ1PΛr . (16)

Для того щоб система (15) була розв’язною, необхiдно i достатньо, щоб виконувалась
умова

PB∗
0
PΛ∗

r
g = 0. (17)

Якщо виконується умова

PB∗
0
PΛ∗

r
= 0, (18)

то умова (17) буде виконуватись i система (15) буде розв’язною вiдносно c−1:

c−1 = PB0 ĉ−1 + c̃−1, c̃−1 := −B0
+PΛ∗

r
g. (19)

Зазначимо, що за припущення

PB0 = 0 (20)

система (15) матиме єдиний розв’язок вигляду

c−1 = c̃−1 = −B0
+PΛ∗

r
g. (21)

Звiдси випливає, що коефiцiєнт z−1 у розкладi ряду (10) визначається таким чином:

z−1 = −PΛrB0
+PΛ∗

r
g. (22)

Пiдставивши у (13) вираз (22), отримаємо

Λz0 = g − Λ1PΛrB0
+PΛ∗

r
g. (23)

У цьому випадку система (23), при виконаннi умови (18), має розв’язок

z0 = PΛrc0 + z̃0, (24)
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де c0 — вектор констант, який буде визначено на наступному кроцi з умови розв’язностi
системи для z1, z̃0 — частинний розв’язок неоднорiдної системи (23):

z̃0 = Λ+(g − Λ1PΛrB0
+PΛ∗

r
g). (25)

При ε1 для визначення z1 одержимо лiнiйну неоднорiдну систему

Λz1 = Λ1z0. (26)

Отже, згiдно з теоремою 1, система (26) має розв’язок тодi i лише тодi, коли викону-
ється умова розв’язностi

PΛ∗
r
Λ1z0 = 0. (27)

Або ж, враховуючи вирази (27) та (24), отримаємо рiвняння вiдносно елемента c0:

B0c0 = −PΛ∗
r
Λ1z̃0. (28)

Система (28) при умовi (18) має розв’язок. Тодi один iз цих розв’язкiв має вигляд

c0 = −B0
+PΛ∗

r
Λ1z̃0. (29)

Пiдставивши (29) у (24), отримаємо розв’язок системи (23)

z0 = z̃0 − PΛrB0
+PΛ∗

r
Λ1z̃0. (30)

Якщо умова (18) справджується, то система (26) має сiм’ю розв’язкiв

z1 = PΛrc1 + z̃1, (31)

де z̃1 — частинний розв’язок неоднорiдної системи (26) — має вигляд

z̃1 = Λ+Λ1z0, (32)

а довiльний елемент c1 буде визначено на наступному кроцi з умови розв’язностi системи
для z2.

Використовуючи метод математичної iндукцiї, для знаходження коефiцiєнтiв zk ряду
(10) на кожному наступному кроцi отримуємо систему

Λzk = Λ1zk−1. (33)

При тiй же умовi (18) система (33) має розв’язок

zk = PΛrck + z̃k ∀k ≥ 1, (34)

де частинний розв’язок z̃k неоднорiдної системи (33) має вигляд

z̃k = Λ+Λ1zk−1. (35)
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Елемент ck знаходиться за формулою

ck = −B0
+PΛ∗

r
Λ1z̃k. (36)

Пiдставивши вираз для zk у ряд (10), отримаємо

z =
PΛrc−1

ε
+
∞∑
k=0

εk(PΛrck + z̃k), (37)

де

ck =

{
−B0

+PΛ∗
r
g, якщо k = −1,

−B0
+PΛ∗

r
Λ1z̃k, якщо k = 0,∞.

(38)

Аналогiчно [2] ряд (37) буде збiжним при достатньо малих фiксованих ε ∈ (0, ε∗].
Отже, справджується наступна теорема.
Теорема 2. Нехай породжуюча для системи (7) система (8) є нерозв’язною. Тодi якщо

виконується умова (18), то система (7) буде мати розв’язок у виглядi збiжного при
достатньо малих фiксованих ε ∈ (0, ε∗] ряду (37). За умови (20) цей розв’язок є єдиним.

Використовуючи отриманi результати для збуреної системи алгебраїчних рiвнянь (7),
можемо зробити висновки про iснування розв’язку вихiдного збуреного iнтегрального
рiвняння (1). Якщо система (7) має хоча б один розв’язок

z = col
(
x1, x2, . . . , xi, . . .

)
,

то, згiдно з теоремою Рiса – Фiшера, iснує елемент x ∈ L2[a, b] такий, що xi є його коефi-
цiєнтами Фур’є. Має мiсце зображення

x(t) =
∞∑
i=1

xiϕi(t) = Φ(t)z, (39)

де
Φ(t) =

(
ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕi(t) . . .

)
,

{ϕi(t)}∞i=1 — повна ортонормальна система функцiй в L2[a, b].
Як i в роботi [12, с. 266], можна зробити висновок про те, що множина елементiв x(t),

якi визначаються спiввiдношенням (39), i є шуканою сiм’єю розв’язкiв рiвняння (1).
Отже, тепер ми можемо застосувати теорему 2 до iнтегрального рiвняння (1).
Теорема 3. Припустимо, що породжуюче рiвняння (2) є нерозв’язним. Тодi якщо ви-

конується умова (18), то iнтегральне рiвняння (1) буде мати розв’язок x ∈ L2[a, b] у
виглядi ряду

x(t) = Φ(t)

(
PΛrc−1

ε
+

∞∑
k=0

εk(PΛr1
ck + z̃k)

)
,

який збiгається при достатньо малих фiксованих ε ∈ (0, ε∗].За умови (20) цей розв’язок
є єдиним.
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Зауваження 1. Умова (18) є достатньою умовою iснування розв’язку системи (7). Якщо
умова (18) не виконується, то розв’язок системи (7) у виглядi ряду (10) не iснує, але може
iснувати у виглядi частини ряду типу (10) за степенями малого параметра ε починаючи iз
k = −2,−3, . . . [2, с. 213]. Зокрема, розв’язок рiвняння (7) при виконаннi додаткової умови
можна шукати у виглядi ряду

z =
∞∑

k=−2

εkzk.

4. Приклад. Проiлюструємо наведенi вище теоретичнi викладки на конкретному при-
кладi. Розглянемо iнтегральне рiвняння

x(t)− 2

π

π∫
0

cos(t+ s)x(s)ds = f(t) + ε

π∫
0

K1(t, s)x(s)ds (40)

та породжуюче для нього рiвняння

x(t)− 2

π

π∫
0

cos(t+ s)x(s)ds = f(t). (41)

Введемо у розгляд ортонормованi функцiї ϕ1(t) =

√
2

π
cos t i ϕ2(t) =

√
2

π
sin t, що є

власними функцiями оператора

(Kw)(t) =
2

π

π∫
0

cos(t+ s)w(s)ds,

якi вiдповiдають характеристичним числам λ1 = 1 i λ2 = −1 вiдповiдно.
Зведемо рiвняння (40) та (41) до рiвнянь (7) та (8). Використавши позначення (3), (4),

отримаємо

Λz = g + εΛ1z, (42)

Λz = g, (43)

Λ =

(
0 0
0 2

)
, z =

(
x1

x2

)
, g =

(
f1

f2

)
, Λ1 =

(
ã11 ã12

ã21 ã22

)
, (44)

x1 =

√
2

π

π∫
0

x(t) cos tdt, x2 =

√
2

π

π∫
0

x(t) sin tdt, (45)

f1 =

√
2

π

π∫
0

f(t) cos tdt, f2 =

√
2

π

π∫
0

f(t) sin tdt, (46)
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ã11 =
2

π

π∫
0

π∫
0

K1(t, s) cos t cos sdtds, ã12 =
2

π

π∫
0

π∫
0

K1(t, s) cos t sin sdtds, (47)

ã21 =
2

π

π∫
0

π∫
0

K1(t, s) sin t cos sdtds, ã22 =
2

π

π∫
0

π∫
0

K1(t, s) sin t sin sdtds. (48)

Використовуючи формули (9), знаходимо

Λ+ =

(
0 0

0
1

2

)
, PΛ = PΛ∗ =

(
1 0
0 0

)
. (49)

Тепер теорема 1 набере такого вигляду.
Теорема 4. Однорiдна система (43) (g = 0) має розв’язок

z =

(
c
0

)
∀c ∈ R.

Неоднорiдна система (43) є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли виконується умова

π∫
0

f(t) cos tdt = 0, (50)

та має розв’язок

z =


c

1√
2π

π∫
0

f(t) sin tdt

 ∀c ∈ R.

При f(t) = sin t умова розв’язностi (50) виконується, i розв’язок системи (43) мати-

ме вигляд z = col

(
c,

√
π

8

)
. Однак умова (50) виконується не для всiх функцiй f(t). При

f(t) = cos t умова (50) не виконується, тобто неоднорiдне рiвняння (43) не має розв’язку.
Дослiдимо питання: якщо система (43) не має розв’язку, то чи можна пiдiбрати ядро

K1(t, s) таким чином, щоб система (42) мала розв’язок у виглядi ряду (10)? Для цього
скористаємося теоремою 2, тобто перевiримо виконання умови (18). Згiдно з (44), (49)
маємо

B0 =
(
1 0

)(ã11 ã12

ã21 ã22

)(
1
0

)
= ã11.

Якщо

ã11 6= 0, (51)
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то, використовуючи формули (9), отримуємо

PB0 = PB∗
0

= 0.

Отже, за припущення (51) виконуються умови (18) i (20), i ми можемо побудувати
єдиний розв’язок системи (42) у виглядi ряду (10). Умова (51) виконується, наприклад,
якщо K1(t, s) = cos(t− s). Справдi, використовуючи формули (9), (16), (47) – (49), маємо

Λ1 =

π2 0

0
π

2

 , B0 =
π

2
, PB0 = PB∗

0
= 0.

Проiлюструємо алгоритм (11) – (38) побудови ряду (10). Згiдно з (12), (19), маємо

c−1 = −B0
+PΛ∗

r
g = − 2

π

(
1 0

)√π

2
0

 = −
√

2

π
,

z−1 = PΛrc−1 =

−√ 2

π
0

 .

Продовжуючи цей процес за формулами (34) – (36), переконуємося, що

zk = 0 ∀k ≥ 0

i ряд (10) обривається на першому доданку, тобто розв’язок системи (42) має вигляд

z = z(ε) = −
√

2

ε
√
π
,

а розв’язок рiвняння (40), згiдно з теоремою 3, є таким:

x(t) = − 2

πε
cos t.

Зауваження 2. Якщо у рiвняннi (40) замiсть ядра K(t, s) =
2

π
cos(t + s) розглядати

довiльне симетричне ядро, у якого одиниця є власним значенням кратностi r, то умова
(51) набере вигляду

detB0 6= 0, B0 =


ã11 ã12 . . . ã1r

ã21 ã22 . . . ã2r

. . . . . . . . . . . .
ãr1 ãr2 . . . ãrr

 .
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