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We find sufficient conditions for existence of solutions to a boundary-value problem for a nonlinear di-
fferential equation that contains a mixed Riemann – Liouville fractional order derivative.

Отримано достатнi умови iснування розв’язкiв крайової задачi для нелiнiйного диференцiаль-
ного рiвняння, яке мiстить мiшану похiдну Рiмана – Лiувiлля дробового порядку.

1. Введение. Пусть P = [0, a] × [0, b], 0 < a, b < ∞, α > 0, β > 0, r = (α;β), θ =
= (0; 0). Через C(P ), AC(P ), L(P ) обозначим соответственно пространства непрерыв-
ных, абсолютно непрерывных и суммируемых функций f : P → R, причем

‖f(x, y)‖C = max
P
|f(x, y)|.

Левосторонний смешанный интеграл и производная Римана – Лиувилля порядка r опре-
деляются соответственно так [1]:

fr(x, y) = I
(α;β)
θ f(x, y) = Irθf(x, y) =

1

Γ(α) Γ(β)

x∫
0

y∫
0

(x− t)α−1(y − s)β−1f(t, s)dsdt,

Dr
θf(x, y) =

1

Γ(n− α) Γ(m− β)

∂n+m

∂xn∂ym

x∫
0

y∫
0

(x− t)n−α−1(y − s)m−β−1f(t, s)dsdt,

где Γ(·) — гамма-функция Эйлера, n = [α] + 1,m = [β] + 1. При этом

Iθθf(x, y) = f(x, y), I
(1;1)
θ f(x, y) =

x∫
0

y∫
0

f(t, s)dsdt.
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Краевые задачи для гиперболических уравнений с данными на границе всей области
начали исследовать сравнительно недавно. Первые работы в этом направлении принад-
лежали Дж. Адамару [10], А. Губеру [11], Д. Манжерону [2, 3] и др. Исследованию краевых
задач с данными на всей границе области для дифференциальных уравнений и систем
гиперболического типа посвящены работы Б. И. Пташника [9] и его учеников.

Изучение краевых задач вида

∂4u(x, y)

∂x2∂y2
= F (x, y, u(x, y)), (1)

u(x, j) = u(i, y) = 0, 0 ≤ x, y ≤ 1, i = j = 0, 1, (2)

началось с работы [2]. В [3] рассмотрена краевая задача

∂4u(x, y)

∂x2∂y2
−A(x, y)u(x, y) = f(x, y), 0 < x < a, 0 < y < b, (3)

u(0, y) = u(x, 0) = 0,
∂2u(x, y)

∂x∂y

∣∣∣∣
x=a

=
∂2u(x, y)

∂x∂y

∣∣∣∣
x=b

= 0. (4)

Для этой задачи построена функция Грина такая, что

u(x, y) =

a∫
0

b∫
0

G(x, y; t, s)f(t, s)dsdt.

Вопросам разрешимости и приближенному решению краевых задач вида (1), (2) по-
священы многие работы (см., например, [4 – 6]).

Пусть 0 < α, β ≤ 1, p = (1 + α; 1 + β), q = (1 − α; 1 − β). В статье [7] получены
достаточные условия разрешимости краевой задачи

Dp
θu(x, y) = F (x, y, u(x, y), Dr

θu(x, y)) , (5)

uq(x, 0) = uq(x, b) = uq(0, y) = uq(a, y) = 0, 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b. (6)

Пусть v(x, y) = uq(x, y). Тогда Dr
θu(x, y) = vxy(x, y). В статье [8] рассматриваются

условия существования и единственности решений уравнения (5), которые удовлетворя-
ют краевым условиям

v(x, 0) = vxy(x, b) = 0, 0 ≤ x ≤ a; v(0, y) = vxy(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b. (7)

Заметим, что при α = β = 1 условия (6) преобразуются в условия вида (2), а условия
(7) — в условия (4). В настоящей работе получены достаточные условия разрешимости
краевой задачи

Dp
θu(x, y) = F [u(x, y)] ≡ F (x, y, u(x, y)), (8)

u(x, 0) = u(0, y) = 0, ux(a, y) = uy(x, b) = 0, 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ b ≤ b. (9)
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Основы дробного интегродифференцирования и некоторые его приложения можно
найти в [1, 15 – 17].

2. Вспомогательные результаты. В этом пункте приведены обозначения, определения
и утверждения, используемые в данной статье.

Определение 1 [14]. Непрерывная функция z(x, y) : P → R называется абсолютно
непрерывной, если и только если она допускает представление

z(x, y) = u(x) + v(y)− u(0) +

x∫
0

y∫
0

ṽ(t, s)dsdt,

где u(x) ∈ AC([0, a]), v(y) ∈ AC([0, b]), ṽ(x, y) ∈ L(P ), u(0) = v(0).

Определение 2 [1]. Функция u(x) : J → R, J = [0, a], принадлежит множествуACn(J),
если u(k)(x) ∈ C(J), k = 0, n− 2, а u(n−1)(x) ∈ AC(J).

Пусть

Dk
xyu(x, y) =

∂2ku(x, y)

∂xk∂yk
, k = 0, 1, 2, . . . ,

причем D0
xyu(x, y) = u(x, y).

Определение 3 [12]. Функция u(x, y) : P → R принадлежит множеству ACn(P ), если
Dk
xyu(x, y) ∈ AC(P ), k = 0, n− 1.

Лемма 1. Пусть u(x) ∈ AC([0, a]), v(y) ∈ AC([0, b]) и u(0) = v(0) = 0. Тогда z(x, y) =
= u(x) v(y) ∈ AC(P ).

В работе [13] рассмотрена задача

D1+αy(x) = f(x), 0 < x < a, 0 < α ≤ 1, (10)

y(0) = y′(a) = 0, (11)

где f(x) : J → R — измеримая функция, причем |f(x)| ≤ M. Пусть δ > 0. Выражения

fδ(x) = Iδ0f(x) =
1

Γ(δ)

x∫
0

(x− t)δ−1f(t)dt, I10f(x) =

x∫
0

f(t)dt,

Dδ
0f(x) =

1

Γ(n− δ)

(
d

dx

)n x∫
0

(x− t)n−δ−1f(t)dt,

где n = [δ]+1, а [δ] — целая часть δ, называем соответственно левосторонним интегралом
и левосторонней производной Римана – Лиувилля порядка δ.

Если δ = 1 + α, 0 < α ≤ 1, то

D1+α
0 y(x) =

1

Γ(1− α)

(
d

dx

)2
x∫

0

(x− t)−αy(t)dt = y′′1−α(x).
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Определение 4 [13]. Функцию y(x) ∈ C(J) ∩ C1((0, a]) называем решением краевой
задачи (10), (11), если y1−α(x) ∈ AC2(J), y(x) удовлетворяет условиям (11) и дифферен-
циальному уравнению (10) почти всюду на J.

Лемма 2 [13]. При сделанных предположениях относительно функции f(x) краевая
задача (10), (11) имеет единственное решение

y(x) =

a∫
0

G(x, t)f(t)dt,

где

G(x, t) =


−x

α(a− t)α−1 − aα−1(x− t)α

aα−1Γ(1 + α)
, 0 ≤ t ≤ x,

−x
α(a− t)α−1

aα−1Γ(α)
, x ≤ t < a.

Лемма 3 [19]. Если α > 0, β > 0, а f(x, y) : P → R — измеримая и ограниченная
функция, то µ(x, y) = I

(α;β)
θ f(x, y) ∈ C(P ) и µ(x, 0) = µ(0, y) = 0. Если f(x) : [0, a] → R

— измеримая и ограниченная функция, то τ(x) = Iα0 f(x) ∈ C([0, a]) и τ(0) = 0.

3. Существование решений. Далее считаем, что 0 < α, β ≤ 1, p = (1 + α; 1 + β),
q = (1 − α; 1 − β). Согласно определению смешанной дробной производной Римана –
Лиувилля получаем

Dp
θu(x, y) = D1+α

0,x D1+β
0,y u(x, y) =

∂4uq(x, y)

∂x2∂y2
,

где

D1+α
0,x u(x, y) =

1

Γ(1− α)

∂2

∂x2

x∫
0

(x− t)−αu(t, y)dt,

D1+β
0,y u(x, y) =

1

Γ(1− β)

∂2

∂y2

y∫
0

(y − s)−βu(x, s)ds.

Определение 5. Функция v(x, y) : P → R принадлежит множеству S(P ), если:
(i) v(x, y) ∈ AC(P ), vx(x, y) ∈ C ((0, a]× [0, b]) , vy(x, y) ∈ C ([0, a]× (0, b]) ;

(ii) uq(x, y) ∈ AC2(P );

(iii) v(x, y) удовлетворяет краевым условиям (9).
Определение 6. Решением краевой задачи (8), (9) называем такую функцию u(x, y) ∈

∈ S(P ), которая удовлетворяет уравнению (8) при (x, y) ∈ P.
Рассмотрим дифференциальное уравнение

Dp
θu(x, y) = f(x, y), f(x, y) ∈ C(P ). (12)
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Лемма 4. Решение уравнения (12), которое удовлетворяет условиям (9), представи-
мо в виде

u(x, y) =

a∫
0

b∫
0

G(x, t)G(y, s)f(t, s)dsdt, (13)

где

G(y, s) =


−y

β(b− s)β−1 − bβ−1(y − s)β

bβ−1Γ(1 + β)
, 0 ≤ s ≤ y,

− y
β(b− s)β−1

bβ−1Γ(1 + β)
, y ≤ s < b.

Доказательство. Пусть u(x, y) — решение задачи (12), (9) в смысле определения 6.
Полагаем

v(x, y) = D1+β
0,y u(x, y) =

1

Γ(1− β)

∂2

∂y2

y∫
0

(y − s)−βu(x, s)ds. (14)

Следовательно, при каждом фиксированном y функция v(x, y) является решением
уравнения

D1+α
0,x v(x, y) = f(x, y). (15)

Поскольку

vx(x, y) =
1

Γ(1− β)

∂2

∂y2

y∫
0

(y − s)−βu(x, s)ds,

то, учитывая, что согласно (9) u(0, y) = ux(a, y) = 0, получаем

v(0, y) = vx(a, y) = 0. (16)

Таким образом, при фиксированном y v(x, y), как функция x, является решением кра-
евой задачи (15), (16). В силу леммы 2

v(x, y) =

a∫
0

G(x, t)f(t, y)dt ≡ w(x, y). (17)

Из (14) и (9) следует, что при каждом x u(x, y), как функция y, является решением краевой
задачи

D1+β
0,y u(x, y) = w(x, y), u(x, 0) = uy(x, b) = 0.
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Согласно лемме 2

u(x, y) =

b∫
0

G(y, s)w(x, s)ds =

b∫
0

G(y, s)

 a∫
0

G(x, t)f(t, s)dt

 ds =

=

a∫
0

b∫
0

G(x, t)G(y, s)f(t, s)dsdt.

Лемма 4 доказана.

Теорема 1. Пусть функция F (x, y, u) : P×R → R непрерывна и |F (x, y, u)| ≤ M. Тогда
краевая задача (8), (9) эквивалентна интегральному уравнению

u(x, y) =

a∫
0

b∫
0

G(x, t)G(y, s)F (t, s, u(t, s))dsdt. (18)

Доказательство. Пусть u(x, y) ∈ AC(P ) — решение краевой задачи (8), (9). Тогда
σ(x, y) = F (x, y, u(x, y)) ∈ C(P ) и, согласно лемме 3, u(x, y) представимо в виде (18).
Пусть, далее, u(x, y) ∈ C(P )) — решение интегрального уравнения (18). Докажем, что
u(x, y) является решением краевой задачи (8), (9).

Пусть (x, y) ∈ (0, a) × (0, b). Используя выражения для функций G(x, t) и G(y, s), по-
лучаем

u(x, y) =
1

aα−1bβ−1Γ(1 + α)Γ(1 + β)

 x∫
0

y∫
0

(
xα(a− t)α−1 − aα−1(x− t)α

) (
yβ(b− s)β−1 −

− bβ−1(y − s)β
)
σ(s, t)dsdt+

a∫
x

y∫
0

xα(a− t)α−1
(
yβ(b− s)β−1 −

−bβ−1(y − s)β
)
σ(s, t)dsdt+

+

x∫
0

b∫
y

(
xα(a− t)α−1 − aα−1(x− t)α

)
yβ(b− s)β−1σ(s, t)dsdt+

+

a∫
x

b∫
y

xα(a− t)α−1yβ(b− s)β−1σ(s, t)dsdt

 .
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После простых преобразований имеем

u(x, y) =
xα yβ γ

aα−1bβ−1Γ(1 + α) Γ(1 + β)
− xα

aα−1 Γ(1 + α)Γ(1 + β)

a∫
0

y∫
0

(a− t)α−1×

× (y − s)β σ(t, s)dsdt− yβ

bβ−1Γ(1 + α)Γ(1 + β)

x∫
0

b∫
0

(x− t)α(b− s)β−1σ(t, s)dsdt+

+
1

Γ(1 + α)Γ(1 + β)

x∫
0

y∫
0

(x− t)α(y − s)β σ(t, s)dsdt = A1 −A2 −A3 +A4,

(19)

γ =

a∫
0

b∫
0

(a− t)α−1(b− s)β−1σ(t, s)dsdt.

Согласно (19) u(x, 0) = u(0, y) = 0. Докажем, что u(x, y) ∈ AC(P ). Согласно лемме 1
A1(x, y) ∈ AC(P ). Покажем, что A3(x, y) ∈ AC(P ). Пусть

φ(t) =

b∫
0

(b− s)β−1σ(t, s)ds.

Проверим, что φ(t) ∈ C([0, a]). Пусть t1, t2 ∈ [0, a]. Тогда

|φ(t1)− φ(t2)| ≤
b∫

0

(b− s)β−1|σ(t1, s)− σ(t2, s)|ds ≤

≤ w(σ, δ, 0)

b∫
0

(b− s)β−1ds ≤ bβ

β
w(σ, δ, 0),

где

w(σ, δ, 0) = sup
s

sup
|t1−t2|≤δ

|σ(t1, s)− σ(t2, s)|

— частный модуль непрерывности [18] функции σ(t, s) ∈ C(P ). Далее надо учесть, что
w(σ, δ, 0) → 0 при δ → 0.
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Используя полугрупповое свойство дробного интегрирования и лемму 3, имеем

r(x) =
1

Γ(1 + α)

x∫
0

(x− t)α
 b∫

0

(b− s)β−1σ(t, s)ds

 dt =

=
1

Γ(1 + α)

x∫
0

(x− t)αφ(t)dt = I1+α0 φ(x) = I10I
α
0 φ(x) =

=

x∫
0

 1

Γ(α)

t∫
0

(t− τ)α−1φ(τ)dτ

 dt ∈ AC([0, a]).

Согласно лемме 1 при u(x) = r(x), v(y) = yβ получаем, что A3(x, y) ∈ AC(P ). Анало-
гично доказываем, что A2(x, y) ∈ AC(P ).

На основании определения смешанного дробного интеграла Римана – Лиувилля и его
полугруппового свойства выражение для A4(x, y) запишем в виде

A4(x, y) = I
(1+α;1+β)
θ σ(x, y) = I

(1;1)
θ

(
I
(α;β)
θ σ(x, y)

)
.

Поскольку в силу леммы 3 µ(x, y) = I
(α;β)
θ σ(x, y) ∈ C(P ), то

A4(x, y) =

x∫
0

y∫
0

µ(t, s)dsdt ∈ AC(P ).

Докажем, что ux(x, y) ∈ C ((0, a]× [0, b]) и ux(a, y) = 0.В соответствии с (19) получаем

ux(x, y) =
1

Γ(1 + α)Γ(1 + β)

αxα−1yβγ
aα−1bβ−1

− αxα−1

aα−1

a∫
0

y∫
0

(a− t)α−1(y − s)βσ(t, s)dsdt−

− αyβ

bβ−1

x∫
0

b∫
0

(x− t)α−1(b− s)β−1σ(t, s)dsdt+

+ α

x∫
0

y∫
0

(x− t)α−1(y − s)βσ(t, s)dsdt

 =

= B1(x, y)−B2(x, y)−B3(x, y) +B4(x, y).
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Очевидно, что B1(x, y) ∈ C((0, a]× [0, b]). Далее

B2(x, y) =
xα−1

aα−1 Γ(β + 1)

y∫
0

(y − s)βψ(s)ds,

ψ(s) =
1

Γ(α)

a∫
0

(a− t)α−1σ(t, s)dt ∈ C([0, b]).

Учтем, что

1

Γ(β + 1)

y∫
0

(y − s)βψ(s)ds = Iβ+1
0 ψ(y) = I10

(
Iβ0 ψ(y)

)
∈ C([0, b]),

так как в силу леммы 3 Iβ0 φ(y) ∈ C([0, b]). Следовательно, B2(x, y) ∈ C((0, a]× [0, b]).
Пусть

τ(x, y) = I
(α;β)
θ σ(x, y) ∈ C(P ).

Тогда

B3(x, y) =
yβ

βbβ−1
τ(x, b) ∈ C(P ).

Рассмотрим B4(x, y) и согласно лемме 3 запишем его в виде

B4(x, y) =
1

Γ(α)Γ(1 + β)

x∫
0

y∫
0

(x− t)α−1(y − s)βσ(t, s)dsdt = I
(α;1+β)
θ σ(x, y) ∈ C(P ).

Очевидно, что ux(a, y) = 0. Аналогично доказываем, что uy(x, y) ∈ C ([0, a]× (0, b]) и
uy(x, b) = 0.

Докажем, что uq(x, y) ∈ AC2(P ). При непосредственном вычислении дробных инте-
гралов для u(x, y) в виде (19) имеем

uq(x, y) = I
(1−α;1−β)
θ u(x, y) = xyγ − x

aα−1

y∫
0

(y − τ)

 a∫
0

(a− z)α−1σ(z, τ)dz

 dτ−

− y

bβ−1

x∫
0

(x− z)

 b∫
0

(b− τ)β−1σ(z, τ)dτ

 dz + I
(2;2)
θ σ(x, y) =

= K1(x, y)−K2(x, y)−K3(x, y) +K4(x, y). (20)

Очевидно, что K1(x, y) ∈ AC(P ),K4(x, y) ∈ AC(P ). Второе слагаемое представим в виде

K2(x, y) =
x

aα−1

y∫
0

(y − τ)ψ(τ)dτ, ψ(τ) =

a∫
0

(a− z)α−1σ(z, τ)dz ∈ C([0, b]).
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Поскольку
y∫

0

(y − τ)ψ(τ)dτ =

y∫
0

 s∫
0

ψ(τ)dτ

 ds,

то согласно лемме 1 K2(x, y) ∈ AC(P ). Аналогично доказываем, что K3(x, y) ∈ AC(P ).

Используя (20), получаем

D1
xyuq(x, y) = γ − 1

aα−1

y∫
0

 a∫
0

(a− z)α−1σ(z, τ)dz

 dτ−

− 1

bβ−1

x∫
0

 b∫
0

(b− τ)β−1σ(z, τ)dτ

 dz + I
(1;1)
θ σ(x, y).

Очевидно, что D1
xyuq(x, y) ∈ AC(P ). Согласно определению смешанной производной

Римана – Лиувилля Dp
θu(x, y) = D2

xyuq(x, y) = σ(x, y) = F (x, y, u(x, y)).

Теорема 1 доказана.
Теорема 2. Пусть непрерывная функция F (x, y, u) : P ×R → R удовлетворяет усло-

виям теоремы 1 и условию Липшица |F (x, y, u)− F (x, y, v)| ≤ L|u− v|, причем

ρ =
Laα+1bβ+1

αβΓ(1 + α)Γ(1 + β)
< 1.

Тогда существует единственное решение краевой задачи (8), (9).
Доказательство. Для u(x, y) ∈ C(P ) определим оператор

Tu(x, y) =

a∫
0

b∫
0

G(x, t)G(y, s)F [u(t, s)]dsdt.

Пусть u(x, y) ∈ C(P ) и w(x, y) = Tu(x, y). Как и при доказательстве теоремы 1, пока-
зываем, что w(x, y) ∈ S(P ) ⊂ C(P ). Следовательно, оператор T действует в пространст-
ве C(P ) и его неподвижная точка является решением краевой задачи (8), (9).

Докажем, что оператор T является оператором сжатия. Пусть wk(x, y) = Tuk(x, y),
uk(x, y) ∈ C(P ), k = 1, 2. Тогда

|w1(x, y)− w2(x, y)| ≤
a∫

0

b∫
0

|G(x, t)| |G(y, s)|L|u1(t, s)− u2(t, s)|dsdt ≤

≤ sup
x

a∫
0

|G(x, t))|dt sup
y

b∫
0

|G(y, s)|dsL‖u1(x, y)− u2(x, y)‖C . (21)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2016, т . 19, N◦ 2



СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ . . . 171

Пусть 0 < x < a. Тогда

a∫
0

|G(x, t)|dt ≤
x∫

0

|G(x, t)|dt+

a∫
x

|G(x, t)|dt =

=
1

aα−1Γ(1 + α)

 x∫
0

(
xα(a− t)α−1 − aα−1(x− t)α

)
dt+

a∫
x

xα(a− t)α−1dt

 .
(22)

Из (22) при α = 1 получаем

sup
x

a∫
0

|G(x, t)|dt ≤ a2

2
.

Пусть 0 < α < 1. Согласно (21) имеем

a∫
0

|G(x, y)|dt =
1

aα−1Γ(1 + α)

(
xα

α
(aα − (a− x)α)− aα−1xα+1

α+ 1
+
xα(a− x)α

α

)
=

=
1

aα−1Γ(α+ 1)

(
xαaα

α
− aα−1xα+1

α+ 1

)
=

=

(
xαa

α
− xα+1

α+ 1

)
1

Γ(1 + α)
≤ aα+1

αΓ(1 + α)
. (23)

Аналогично получаем

sup
y

b∫
0

|G(y, s)|ds ≤ bβ+1

βΓ(1 + β)
. (24)

Из (21), (23), (24) следует, что

‖Tu1(x, y)− Tu2(x, y)‖C ≤ ρ‖u1(x, y)− u2(x, y)‖C .

Согласно принципу сжимающих отображений оператор T имеет единственную неподвиж-
ную точку, которая будет решением краевой задачи (8), (9).

Теорема 2 доказана.
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