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We give a brief description and computer visualization of different scenarios for ideal turbulence, which
is a species of spatio-temporal chaos in idealized models of mathematical physics.

Наведено короткий опис та комп’ютерну вiзуалiзацiю рiзних сценарiїв iдеальної турбулентностi —
рiзновидностi просторово-часового хаосу в iдеалiзованих моделях математичної фiзики.

1. Стисло про iдеальну турбулентнiсть. Назва статтi мiстить термiн “турбулентнiсть”, який,
взагалi кажучи, допускає рiзнi тлумачення. Тут турбулентнiсть розумiємо у найширшому

сенсi: як просторово-часовий хаос у детермiнованих системах будь-якої природи. Бiльшiсть

таких систем описується нелiнiйними диференцiальними рiвняннями. Коли мова йде про

рiвняння з частинними похiдними, то “точками” фазового простору є функцiї (просторових

змiнних), i тодi говорити слiд не тiльки про часову динамiку станiв системи, як у випадку

звичайних диференцiальних рiвнянь, а й про еволюцiю з часом внутрiшньої, просторової,

структури самих станiв.

Дослiдження в цьому напрямку, що проводилися в Iнститутi математики НАН Украї-

ни, привели до оформлення концепцiї iдеальної турбулентностi — математичного явища,

яке характерне для ряду нескiнченновимiрних динамiчних систем на просторах гладких

функцiй i полягає в тому, що атрактор системи лежить не в фазовому просторi, а в бiльш

широкому функцiональному просторi, що мiстить фрактальнi або навiть випадковi функцiї

(при цьому атрактор може бути зовсiм простим: складатися з циклiв i нерухомих точок).

Сьогоднi поняття “iдеальна турбулентнiсть” починає входити в термiнологiю теорiї хаосу,

зокрема, його включено в Енциклопедiю нелiнiйної науки [1], видану в США у 2005 р.

Точнi аналiтичнi результати показали, що iдеальна турбулентнiсть спостерiгається вже

в найпростiших нелiнiйних крайових задачах для гiперболiчних рiвнянь, у тому числi

для рiвнянь переносу та хвильового (див. [2 – 4] та наведенi там посилання). З фiзичної

точки зору такого роду крайовi задачi описують iдеалiзованi системи без внутрiшнього

опору — звiдси й назва “iдеальна турбулентнiсть” — i є спрощеними моделями еволюцiй-

них систем, що вивчаються в електродинамiцi, акустицi, радiофiзицi та навiть у медицинi.

Перехiд до хаотичної динамiки завжди пов’язаний з формуванням каскадiв просторових

структур, мiнiмальний масштаб яких в природних системах зумовлюється внутрiшнiм опо-

ром. Iдеальнi системи не перешкоджають утворенню структур аж до як завгодно малих

масштабiв, що, власне, i призводить до формування в границi (при нескiнченно великому

часi) фрактальних структур або й випадкових структур: коли гранична поведiнка детермi-

нованої задачi описується випадковими процесами. Типову поведiнку розв’язкiв крайових

© А. А. Акбергенов, О. Ю. Романенко, 2019

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2019, т. 22, № 1 3



4 А. А. АКБЕРГЕНОВ, О. Ю. РОМАНЕНКО

Рис. 1. Каскад градiєнтних катастроф. Типовий розв’язок крайової задачi ∂w/∂t = ∂w/∂x, w(x, 1) =
= λw(x, 0)(1− w(x, 0)), λ > 3,58.

задач iз iдеальною турбулентнiстю продемонстровано на рис. 1. Крайовi задачi з iдеальною

турбулентнiстю можуть розглядатися як базовi при вивченнi хаосу в бiльш реалiстичних

системах (звичайно, в певних просторово-часових межах, якi визначаються величиною їх

внутрiшнього опору), зокрема, можуть скласти основу теорiї збурень для крайових задач,

що описують системи з невеликим внутрiшнiм опором.

Наведене визначення iдеальної турбулентностi має лише попереднiй характер i потре-

бує конкретизацiї: що розумiється пiд атрактором, як визначаються простори фракталь-

них i випадкових функцiй, якими є метрики в цих просторах? Якщо не поглиблювати-

ся в подробицi, то концепцiя iдеальної турбулентностi характеризується таким чином.

Просторово-часова еволюцiя початкових станiв крайової задачi — гладких або кусково-

гладких функцiй— супроводжується наростаючим ускладненням їхньої просторової стру-

ктури, i внаслiдок цього граничний стан уже неможливо описати в термiнах гладких або

хоча б неперервних функцiй. Тому для побудови атрактора задачi необхiдно перейти до

ширшого функцiонального простору. Вельми придатними виявилися простiр фрактальних

функцiй i простiр випадкових функцiй, кожний зi спецiальною метрикою (яка допускає

вкладення вихiдного фазового простору). Тут слiд уточнити, що пiд фрактальними ро-

зумiються напiвнеперервнi зверху функцiї з нескiнченним числом розривiв (їхнi графiки

являють собою замкненi пiдмножини евклiдового простору, якi в багатьох випадках є

локально самоподiбними й фрактальними). Встановлено, що певнi крайовi задачi мають

атрактор в одному з цих розширених просторiв, або навiть в обох, i вiдповiдно, “точки”

такого атрактора є фрактальними або випадковими функцiями. Це й призводить до каска-

дного ускладнення розв’язкiв зi зростанням часу та формування у них низки властивостей,

типових для турбулентностi.

Мета даної статтi — наочно, за допомогою комп’ютерної графiки, на простому при-

кладi й обмежуючись мiнiмумом теоретичних мiркувань продемонструвати описану вище

схему розвитку iдеальної турбулентностi та пояснити використанi при цьому математичнi

механiзми хаотизацiї.

2. Теоретичнi вiдомостi. В концепцiї iдеальної турбулентностi особливе мiсце посiда-

ють нелiнiйнi крайовi задачi, просторово-часова динамiка яких керується одновимiрним

вiдображенням (див, зокрема, [5]). Розглянемо найпростiшу таку задачу:
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∂w

∂t
=

∂w

∂x
, x ∈ [0, 1], t ∈ R

+, (1)

w|x=1 = f(w)|x=0 , f ∈ C1(I, I), I — замкнений iнтервал. (2)

Загальний розв’язок рiвняння (1) визначається формулою

w(x, t) = u(x+ t), u — довiльна C1-функцiя. (3)

Пiдставляючи (3) в (2), одержуємо для u рiзницеве рiвняння (з неперервним аргументом)

u(τ + 1) = f(u(τ)), τ ∈ R
+. (4)

Окрiм того, з (3) виводимо, що будь-яка початкова умова

w(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, 1], з C1-функцiєю ϕ : [0, 1] → I (5)

iндукує для рiзницевого рiвняння (4) початкову умову

u(τ) = ϕ(τ), τ ∈ [0, 1). (6)

Таким чином, для розв’язку wϕ(x, t), що вiдповiдає умовi (5), отримуємо формулу

wϕ(x, t) = uϕ(x+ t), (7)

де uϕ — розв’язок рiвняння (4), що вiдповiдає умовi (6). C1 -гладким розв’язок wϕ(x, t)
буде лише тодi, коли виконуються умови гладкого узгодження

ϕ(1) = f(ϕ(0)), ϕ′(1) = f ′(ϕ(0))ϕ′(0). (8)

Перше iз спiввiдношень (8) забезпечує лише неперервнiсть розв’язку, його виконання за-

звичай передбачається при постановцi задачi. Недотриманняж другого iз спiввiдношень (8)

часто допускається. При цьому вiдбувається порушення гладкостi розв’язку на характерис-

тиках x+ t = n, n = 0, 1, 2, . . . .
Те, якою буде поведiнка розв’язкiв задачi (1), (2) при великих значеннях t, визначається

атрактором динамiчної системи зсувiв St : ϕ(x) 7→ wϕ(x, t), яку задача iндукує на просторi
початкових гладких функцiй ϕ : [0, 1] → I. Згiдно з (4) маємо

uϕ(τ) = fn(ϕ(τ − n)), n ≤ τ < n+ 1, n = 0, 1, 2, . . . , (9)

де fn — n-та iтерацiя функцiї f (тобто fn(z) = f
(
fn−1(z)

)
, f0(z) = z ). Тому St можна

записати у виглядi

St : ϕ(x) 7→ f [x+t](ϕ({x+ t})), (10)

де [·] i {·} —цiла та дробова частини числа, зокрема, Sn : ϕ(x) 7→ fn(ϕ(x)), n = 0, 1, 2, . . . .
Таким чином, для задачi (1), (2) будова атрактора визначається насамкiнець асимпто-

тичною динамiкою одновимiрного вiдображення f, i це iстотно спрощує дослiдження.

Зазначимо, що розглядувана задача не є винятковою, iснує багато iнших класiв одно- та

багатовимiрних крайових задач, якi також зводяться до рiзницевих рiвнянь iз неперервним

аргументом (див, наприклад, [3]).
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Нехай у крайовiй задачi (1), (2) має мiсце iдеальна турбулентнiсть. На питаннi, чому i

як це вiдбувається, зупинимося дещо пiзнiше, а зараз будемо мiркувати чисто формально

(i з певною часткою вiльностi). Введемо такi позначення:

C1 —фазовий простiр динамiчної системи (10), що складається з C1 -гладких функцiй

ϕ : [0, 1] → I, St[ϕ] — траєкторiя цiєї системи, породжувана початковим станом ϕ ∈ C1 ;

C∆, C# — розширенi простори, одержанi поповненням простору C1 фрактальними

та, вiдповiдно, випадковими функцiями (в яких саме метриках, зараз не важливо);

A∆, A# —атрактори динамiчної системи (10) у просторах C∆ та C# (точнi визначен-

ня, що розумiються пiд атракторами, також залишаємо поза увагою, зазначимо тiльки, що

A∆ iснує завжди, а iснування A# залежить вiд f );

ω∆[ϕ], ω#[ϕ] — ω -граничнi множини траєкторiї St[ϕ] в просторах C∆ i C#.

Згiдно з визначенням наявнiсть iдеальної турбулентностi означає, що атрактор динамiч-

ної системи (10) не мiститься повнiстю (або навiть не iснує) у фазовому просторi C1, але
система має атрактор у ширшому функцiональному просторi C∆ та, можливо, i в просторi

C#. Наявнiсть турбулентної динамiки в окремої траєкторiї St[ϕ], а отже, i у розв’язку

wϕ(x, t), можемо формалiзувати таким чином:

ω∆[ϕ] ∩
(
C∆ \ C1

)
6= ∅, ω#[ϕ] ∩

(
C# \ C1

)
6= ∅. (11)

Цi спiввiдношення говорять про ускладнення в багато разiв геометрiї розв’язку wϕ(x, t)
при зростаннi часу (наприклад, як на рис. 1) i продукують такi сценарiї iдеальної турбу-

лентностi. З першого спiввiдношення випливає, що

(∗) ω∆[ϕ] мiститьфрактальнуфункцiю; при цьому її графiкмаєфрактальну розмiрнiсть
r ≥ 1, а саме, гiпотетично здiйснимi такi якiсно вiдмiннi ситуацiї: r = 1, 1 < r < 2, r = 2.

Також слiд виокремити сценарiй, що описується другим спiввiдношенням, коли задача

допускає iснування атрактора A# i

(∗∗) ω#[ϕ] мiстить випадкову функцiю.

Якщо для деякого ϕ ∈ C1 має мiсце хоча б одне iз спiввiдношень (11), то скажемо, що

початковий стан генерує iдеальну турбулентнiсть. Говорити про iдеальну турбулентнiсть у

крайовiй задачi в цiлому доцiльно тiльки тодi, коли такихпочаткових станiв багато (в тому чи

iншому сенсi). Реалiзацiя цiєї вимоги забезпечується тим, щоб саме атрактори A∆ та A# (а

не просто ω -граничнi множини окремих траєкторiй) мiстили фрактальнi або, вiдповiдно,

випадковi функцiї1. Тобто, повиннi виконуватися спiввiдношення A∆ ∩
(
C∆ \ C1

)
6= ∅,

A# ∩
(
C# \ C1

)
6= ∅.

Основним фактором iдеальної турбулентностi є складна топологiчна структура мно-

жини, утвореної нестiйкими точками вiдображення f. Ця множина зазвичай познача-

ється D(f) i носить назву роздiльника вiдображення2. В околi точок з D(f) має мiсце

розбiгання близьких траєкторiй: для z ∈ D(f) iснує d(z) > 0 таке, що при будь-якому

ε > 0 знайдуться z∗ ∈ (z − ε, z + ε) i m > 0 з властивiстю |fm(z)− fm(z∗)| > d(z). Коли
D(f) мiстить пiдмножину позитивної мiри, на якiй infz d(z) > 0, тодi вiдображення f

1Адже кожен елемент атрактора притягує “визначальну бiльшiсть” траєкторiй, а те, що реально стоїть за

“визначальною бiльшiстю” залежить вiд конкретної задачi. В нашому випадку цей термiн природно розумiти

як множину другої категорiї Бера, а коли йдеться про випадковi функцiї, потрiбно ще додатково залучати

поняття несингулярних функцiй.
2Така назва пояснюється тим, що в бiльшостi випадкiв точки з D(f) роздiляють басейни притягувальних

циклiв вiдображення f.
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Рис. 2. Градiєнтна катастрофа i явище Гiбса. f(z) = −z3 + 1,98z, ϕ(x) = 2x − 1, x ∈ [0, 0,75] i ϕ(x) =
= −1,92x+ 1,94, x ∈ (0,75, 1].

є чутливо залежним вiд початкових даних: як завгодно малi збурення початкових станiв

призводять до значних i непередбачуваних вiдхилень кiнцевих станiв.

Яким чином це вiдбивається на розв’язках крайової задачi (1), (2), стає зрозумiлим

iз формули wϕ(x, t) = f [x+t](ϕ({x + t})). Нехай для спрощення викладок z0 ∈ D(f) —

нерухома точка. Якщо ϕ(x0) = z0 i ϕ̇(x0) 6= 0, то, хоч би яким малим був окiл Vn точки

(x, t), на характеристицi x + t = x0 + n маємо diamwϕ(Vn) > d(z0), починаючи з деякого

n. Це означає, що з розв’язком wϕ(x, t) вiдбувається градiєнтна катастрофа: коливання

розв’язку в околi точок, що лежать на характеристицi x + t = x0 + n, стає iз зростанням
n майже рiвним d(z0), а його графiк — все ближчим до вертикального вiдрiзка довжини

≈ d(z0). Аналогiчна ситуацiя має мiсце для кожної сiм’ї характеристик x + t = x̃ + n,
n = 0, 1, 2, . . . , якщо тiльки x̃ належить множинi

D(f, ϕ) = ϕ−1(D(f)). (12)

Саме тому функцiї з ω∆[ϕ], що характеризують поведiнку розв’язку wϕ(x, t) при вели-

ких t, “втрачають” неперервнiсть i є багатозначними на D(f, ϕ). Наближення розв’язкiв

до вiдповiдних розривних багатозначних функцiй часто супроводжується в околi точок

розриву ”викидами”, якi зi зростанням часу стабiлiзуються. Амплiтуда усталених ”вики-

дiв” визначається вiдображенням f i не залежить вiд початкового стану ϕ. Звичайно, тодi
вiдповiднi граничнi функцiї також мають ”викиди” в точках розриву (багатозначностi).

Такий тип наближення неперервних функцiй до розривних носить назву явища Гiбса i у

випадку задачi (1), (2) обумовлений вiд’ємнiстю мультиплiкатора притягувального циклу

вiдображення f. Сказане iлюструє рис. 2, на якому зображено найпростiшу ситуацiю, коли

початковий стан лiнiйний (кусково) i вiдображення f(z) має лише нерухомi точки, а саме,

притягувальнi точки z = a1 i z = a2 (з мультиплiкаторами, меншими вiд нуля) та вiд-

штовхувальну точку z = 0. Як бачимо, в процесi еволюцiї навiть лiнiйний початковий стан
досить швидко стає майже розривним. Хоча взятий початковий стан не задовольняє другу

з умов гладкого узгодження, вiн демонструє динамiку, типову для будь-якого початково-

го стану ϕ(x) (незалежно вiд виконання умов узгодження), аби тiльки iнтервал ϕ([0, 1])
накривав точку z = 0.

Акуратний виклад описаних вище математичних конструкцiй можна знайти в [6, 7].
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3. Приклад i комп’ютерна графiка. Продемонструємо розглянутi вище сценарiї iде-

альної турбулентностi на прикладi крайової задачi (1), (2). Щоб остаточно її спростити,

вiзьмемо за f в крайових умовах найпростiшу нелiнiйну необоротну функцiю — квадра-

тичну, а саме, вельми популярну логiстичну параболу:

fλ : z 7→ λz(1− z), z ∈ R, λ > 0 — параметр. (13)

Динамiчнi властивостi вiдображення (13) добре вивченi i широко вiдомi (див., зокрема,

[8]), так що будемо використовувати їх без пояснень.

Вiдображення fλ має нерухомi точки z = 0 та z = 1 − 1/λ, якi збiгаються при λ = 1.
Вiдповiдно, крайова задача має не бiльше двох сталих розв’язкiв: w(x, t) = 0 та w(x, t) =
= 1 − 1/λ. При λ > 4 у вiдображення fλ немає обмежених iнварiантних iнтервалiв,

а при 0 < λ ≤ 4 є один максимальний (за включенням) iнварiантний iнтервал [0, 1].
Тому вiдмiннi вiд сталих обмеженi розв’язки iснують тiльки за умови, що λ ∈ (0, 4],
причому такi розв’язки породжуються тiльки тими початковими станами ϕ ∈ C1, для яких
ϕ([0, 1]) ⊆ [0, 1]. Надалi будемо вважати цi умови виконаними в дещо посиленому варiантi:

λ ∈ (0, 4] i ϕ([0, 1]) ⊆ (0, 1), ϕ(x) 6≡ const на будь-якому iнтервалi (14)

(додатковi обмеження на ϕ дозволяють уникнути певних негрубих ситуацiй). Проаналi-

зуємо, якою буде поведiнка розв’язкiв wϕ(x, t) залежно вiд λ. Ми зможемо судити про

наявнiсть турбулентностi не тiльки в iндивiдуальних розв’язках, але й у крайовiй задачi в

цiлому, оскiльки умовам (14) вiдповiдають майже всi ϕ : [0, 1] → [0, 1].

Властивостi розв’язку wϕ(x, t) при великих значеннях часу можна охарактеризувати за

допомогою ω -граничної множини ω∆[ϕ] ⊂ C∆; тут не зайво уточнити, що за метрику в

просторi C∆ взято вiдстань Хаусдорфа мiж графiками. В типових ситуацiях ω∆[ϕ] скла-
дається з функцiй ξt(x), t ∈ R

+ (певнi з яких спiвпадають), що мають такi властивостi.

Кожна функцiя ξt(x) переводить [0, 1] в себе i є розривною (багатозначною) при тих x,
для яких {x + t} ∈ D(fλ, ϕ) := ϕ−1(D(fλ)), де {·} — дробова частина числа i D(fλ) —

роздiльник вiдображення (13).

Таким чином, функцiя ξ0(x) розривна на множинi D(fλ, ϕ), а iншi функцiї ξt(x) роз-

ривнi на вiдповiдному “зсувi” множини D(fλ, ϕ), а саме, на множинi точок x = {x̃− t} ,
x̃ ∈ D(fλ, ϕ). Щоб з’ясувати, коли в задачi має мiсце турбулентнiсть, потрiбно розiбратися

з тополого-геометричними властивостями функцiй ξ ∈ ω∆[ϕ] при рiзних значеннях λ. Для
вiдображення (13) i взагалi для квадратичних вiдображень ця задача значно спрощується

з огляду на властивостi “успадкування потужностi” та “успадкування розмiрностi”: коли

D(f) має нескiнченне число граничних точок, тодi

cardD(f, ϕ) = cardD(f), (15)

dimfracD(f, ϕ) = dimfracD(f), dimfrac gr ξ = dimfracD(f, ϕ) + 1, (16)

dimfrac — фрактальна розмiрнiсть, gr ξ — графiк функцiї ξ ∈ ω∆[ϕ].

Цi властивостi мають мiсце для будь-якої функцiї ϕ ∈ C1, що задовольняє умови (14)

(див., зокрема, [7]), i саме такi функцiї ми розглядаємо.
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Рис. 3. Сходи Ламерея (iтерацiйна дiаграма) при 0 < λ ≤ 3.

Як бачимо, у даному контекстi ключова роль належить роздiльнику D(fλ). Варто на-

гадати, що його структура визначається циклами вiдображення fλ. Бiфуркацiї циклiв при
зростаннi λ вiдбуваються згiдно з упорядкуванням Шарковського

1 ≺ 2 ≺ 22 ≺ 23 ≺ · · ·
︸ ︷︷ ︸

фактор-блок

≺ . . .

. . . ≺ · · · ≺ 7 · 22 ≺ 5 · 22 ≺ 3 · 22
︸ ︷︷ ︸

базис-блок × 2
2

≺ . . . 7 · 2 ≺ 5 · 2 ≺ 3 · 2
︸ ︷︷ ︸

базис-блок × 2

≺ · · · ≺ 7 ≺ 5 ≺ 3
︸ ︷︷ ︸

базис-блок

(17)

(через ≺ позначено вiдношення змушення для циклiв неперервних вiдображень: наявнiсть

циклу з перiодом p спричиняє наявнiсть циклу з будь-яким перiодом p′ ≺ p). При цьому

fλ, як i всi квадратичнi вiдображення, або має один притягувальний цикл, або взагалi не

має притягувальних циклiв.

Виходячи зi структури D(fλ) при рiзних значеннях λ, ми виокремимо типовi для

крайових задач сценарiї iдеальної турбулентностi i за допомогою комп’ютерної графi-

ки проiлюструємо їхнiй перебiг на прикладi розв’язку, що вiдповiдає початковому стану

ϕ(x) = ax2 + bx + c, де числовi значення коефiцiєнтiв обранi залежно вiд значення пара-

метра λ таким чином, щоб виконувалися умови гладкого узгодження (i, отже, розв’язок

wϕ(x, t) був C1 -гладким). Задля уникнення плутанини мiж областями, в яких змiнюються

x — просторова змiнна крайової задачi, i z — незалежна змiнна в (13), будемо у другому

випадку позначати iнтервал [0, 1] через I.
1. Труднощi можуть з’явитися тiльки при λ > 3, оскiльки в протилежному випадку

динамiка вiдображення fλ подiбна до лiнiйної: fλ має одну притягувальну нерухому точку

z = γ, де γ = 0 при 0 < λ ≤ 1 i γ = 1 − 1/λ при 1 < λ ≤ 3; у першому випадку ця

точка притягує весь iнтервал I, а в другому — внутрiшнiсть iнтервалу I (рис. 3). Тому

роздiльник D(fλ) або порожнiй, або складається з двох точок: вiдштовхувальної нерухомої

точки z = 0 та її прообразу z = 1, i отже, в будь-якому випадку множини D(fλ, ϕ) будуть
порожнiми i, вiдповiдно, розв’язки wϕ(x, t) будуть зi зростанням t рiвномiрно прямувати

до стацiонарного розв’язку w(x, t) = γ. В термiнах ω -граничних множин це означає,

що всi множини ω∆[ϕ] збiгаються мiж собою i складаються з однiєї функцiї ξ◦(x) = γ.
Отже, атрактор задачi є теж зовсiм простим — це точка ξ◦. При 0 < λ ≤ 3 маємо той

винятковий випадок, коли атрактор крайової задачi лежить в її рiдному фазовому просторi

i про iдеальну турбулентнiсть говорити не доводиться.

2. При переходi параметра λ через значення, що дорiвнює 3, вiдбувається бiфуркацiя
подвоєння перiоду: нерухома точка z = γ стає вiдштовхувальною i вiд неї народжується
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а) б)

Рис. 4. {γ1, γ2, . . . , γm} — притягувальний цикл; cn = fn
λ (1/2), m, n = 0, 1, . . . .

притягувальний цикл перiоду 2. Цей цикл залишається притягувальним доти, доки λ ≤ 1+
+
√
6, i притягує всi точки з I окрiм точок роздiльника D(fλ), який порiвняно з попереднiм

випадком “збiльшується” на прообрази точки z = γ, тобто D(fλ) =
⋃

n≥ 0 f
−n
λ (γ)∪{0}∪{1}.

Тепер D(fλ) являє собою злiченну замкненумножину з двома граничними точками z = 0 та
z = 1. Томумножини D(fλ, ϕ) будуть непорожнiми i скiнченними, внаслiдок чогомножини
ω∆[ϕ] складатимуться з (напiвнеперервних зверху) функцiй зi скiнченним числом розривiв.

Звiдси висновок: при 3 < λ ≤ 1 +
√
6 атрактор крайової задачi знаходиться поза фазовим

простором, але iдеальної турбулентностi в задачi немає. Вiзьмемо, наприклад, λ = 3,4. Ви-
гляд fλ в цьому випадку подано на рис. 4a. Вiдповiдний перебiг еволюцiї розв’язкiв wϕ(x, t)
продемонстровано на рис. 5, де для конкретного початкового стану ϕ(x) зображено одну

з функцiй, що входять в ω -граничну множину ω∆[ϕ]. Ситуацiя тут така: для будь-якого t◦
послiдовнiсть wϕ(x, t◦+2k) прямує при k → ∞ до напiвнеперервної зверху функцiї ξt◦(x),
яка має розрив у точцi x∗ ≈ 0,5626625, що визнається умовою ϕ({x∗ − t◦}) = γ ; до того ж
спостерiгається явище Гiбса. Зазначимо, що явище Гiбса має мiсце при кожному λ з iнтер-

валу
(
1+

√
5, 1+

√
6
]
i вiдсутнє, коли 3 < λ ≤ 1+

√
5 (притягувальний цикл вiдображення

fλ в першому випадку має вiд’ємний мультиплiкатор, а в другому — додатний).

3. З подальшим зростанням λ вiдбувається послiдовне подвоєння перiодiв притягу-

вальних циклiв, яке триває аж до λ∗ = limi→∞ λi ≈ 3,57, де λi — бiфуркацiйне значення,

при якому з циклу перiоду 2i−1 виникає цикл перiоду 2i (зокрема, λ0 = 1, λ1 = 3, λ2 =
= 1 +

√
6). Якщо 1 +

√
6 < λ < λ∗, то fλ має цикли тiльки з перiодами 1, 2, 22, . . . , 2m,

де m = m(λ) ≥ 2 i m(λ) → ∞ при λ → λ∗. Цикл перiоду 2m — єдиний притягувальний

цикл, iншi цикли — вiдштовхувальнi. Роздiльник D(fλ) знову складається з прообразiв

вiдштовхувальних циклiв i, отже, є злiченною замкненою множиною, але тепер зi значно

бiльшою кiлькiстю граничних точок, якими є прообрази циклiв з перiодами < 2m−1. Та-
ким чином, починаючи з λ = 1 +

√
6, “працює ” спiввiдношення (15), з якого випливає,

що всi множини D(fλ, ϕ) також будуть злiченними i, вiдповiдно, множини ω∆[ϕ] склада-
тимуться з функцiй зi злiченним числом розривiв. Типовий приклад маємо при λ = 3,5,
коли перiод притягувального циклу дорiвнює 4 (рис. 4б). Спiввiдносна динамiка розв’язку

wϕ(x, t) подана на рис. 6. Цей випадок аналогiчний до попереднього. Для будь-якого t◦
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Рис. 5. Асимптотична динамiка розв’язкiв при λ = 3, 4. Послiдовнiсть wϕ(x, t◦ + 2k) збiгається при k → ∞
до напiвнеперервної зверху функцiї ξt◦(x) зi скiнченним числом розривiв. При цьому має мiсце явище

Гiбса
(

ϕ(x) = ax2 + bx+ c, a = −0,7483, b = 0,4923, c = 0,8; t◦ = 0,25; x∗ = 0,5626625
)

.

послiдовнiсть wϕ(x, t◦+4k) прямує при k → ∞ до певної напiвнеперервної зверху функцiї

ξt◦(x), але з тiєю вiдмiннiстю, що тепер ξt◦(x) має злiченне число розривiв, проте набiр

амплiтуд розривiв залишається скiнченним. Розриви вiдбуваються при тих x, для яких

ϕ({x + t◦}) є прообразом циклу перiоду 2, i скупчуються бiля точки x∗ ≈ 0,5529829, для
якої ϕ({x + t◦}) = γ. Саме функцiї ξt(x), t ∈ [0, 4), i утворюють ω -граничну множину

ω∆[ϕ]. Явище Гiбса також вiдбувається, але на малюнку його можна вiдтворити тiльки

при достатньому збiльшеннi масштабування.

При λ = λ∗ всi цикли вiдображення fλ вiдштовхувальнi, а їхнi перiоди пробiгають

всi ступенi двiйки 1, 2, 22, 23, . . . . Роздiльник D(fλ), який знову складається з прообразiв

вiдштовхувальних циклiв, є злiченною, але вже незамкненою множиною, а всi точки з

I \D(fλ) притягуються до канторової множини, утвореної граничними точками роздiльни-
ка. В цьому випадку при фiксованих t збiжними виявляються послiдовностi wϕ

(
x, t+ 2k

)
,

k = 0, 1, . . . . Вiдповiднi граничнi функцiї ξt(x) складають ω -граничну множину ω∆[ϕ] i
мають злiченне число розривiв, проте тепер вони влаштованi складнiше: по-перше, для

кожної функцiї ξt◦(x) точки скупчення розривiв — це тi x, для яких ϕ({x + t◦}) є про-

образомщойно згаданої канторової множини, i, по-друге, набiр амплiтуд розривiв є нескiн-

ченним, а самi амплiтуди спадають до нуля (зi швидкiстю, що визначається константою

Фейгенбаума α ≈ 2,5029). Iлюстрацiю наведено на рис. 7.
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Рис. 6. Слабка турбулентнiсть при λ = 3,5. Послiдовнiсть wϕ(x, t◦ + 4k) збiгається при k → ∞ до напiв-

неперервної зверху функцiї ξt◦(x) зi злiченним числом розривiв, при цьому має мiсце явище Гiбса
(

ϕ(x) = ax2 + bx+ c, a = −0,6764, b = 0,4364, c = 0,8; t◦ = 0,25; x∗ = 0,5529829
)

.

Рис. 7. Слабка турбулентнiсть при λ = λ∗ ≈ 3,57. Послiдовнiсть wϕ

(

x, t◦ + 2k
)

збiгається при k → ∞ до

напiвнеперервної зверхуфункцiї ξt◦(x) зi злiченнимчисломрозривiв
(

ϕ(x) = ax2+bx+c, a = −0,6295,
b = 0,4007, c = 0,8; t◦ = 0,2

)

.
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а) б)

Рис. 8. {γ1, γ2, γ3} — притягувальний цикл, {J1, J2} — “поглинальний” цикл iнтервалiв, cn = fn
λ (1/2).

Функцiї зi злiченним числом розривiв належать до фрактальних, звiдки випливає, що i

при 1 +
√
6 < λ < λ∗, i при λ = λ∗ в задачi має мiсце iдеальна турбулентнiсть. Щоб зрозу-

мiти, наскiльки розвиненою вона є, з’ясуємо, яку фрактальну розмiрнiсть мають графiки

функцiй ξ ∈ ω∆[ϕ]. Для цього выкористовуються спiввiдношення (16), з яких випливає,

що в обох випадках dimfrac D(ϕ, fλ) = 0, i отже, dimfrac gr ξ = 1. Така хаотизацiя дiстала

назву слабкої iдеальної турбулентностi. В результатi констатуємо, що при 1 +
√
6 < λ ≤ λ∗

крайова задача демонструє слабку турбулентнiсть.

4. Якщо продовжувати збiльшувати λ, то з’являтимуться все новi й новi цикли, i от-

же (завдяки (17)) при λ > λ∗ у fλ будуть цикли з перiодами, вiдмiнними вiд ступеня

двiйки, а тому будуть i цикли як завгодно великого перiоду. Внаслiдок цього роздiльник

D(fλ) iстотно “збiльшується”: до множини прообразiв вiдштовхувальних циклiв “додаю-

ться” її граничнi точки, i тепер D(fλ) стає незлiченною множиною. З (15) випливає, що

множини D(fλ, ϕ) також будуть незлiченними i, вiдповiдно, ω -граничнi множини ω∆[ϕ]
складатимуться з фрактальних функцiй з незлiченним числом розривiв.

Отже, при λ > λ∗ в крайовiй задачi знову маємо iдеальну турбулентнiсть, але при

цьому для всiх ϕ та ξ ∈ ω∆[ϕ], як побачимо далi, dimfrac gr ξ > 1. Таку хаотизацiю названо

сильною iдеальноютурбулентнiстю i вона бiльш розвинута за слабку. Розглянемо двi типовi

ситуацiї.

4a.На iнтервалi (λ∗, 4] iснує вiдкрита щiльна множина Λa значень параметра, при яких

fλ має (притому єдиний) притягувальний цикл. При кожному λ ∈ Λa перiод цього циклу

вiдрiзняється вiд ступеня двiйки, а сам цикл притягує всi точки з I за винятком роздiльника

D(fλ), який є, як свiдчить теорiя, канторовою множиною позитивної фрактальної розмiр-

ностi r = r(λ) < 1. З цього, зважаючи на (16), виводимо: dimfrac gr ξ = r+1 для ξ ∈ ω∆[ϕ].
Отже, при λ ∈ Λa крайова задача демонструє сильну турбулентнiсть. Для прикладу вiзь-

мемо λ = 3,83, коли fλ має притягувальний цикл перiоду 3. Цю ситуацiю iлюструють

рис. 8а та 9. При цьому для будь-якого t◦ послiдовнiсть wϕ(x, t◦ + 3k) прямує при k → ∞
до певної напiвнеперервної зверху функцiї ξt◦(x). Отже, ω -гранична множина ω∆[ϕ] скла-
дається з функцiй ξt(x), t ∈ [0, 3); кожна такафункцiя має розриви нафрактальнiй множинi
(причому мiж будь-якими двома точками розриву знайдеться iнтервал неперервностi) i всi

розриви мають одну й ту саму амплiтуду. В результатi, 1 < dimfrac gr ξt◦ < 2. Окрiм то-
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Рис. 9. Сильна турбулентнiсть при λ = 3,83. Послiдовнiсть wϕ(x, t◦ + 3k) збiгається при k → ∞ до напiв-

неперервної зверху функцiї ξt◦(x) з незлiченним числом розривiв, при цьому має мiсце явище Гiбса;

графiк ξt◦(x) є локально самоподiбним в точках розриву i має фрактальну розмiрнiсть, бiльшу за 1
i меншу за 2

(

ϕ(x) = ax2 + bx + c, a = −0,4756, b = 0,2884, c = 0,8; t◦ = 0,5; x∗ = 0,27267,
ε = 0,00001, µ = −1,83

)

.

го, графiк gr ξt◦(x) є локально самоподiбним у точках розриву. На рис. 9 цю властивiсть

продемонстровано на прикладi точки x∗ ≈ 0,27267, для якої ϕ({x∗ + t◦}) = γ. Графiк
функцiї ξt◦(x), розташований в областi B, є майже копiєю того ж графiку, розташованого
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в областi A, при цьому коефiцiєнт подiбностi визначається мультиплiкатором µ = −1,83
точки z = γ. Якщо поглянути на область B “пiд лупою”, збiльшивши масштаб по осi x в

|µ| разiв, то побачимо в областях A i B дуже схожi картини. Явище Гiбса також має мiсце,

але вiдповiднi “викиди” настiльки малi, що не вiдображаються на рис. 9.

4b. Разом з Λa iнтервал (λ∗, 4] мiстить нiде не щiльну множину Λb позитивної лебе-

гової мiри, що складається з тих значень параметра, при яких fλ має (притому єдиний)

“поглинальний” цикл iнтервалiв — скiнченний набiр замкнених iнтервалiв, якi попарно

не мають спiльної внутрiшностi, циклiчно переставляються пiд дiєю fλ i є такими, що

кожна точка з I за скiнченне число iтерацiй потрапляє в один з них. На “поглинально-

му” циклi iнтервалiв iснує всюди щiльна траєкторiя (всi цикли є вiдштовхувальними). Це

означає, що кожна точка z ∈ I є нестiйкою, i отже, D(fλ) = I. Тому dimfrac D(fλ) = 1, i
згiдно з (16) маємо dimfrac gr ξ = 2 для ξ ∈ ω∆[ϕ]. Як бачимо, при λ ∈ Λb крайова задача

знову демонструє сильну турбулентнiсть, але в цьому разi спостерiгаємо в певному сенсi

екстремальну картину, адже dimfrac gr ξ = dimgrϕ+1. Дамо пояснення на прикладi, коли
λ = λ∗ ≈ 3,678, де λ∗ — дiйсний корiнь рiвняння f3

λ(1/2) = 1 − 1/λ (тобто λ∗ — це

те значення параметра, при якому точка екстремуму z = 1/2 за три iтерацiї потрапляє в

нерухому точку z = γ ). Вiдображення fλ∗
має “поглинальний” цикл iнтервалiв, що склада-

ється з двох сумiжних iнтервалiв (див рис. 8б). Вiдповiдна еволюцiя розв’язкiв зображена

на рис. 10: для будь-якого t◦ послiдовнiсть wϕ(x, t◦ + 2k) прямує при k → ∞ до певної

функцiї ξt◦(x), розривної при кожному x ∈ [0, 1]. В результатi множину ω∆[ϕ] складають
з функцiї ξt(x), t ∈ [0, 2), для яких dimfrac gr ξt = 2. З геометричної точки зору це означає,

що розв’язок wϕ(x, t) визначає на площинi (y, x) гладку криву y = wϕ(x, t◦ +2k), яка стає
при великих k подiбною до плоскої space-filling кривої — неперервної 2-вимiрної кривої,

що проходить через кожну точку деякого квадрата.

4c.Решта значень λ з iнтервалу (λ∗, 4] складають незлiченну нiде нещiльнумножину Λc

нульової лебегової мiри. Ми не будемо докладно зупинятися на цiй нетиповiй ситуацiї. Тут

мають мiсце випадки двох типiв: або такi ж, як для λ ∈ Λa, або подiбнi до випадку

λ = λ∗, та з тiєю рiзницею, що iснують цикли перiодiв, вiдмiнних вiд ступеня двiйки, i

тому роздiльник є незлiченною множиною. Отже, турбулентнiсть в крайовiй задачi при

λ ∈ Λc знову буде сильною.

5.Ми проiлюстрували перебiг сценарiїв групи (∗). Тепер кiлька слiв про сценарiй (∗∗).
Типову ситуацiю, коли цей сценарiй вiдбувається, маємо при λ ∈ Λb. Наявнiсть space-filling
властивостi, наприклад, як на рис. 10, приводить до того, що розв’язки wϕ(x, t) при великих
t потрапляють за горизонт передбачуваностi i стає неможливим обчислити їхнє значення

достовiрно: наближене значення (навiть при як завгодно високiй точностi обчислень) може

виявитися вiдмiнним вiд справжнього значення на величину порядку 1. Тому природно по-

стає питання про сценарiй (∗∗), пов’язаний з iмовiрнiсним описом розв’язкiв. Як показує

теорiя (див., наприклад, [9, 10]), цей сценарiй реалiзується за умови, що fλ має гладку

iнварiантну мiру, скажiмо, µ. Тодi асимптотична динамiка розв’язку wϕ(x, t) описується

випадковими функцiями з ω -граничної множини ω#[ϕ], а розподiли цих функцiй задаю-

ться мiрою µ. Такого роду хаотизацiю названо стохастичною iдеальною турбулентнiстю.

Добре вiдомо, що при кожному λ ∈ Λb гладка iнварiантна мiра у fλ iснує (i зосереджена

на “поглинальному” циклi iнтервалiв). Отже, коли λ ∈ Λb, тодi сильна турбулентнiсть

у крайовiй задачi одночасно є стохастичною, до того ж стохастична турбулентнiсть не є

чимось виключним, це явище фiзично реалiзовне в тому сенсi, що спостерiгається на множинi

значень параметра позитивної мiри Лебега.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2019, т. 22, № 1



16 А. А. АКБЕРГЕНОВ, О. Ю. РОМАНЕНКО

Рис. 10. Сильна турбулентнiсть при λ = λ∗ ≈ 3,678. Послiдовнiсть wϕ(x, t◦ + 2k) збiгається при k → ∞ до

напiвнеперервної зверху функцiї ξt◦(x), розривної в кожнiй точцi; фрактальна розмiрнiсть графiка

ξt◦(x) дорiвнює 2
(

ϕ(x) = ax2 + bx+ c, a = −0,5621, b = 0,3505, c = 0,8; t◦ = 0,6
)

.

4. Про атрактор. Ми простежили трансформацiї хаотичної динамiки розв’язкiв при

змiнi λ в iнтервалi турбулентностi
(
1 +

√
6, 4

]
. Тепер побiжно зупинимося на питаннi: що

являє собою атрактор задачi, наскiльки складно вiн влаштований? Нагадаємо, що пiд атра-

ктором крайової задачi розумiється глобальний атрактор динамiчної системи зсувiв (10)

в розширених просторах C∆ i C#. Як i ранiше, для загального розумiння не обов’язково

залучати точнi математичнi формулювання, достатньо буде спрощеного погляду, i в цьому

планi аргументальною iлюстрацiєю буде наведена вище вiзуалiзацiя рiзних типiв перебiгу

iдеальної турбулентностi.

Атрактор в C∆ завжди iснує; коротко кажучи, вiн визначається як найменша замкнена

множина A∆ ⊂ C∆, що притягує (в метрицi простору C∆ ) майже всi траєкторiї, що

починаються в фазовому просторi C1. Динамiчна система (10) задає (за неперервнiстю)

рух на атракторi, а саме: ξ(x) 7→ f(ξ(x)), ξ ∈ A∆.

При λ ∈
(
1 +

√
6, λ∗

)
∪ Λa майже всi траєкторiї вiдображення fλ притягуються до

циклу, а при λ ∈ Λb притягуються до циклу iнтервалiв. Ця перiодичнiсть “спадкується”

динамiчною системою (10). Для майже кожної траєкторiї St[ϕ](x) вiдповiдна ω -гранична
множина ω∆[ϕ] складається з фрактальних функцiй i є циклом. Так, якщо λ = 3,83, то
для майже всiх ϕ ∈ C1 множину ω∆[ϕ] складають функцiї ξt(x) = Limk→∞wϕ(x, t + 3k),
t ∈ [0, 3), де Lim — операцiя граничного переходу в C∆. З цiєї формули для ξt(x) та з (7) i
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(9) виводимо, що f(ξt(x)) = ξt+1(mod 3)(x), тобто множина ω∆[ϕ] є циклом перiоду 3. Отже,

атрактор A∆ складається з циклiв перiоду 3. При iнших значеннях λ з iнтервалу
(
1+

√
6, 4

]

атрактор A∆ складається або з циклiв, або з майже перiодичних траєкторiй. Зокрема, при

λ = λ∗ ≈ 3,57 атрактор A∆ утворюють траєкторiї з майже перiодами 1, 2, 22, 23, . . . .
При λ ∈ Λb крайова задача має атрактор також i в просторi C#, i цей атрактор A#

також складається з циклiв. Наприклад, при λ = λ∗ ≈ 3,678 обидва атрактори A∆ i A#

утворюються циклами перiоду 2.
Таким чином, при всiх розглянутих типах хаотизацiї розв’язкiв фазова (нескiнченнови-

мiрна) динамiка на атракторi є регулярною — перiодичною або майже перiодичною.

Насамкiнець важливо пiдкреслити, що розглянутi сценарiї iдеальної турбулентностi є

характерними для широких класiв крайових задач математичної фiзики.
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