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We consider the most general class of multipoint boundary-value problems for systems of linear ordinary
differential equations of the first order whose solutions belong to the given Sobolev space Wn

p , n ∈ N,
1 ≤ p ≤ ∞. Sufficient constructive conditions under which the solutions of these problems are continuous
with respect to the parameter ε for ε = 0 in the space Wn

p are established.

Розглянуто найбiльшширокий клас багатоточкових крайових задач для систем лiнiйних звичайних
диференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки яких належать заданому простору Соболєва
Wn

p , n ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞. Встановлено конструктивнi достатнi умови, за яких розв’язки цих задач
неперервнi за параметром ε при ε = 0 у просторi Wn

p .

1. Вступ. Дослiдження властивостей розв’язкiв систем звичайних диференцiальних рiв-
нянь є суттєвою частиною багатьох задач аналiзу та його застосувань (див., наприклад,
[1] та наведену там бiблiографiю). Для лiнiйних крайових задач умови фредгольмовостi з
нульовим iндексом та неперервної залежностi розв’язкiв за параметром встановленi I. Т. Кi-
гурадзе [2, 3]. Отриманi ним результати набули подальшого розвитку в роботах [4 – 6]. Цi
дослiдження було поширено на бiльш загальнi класи крайових умов, пов’язаних iз рiзними
функцiональними банаховими просторами [7 – 11]. Метою даної роботи є детальний ана-
лiз розв’язкiв багатоточкових фредгольмових крайових задач, що спирається на результати
робiт [8, 11]. У випадку 1 ≤ p < ∞ одержанi автором результати узагальнюють теореми
роботи [12]. Випадок p =∞ має особливостi i ранiше не вивчався.

2. Постановка задачi. Нехай задано скiнченний iнтервал [a, b] ⊂ R та параметри

1 ≤ p ≤ ∞, r ∈ N ∪ {0}, {m, k, n} ⊂ N.

Довiльним чином виберемо r ≥ 1 точок {t1, . . . , tr} ⊂ [a, b].
Позначимо через Wn

p := Wn
p ([a, b];C) комплексний простiр Соболєва i покладемо

W 0
p := Lp. Також позначимо простори Соболєва вектор-функцiй

(
Wn

p

)m
:=Wn

p ([a, b];Cm)

i матриць-функцiй
(
Wn

p

)m×m
:=Wn

p ([a, b];Cm×m) , елементи яких належать функцiональ-
ному простору Wn

p . Норми у цих просторах позначимо через ‖ · ‖n,p, вони є сумами вiд-
повiдних норм у Wn

p всiх елементiв векторно- або матричнозначної функцiї. З контексту
завжди зрозумiло, про норму в якому саме просторi (скалярних, вектор- чи матриць-функ-
цiй) йде мова. Якщо m = 1, то всi цi простори збiгаються. Як вiдомо, простори Wn

p є
банаховими; вони сепарабельнi тодi i лише тодi, коли p <∞.

Для кожного ε ∈ [0, ε0), ε0 > 0, розглянемо багатоточкову крайову задачу

L(ε)y(t, ε) := y′(t, ε) +A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε), t ∈ (a, b). (1)
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Тут при кожному фiксованому значеннi параметра ε матрицi-функцiї A(·, ε) належать
простору

(
Wn−1

p

)m×m
, вектор-функцiї f(·, ε) — простору

(
Wn−1

p

)m та вектор c(ε) —
простору Cm.

Пов’яжемо з системою (1) багатоточкову фредгольмову крайову умову

B(ε)y(·, ε) =
r∑

j=0

ωj(ε)∑
k=1

n∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε), ε) = q(ε), (2)

де вектори q(ε) належать простору Cm, а матрицi β(l)j,k(ε) — простору Cm×m.
Вектори i вектор-функцiї вважаємо записаними у виглядi стовпцiв. Пiд розв’язком кра-

йової задачi (1), (2) розумiємо вектор-функцiю y(·) ∈
(
Wn

p

)m
, яка задовольняє рiвняння (1)

майже скрiзь (при n ≥ 2 скрiзь) на (a, b), та рiвнiсть (2), яка задає m скалярних крайових
умов. Використання у крайовiй умовi (2) повторної суми за iндексами j i k зумовлено
подальшими припущеннями щодо поведiнки точок tj,k(ε) при ε→ 0+ в залежностi вiд
значень параметра j.

У граничному випадку при ε = 0 розглядаємо крайову задачу

L(0)y(t, 0) = f(t, 0), t ∈ (a, b), (3)

B(0)y(·, 0) =
r∑

j=1

n∑
l=0

β
(l)
j y(l)(tj , 0) = q(0), (4)

де матрицi β(l)j ∈ Cm×m, точки tj ∈ [a, b] та вектор q(0) ∈ Cm є заданими.
З огляду на неперервне вкладення(

Wn
p

)m
↪→
(
Cn−1)m (5)

лiва частина крайової умови (2) має сенс для всiх розв’язкiв рiвняння (1). Для кожного
ε ∈ [0, ε0) лiнiйне вiдображення y 7→ B(ε)y, де y ∈

(
Wn

p

)m
, є лiнiйним неперервним

оператором

B(ε) :
(
Wn

p

)m → Cm. (6)

Крайовiй задачi (1), (2) для кожного ε ∈ [0, ε0) вiдповiдає лiнiйний оператор

(L(ε), B(ε)) :
(
Wn

p

)m → (
Wn−1

p

)m × Cm. (7)

Це обмежений фредгольмовий оператор з iндексом нуль [13] (теорема 1).
Зауважимо, що крайовi умови (2), (4) охоплюють як класичнi багатоточковi задачi, так

i некласичнi, що мiстять похiднi шуканих функцiй порядку s, де 1 ≤ s ≤ n.
Основний результат даної статтi полягає у встановленнi явних достатнiх умов, за яких

розв’язок y = y(·, ε) багатоточкової крайової задачi (1), (2) неперервний за параметром ε
у просторi Соболєва Wn

p , 1 ≤ p ≤ ∞, тобто коли розв’язок y(·, ε) є єдиним i задовольняє
граничне спiввiдношення∥∥y(·, ε)− y(·, 0)∥∥

n,p
→ 0 при ε→ 0 + . (8)
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3. Основнi результати. Сформулюємо основнi результати статтi. Їх доведення наведено
в пп. 4, 5. Розглянемо граничнi умови при ε→ 0+ :

(I) A(·, ε)→ A(·, 0) у просторi
(
Wn−1

p

)m×m ;
(II) B(ε)y → B(0)y в Cm для кожного y ∈

(
Wn

p

)m
.

Надалi вважатимемо, що виконується така умова.
Умова (0). Однорiдна гранична крайова задача

L(0)y(t, 0) = 0, t ∈ (a, b), B(0)y(·, 0) = 0

має лише тривiальний розв’язок.
Звiдси випливає, що при ε = 0 фредгольмовий оператор (7) є iзоморфiзмом, тобто

(L(0), B(0)) :
(
Wn

p

)m ↔ (
Wn−1

p

)m × Cm.

Тому крайова задача (3), (4) має єдиний розв’язок y(t, 0) ∈
(
Wn

p

)m для довiльно вибра-
них правих частин f(t, 0) ∈

(
Wn−1

p

)m i q(0) ∈ Cm.

Сформулюємо граничнi теореми для розв’язкiв багатоточкової крайової задачi (1), (2)
у випадку p =∞.

Розглянемо припущення при ε→ 0+ :
(α) tj,k(ε)→ tj для всiх j ∈ {1, . . . , r} та k ∈ {1, . . . , ωj(ε)};

(β)
∑ωj(ε)

k=1
β
(l)
j,k(ε)→ β

(l)
j для всiх j ∈ {1, . . . , r} та l ∈ {0, . . . , n} ;

(γ)
∑ωj(ε)

k=1

∥∥∥β(l)j,k(ε)
∥∥∥ |tj,k(ε)− tj | → 0 для всiх j ∈ {1, . . . , r}, k ∈ {1, . . . , ωj(ε)} та

l ∈ {0, . . . , n} ;
(δ)

∑ω0(ε)

k=1

∥∥∥β(l)0,k(ε)
∥∥∥→ 0 для всiх k ∈ {1, . . . , ω0(ε)} та l ∈ {0, . . . , n}.

Зауважимо, що для крайової задачi (1), (2) не припускається, що коефiцiєнти A(·, ε),
β
(l)
j,k(ε) чи точки tj,k(ε) мають певну регулярнiсть за параметром ε при ε > 0. Будемо

вимагати, щоб для кожного фiксованого j ∈ {1, . . . , r} всi точки tj,k(ε) мали спiльну
границю при ε→ 0+, проте для точок нульової серiї t0,k(ε) така вимога не висуватиметься.

В умовах (γ) та (δ) вираз ‖ · ‖ є нормою комплексної числової матрицi; ця норма
дорiвнює сумi модулiв усiх елементiв матрицi. Припущення (β) i (γ) допускають, що
коефiцiєнти β

(l)
j,k(ε) можуть необмежено зростати при ε → 0+, але не надто швидко. З

умови (δ) випливає, що не потрiбно вимагати збiжнiсть точок t0,j(ε) при ε → 0+ на
вiдмiну вiд умови (α).

Теорема 1. Нехай крайова задача (1), (2) при p = ∞ задовольняє припущення (α), (β),
(γ), (δ). Тодi вона задовольняє граничну умову (II).

Якщо, крiм того, виконанi умови (0) i (I), то для достатньо малих ε її розв’язок iснує,
єдиний та задовольняє граничне спiввiдношення (8).

Сформулюємо граничнi теореми для розв’язкiв багатоточкової крайової задачi (1), (2)
у випадку 1 ≤ p <∞.

Розглянемо припущення при ε→ 0+ :
(γp)

∑ωj(ε)

k=1

∥∥∥β(n)j,k (ε)
∥∥∥ |tj,k(ε)− tj |1/q = O(1) для всiх j ∈ {1, . . . , r} та k ∈ {1, . . . , ωj(ε)},

де 1

p
+

1

q
= 1 ;
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(γ′)
∑ωj(ε)

k=1

∥∥∥β(l)j,k(ε)
∥∥∥ |tj,k(ε)− tj | → 0 для всiх j ∈ {1, . . . , r}, k ∈ {1, . . . , ωj(ε)} та

l ∈ {0, . . . , n− 1}.
Якщо в припущеннi (γp) p = 1, то 1

q
= 0.

Зазначимо, що системи умов (α), (β), (γ), (δ) та (α), (β), (γp), (γ
′), (δ) не гарантують

рiвномiрну збiжнiсть неперервних операторiв B(ε) iз
(
Wn

p

)m до B(0) в Cm при ε→ 0 + .
Тому теорема 1 не випливає iз загальних фактiв теорiї лiнiйних операторiв.

Теорема 2. Нехай крайова задача (1), (2) при 1 ≤ p < ∞ задовольняє припущення (α),
(β), (γp), (γ

′), (δ). Тодi вона задовольняє граничну умову (II).
Якщо, крiм того, виконанi умови (0) i (I), то для достатньо малих ε її розв’язок iснує,

єдиний та задовольняє граничне спiввiдношення (8).
Зауважимо, що в роботах Т. I. Кодлюк i В. А. Михайлеця [12, 14] дослiджено багато-

точковi крайовi задачi для систем звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку в
просторах Соболєва Wn

p , де 1 ≤ p < ∞, але в цих роботах точки вiдрiзка [a, b], якi фiгу-
рують у крайовiй умовi, є фiксованими i не залежать вiд параметра. У роботi Є. В. Гнип i
Т. I. Кодлюк [15] дослiджено некласичнi багатоточковi крайовi задачi для систем звичай-
них диференцiальних рiвнянь у просторах Соболєва Wn

p , де 1 ≤ p <∞, проте в цiй роботi
кiлькiсть точок у кожнiй серiї не залежить вiд параметра ε.

4. Доведення теореми 1. Запишемо оператор (6) у виглядi скiнченної суми r+1 додан-
кiв, роздiлених за серiями:

B(ε)y(·, ε) = B0(ε)y(·, ε) +B1(ε)y(·, ε) + . . .+Br(ε)y(·, ε), (9)

де

B0(ε)y(t0,k(ε), ε) =

ω0(ε)∑
k=1

n∑
l=0

β
(l)
0,k(ε)y

(l)(t0,k(ε)),

B1(ε)y(t1,k(ε), ε) =

ω1(ε)∑
k=1

n∑
l=0

β
(l)
1,k(ε)y

(l)(t1,k(ε)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Br(ε)y(tr,k(ε), ε) =

ωr(ε)∑
k=r

n∑
l=0

β
(l)
r,k(ε)y

(l)(tr,k(ε)). (10)

Тодi спiввiдношення

B0(ε)
s−→ 0, (11)

Bj(ε)
s−→ Bj(0), j ∈ {1, . . . r}, (12)

гарантують виконання граничної умови (II).
Покажемо спочатку сильну збiжнiсть операторiв B0(ε) до нуля, тобто виконання спiв-

вiдношення (11). Враховуючи умову (δ), отримуємо
ω0(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)0,k(ε)
∥∥∥∥∥∥y(l)(t0,k(ε))∥∥∥ ≤ ω0(ε)∑

k=1

∥∥∥β(l)0,k(ε)
∥∥∥ ‖y‖n,∞ → 0
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для всiх допустимих значень iндексiв k i l. Цi та всi iншi границi у доведеннi розглядаємо
за умови, що ε→ 0 + .

Для довiльної вектор-функцiї y ∈ (Wn
∞)m i достатньо малого ε > 0 маємо

‖Bj(ε)y −Bj(0)y‖ =

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

n∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))−
n∑

l=0

β
(l)
j y(l)(tj)

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤

ω0(ε)∑
k=1

n∑
l=0

∥∥∥β(l)0,k(ε)
∥∥∥∥∥∥y(l)(t0,k(ε))∥∥∥+

+
n∑

l=0

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))− β
(l)
j y(l)(tj)

∥∥∥∥∥∥ . (13)

Дослiдимо другий доданок у правiй частинi формули (13). Для довiльних j ∈ {1, . . . , r}
та l ∈ {0, . . . , n} маємо∥∥∥∥∥∥

ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))− β
(l)
j y(l)(tj)

∥∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))−
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj) +

ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj)− β(l)j y(l)(tj)

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)

(
y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj)

)∥∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑

k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j

 y(l)(tj)

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤

ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)j,k(ε)
∥∥∥∥∥∥y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj)∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j

∥∥∥∥∥∥ ‖y‖n,∞.
(14)

Тодi на пiдставi умови (β) справджується збiжнiсть∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j

∥∥∥∥∥∥ ‖y‖n,∞ → 0. (15)

Зауважимо, що у просторi Wn
∞ для довiльних {t1, t2} ⊂ [a, b] та y ∈ (Wn

∞)m виконується
нерiвнiсть

∣∣y(n−1)(t1)− y(n−1)(t2)∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
t2∫

t1

y(n)(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
t2∫

t1

∣∣y(n)(s)∣∣ds = |t2 − t1| ess sup
a≤t1<t2≤b

∣∣y(n)∣∣. (16)
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Крiм того, похiднi функцiй до порядку (n−2) iснують та є лiпшiцевими, а похiдна порядку
n iснує майже скрiзь та є iстотно обмеженою. З наведених мiркувань та з умови (16)
випливає, що похiдна порядку (n− 1) також є лiпшiцевою.

Тому має мiсце таке спiввiдношення:

ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)j,k(ε)
∥∥∥∥∥∥y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj)∥∥∥→ 0. (17)

Справдi, якщо 0 ≤ l ≤ n, то це є прямим наслiдком умови (γ) i того факту, що вектор-
функцiя y належить простору (Wn

∞)m з вiдповiдно визначеною нормою

ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)j,k(ε)
∥∥∥∥∥∥y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj)∥∥∥ =

∥∥∥y(n)∥∥∥
∞

ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)j,k(ε)
∥∥∥ |tj,k(ε)− tj | ≤

≤ ‖y‖n,∞
ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)j,k(ε)
∥∥∥ |tj,k(ε)− tj | → 0.

Iз формул (14), (15), (17) безпосередньо випливає збiжнiсть

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))− β
(l)
j y(l)(tj)

∥∥∥∥∥∥→ 0. (18)

Встановлена збiжнiсть (18) обумовлює виконання умов (12). Тому, враховуючи форму-
ли (11) i (12), робимо висновок, що ‖B(ε)y − B(0)y‖ → 0. Нагадаємо, що вектор-функцiя
y ∈ (Wn

∞)m є довiльною. Отже, гранична умова (II) справджується.
Перше твердження теореми 1 доведено. Друге твердження випливає з доведеного вище

i теореми 1 [11].

5. Доведення теореми 2. Як i ранiше, будемо вважати, що оператор (6) записаний у
виглядi (9), де скiнченна сума r + 1 доданкiв роздiлена за серiями (10).

Згiдно з теоремою Банаха –Штейнгауза достатньо показати, що норма оператора B(ε) :(
Wn

p

)m → Cm є обмеженою при 0 < ε� 1, а також, що B(ε)y → B(0)y в Cm при ε→ 0+
для кожної вектор-функцiї y, яка належить щiльнiй множинi (C∞)m := C∞ ([a, b],Cm) у
просторi

(
Wn

p

)m
.

Доведемо спочатку рiвномiрну по ε обмеженiсть норми оператора

B(ε) =
r∑

j=0

Bj(ε).

Виберемо довiльну вектор-функцiю y ∈
(
Wn

p

)m i достатньо малий параметр ε > 0. Згiдно
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з крайовою умовою (2) маємо нерiвнiсть

‖Bj(ε)y −Bj(0)y‖ =

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

n∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))−
n∑

l=0

β
(l)
j y(l)(tj)

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤

ω0(ε)∑
k=1

n∑
l=0

∥∥∥β(l)0,k(ε)
∥∥∥∥∥∥y(l)(t0,k(ε))∥∥∥+

+

n∑
l=0

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))− β
(l)
j y(l)(tj)

∥∥∥∥∥∥ . (19)

Покажемо обмеженiсть норми оператора, що вiдповiдає нульовiй серiї. Використовую-
чи неперервнiсть вкладення (5), одержуємо нерiвнiсть

ω0(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)0,k(ε)
∥∥∥∥∥∥y(l)(t0,k(ε))∥∥∥ ≤ c0 ω0(ε)∑

k=1

∥∥∥β(l)0,k(ε)
∥∥∥ ‖y‖n,p (20)

для всiх допустимих значень iндексiв l ∈ {0, . . . , n} i k ∈ {1, . . . , ω0(ε)}, де c0 — норма
оператора вкладення (5). Цi та всi iншi границi у доведеннi розглядаємо за умови, що
ε→ 0 + .

Крiм того, для будь-яких l ∈ {0, . . . , n} i j ∈ {1, . . . , r} маємо∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))− β
(l)
j y(l)(tj)

∥∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))−
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj) +

ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj)− β(l)j y(l)(tj)

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)

(
y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj)

)∥∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑

k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j

 y(l)(tj)

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤

ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)j,k(ε)
∥∥∥∥∥∥y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj)∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j

∥∥∥∥∥∥ ‖y‖n,p. (21)

Тут для l = n i кожного k ∈ {1, . . . , ωj(ε)} виконується нерiвнiсть

ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(n)j,k (ε)
∥∥∥∥∥∥y(n)(tj,k(ε))− y(n)(tj)∥∥∥ ≤ ωj(ε)∑

k=1

∥∥∥β(n)j,k (ε)
∥∥∥ c1‖y‖n,p|tj,k(ε)− tj |1/q, (22)

де c1 — норма неперервного оператора вкладення простору Соболєва Wn
p в комплексний

простiр Гельдера Cn−1,1/q([a, b]) (див., наприклад, [16], теорема 4.6.1 (e)). Якщо 1/q = 0,
то останнiй простiр є Cn−1 i нерiвнiсть (22) правильна при c1 := 2c0.
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Крiм того, для кожного l ∈ Z, де 0 ≤ l ≤ n− 1, за теоремою Лагранжа маємо

ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)j,k(ε)
∥∥∥∥∥∥y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj)∥∥∥ ≤

≤
ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)j,k(ε)
∥∥∥ max
a≤t≤b

∥∥∥y(l+1)(t)
∥∥∥ |tj,k(ε)− tj | ≤

≤
ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)j,k(ε)
∥∥∥ c0‖y‖n,p |tj,k(ε)− tj | . (23)

Iз нерiвностей (19) – (23) та умов (β), (γp), (γ
′), (δ) випливає

‖B(ε)y −B(0)y‖ ≤ c‖y‖n,p,

де число c > 0 не залежить вiд y ∈
(
Wn

p

)m i достатньо малого ε > 0. Отже, норма
оператора B(ε) обмежена при 0 < ε� 1.

Обґрунтуємо сильну збiжнiсть оператора B(ε) до B(0). Враховуючи умову (δ) i нерiв-
нiсть (20), маємо

ω0(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)0,k(ε)
∥∥∥∥∥∥y(l)(t0,k(ε))∥∥∥→ 0. (24)

Крiм того, за умовою (β)

c0

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j

∥∥∥∥∥∥ ‖y‖n,p → 0. (25)

Якщо y належить (C∞)m , то

ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)j,k(ε)
∥∥∥∥∥∥y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj)∥∥∥ ≤

≤
ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)j,k(ε)
∥∥∥ max
a≤t≤b

∥∥∥y(l+1)(t)
∥∥∥ |tj,k(ε)− tj | → 0 (26)

для всiх l ∈ {0, . . . , n} з урахуванням умов (α) i (β). Отже, з формул (19), (24) – (26) маємо
збiжнiсть B(ε)y → B(0)y в Cm при ε→ 0+ для кожного y ∈ (C∞)m .

Перше твердження теореми 2 доведено. Друге твердження випливає з доведеного вище
та теореми 1 [17].
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