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We establish the existence conditions for solutions of the impulsive weakly nonlinear boundary-value
problem in the critical case of the second order and find the structure of these solutions. By using
the theory of orthoprojectors and pseudoinverse Moore – Penrose matrices, we investigate the sufficient
condition for the existence of solutions of these problems and propose an iterative algorithm for their
construction. We show that the existence of a solution of the original boundary-value problem depends on
the conditions obtained by means of nonlinearities and the second approximation to the required solution.
We propose to consider the impulsive problem as an inner boundary-value problem.

Встановлено умови iснування та структуру розв’язкiв слабконелiнiйної крайової задачi з iмпульс-
ним впливом у критичному випадку другого порядку. За допомогою теорiї ортопроекторiв та
псевдообернених за Муром –Пенроузом матриць дослiджено достатню умову iснування розв’язкiв
таких задач, запропоновано iтерацiйний алгоритм їх побудови. Показано, що iснування розв’язку
вихiдної крайової задачi залежить вiд умов, отриманих за допомогою нелiнiйностi i другого
наближення до шуканого розв’язку. Запропоновано задачу з iмпульсним впливом розглядати як
внутрiшню крайову задачу (“interface BVP’s”).

Вступ. Розглянемо слабконелiнiйну систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь з iмпульс-
ною дiєю у фiксованi моменти часу

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)]ds = f(t) + ε

b∫
a

K(t, s)Z(x(s, ε), s, ε)ds, (1)

∆Eix|t=τi := Six(τi − 0) + γi + εJ1(x(·, ε), ε), (2)

t 6= τi, t ∈ [a, b], τi ∈ (a, b), i = 1, 2, . . . , p,

`x(·) = α+ εJ2(x(·, ε), ε), α ∈ Rq. (3)

Будемо використовувати такi припущення та позначення з робiт [1 – 5]: A(t), B(t), Φ(t),
K(t, s) — (m×n)-, (m×n)-, (n×m)-, (n×n)-вимiрнi матрицi, компоненти яких належать
простору L2[a, b] ; вектор-стовпчики матрицi Φ(t) лiнiйно-незалежнi на [a, b], f(t) — n-
вимiрна вектор-функцiя з L2[a, b]; Ei, Si — (ki × n)-вимiрнi матрицi, γi — ki -вимiрний
вектор-стовпчик констант, rank (Ei + Si) = ki, i = 1, 2, . . . , p. Тут iмпульси задаються не
по всiх копонентах невiдомої n-вимiрної вектор-функцiї

x(t) = col (x1(t), x2(t), . . . , xki(t), . . . , xn(t)),
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а лише по ki її компонентах; ` — обмежений лiнiйний векторний функцiонал, визначе-
ний в D2[a; b], ` = col (`1, `2, `3, . . . , `p) : D2[a; b] → Rp ; α = col (α1, α2, α3, . . . , αp) ∈ Rp;
Z(x(t, ε), t, ε) — нелiнiйна по першiй компонентi n-вимiрна вектор-функцiя, неперерв-
но диференцiйовна по x в околi породжуючого розв’язку, iнтегровна з квадратом по t i
неперервна по ε : Z(·, t, ε) ∈ C1

[
‖x − x0‖ ≤ µ

]
, Z(x(·, ε), ·, ε) ∈ L2[a, b], Z(x(t, ·), t, ·) ∈

∈ C[0, ε0]; J1(x(·, ε), ε), J2(x(·, ε), ε) —нелiнiйнi обмеженi, вiдповiдно, p, q -вимiрнi вектор-
функцiонали, неперервно диференцiйовнi по x у розумiннi Фреше i неперервнi по ε в околi
породжуючого розв’язку.

Покажемо, аналогiчно як i в [5], що дослiджувати задачу з iмпульсним впливом (1) –
(3) можна, розглядаючи її як внутрiшню крайову задачу (“interface BVP’s” [6]). Для того
щоб показати цей зв’язок, уведемо ϕx(·) — k -вимiрний лiнiйний обмежений векторний
функцiонал

ϕ := col (ϕ1, . . . , ϕp) : D2([a, b] \ {τi}I)→ Rk, k := k1 + k2 + . . .+ kp,

ϕi : D2([a, b] \ {τi}I)→ Rki , i = 1, . . . , p,

таким чином: 

ϕ1x := E1x(τ1+)− (E1 + S1)x(τ1−),

ϕ2x := E2x(τ2+)− (E2 + S2)x(τ2−),

.........................................................

ϕpx := Epx(τp+)− (Ep + Sp)x(τp−)

та запишемо iмпульсну дiю (2) як крайову умову

ϕx(·) = γ + εJ1(x(·, ε), ε), (4)

де γ = col (γ1, γ2, . . . , γp) ∈ Rk, γi ∈ Rki . Об’єднаємо одержану в такий спосiб внутрiшню
крайову умову (4) iз заданою крайовою умовою (3) i отримаємо (k + q) умов на невiдому
n-вимiрну вектор-функцiю x(t) :

Lx(·) = δ + εJ(x(·, ε), ε) ∈ Rk+q, (5)

де

L :=

[
ϕ

`

]
, δ :=

[
γ

α

]
, δ ∈ Rk+q, J(x(·, ε), ε) :=

[
J1(x(·, ε), ε)

J2(x(·, ε), ε)

]
— (k + q)-вимiрний векторний функцiонал, який неперервно диференцiйовний по x у
розумiннi Фреше та неперервний по ε в околi породжуючого розв’язку. Тепер слабконе-
лiнiйну iмпульсну крайову задачу (1) – (3) можна розглядати як слабконелiнiйну крайову
задачу (1), (5).

Отже, шукаємо такий розв’язок x = x(t, ε) крайової задачi (1), (5), який визначений у
класi вектор-функцiй x = x(t, ε) : x(·, ε) ∈ D2([a, b]\{τi}I), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0],
i при ε = 0 перетворюється в один iз розв’язкiв породжуючої крайової задачi

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds = f(t), (6)
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Lx(·) = δ ∈ Rk+q. (7)

Далi, розв’язок породжуючої крайової задачi (6), (7) x(t, 0) = x0
(
t, c0r

)
будемо називати

породжуючимрозв’язком слабконелiнiйної iмпульсної крайової задачi (1) – (3), де c0r ∈ Rr —
невiдомий вектор констант, який буде визначено далi. Наведемо вiдомий [1, 5] критерiй
розв’язностi даної задачi.

Теорема 1. Нехай rankQ = n2 ≤ {k + q, r1}. Тодi однорiдна крайова задача (6), (7)
(f(t) = 0, δ = 0) має r лiнiйно незалежних розв’язкiв

x(t, cr) = Ψ0(t)PDr1
PQrcr, cr ∈ Rr,

r = r1 − rankQ, r1 = m+ n− rankD.

Неоднорiдна крайова задача (6), (7) є розв’язною тодi та тiльки тодi, коли виконуються
умови

PD∗
d1
b̃ = 0, PQ∗

d2
(δ − LF (·)) = 0, (8)

d1 = m− rankD, d2 = k + q − rankQ.

Бiльш того, вона має r -параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

x(t, cr) = Ψ0(t)PDr1
PQrcr + Ψ0(t)PDr1

Q+(δ − LF (·)) + F (t) ∀cr ∈ Rr. (9)

Тут

Ψ0(t) = [Ψ(t), In], Ψ(t) =

t∫
a

Φ(s)ds,

де Ψ0(t), Ψ(t) — (n× (m+ n))- та (n×m)-вимiрнi матрицi вiдповiдно;

D =

Im − b∫
a

[A(s)Ψ(s) +B(s)Φ(s)] ds−
b∫
a

A(s)ds


— (m× (m+ n))-вимiрна матриця,

f̃(t) =

t∫
a

f(s)ds, b̃ =

b∫
a

[
A(s)f̃(s) +B(s)f(s)

]
ds, F (t) = f̃(t) + Ψ0(t)D

+b̃;

Im та In — одиничнi матрицi вiдповiдних розмiрностей; PD та PD∗ , вiдповiдно, ((m +
+ n) × (m + n))-, (m ×m)-вимiрнi матрицi-ортопроектори на ядро та коядро матрицi D;

PDr1

(
PD∗

d1

)
— матриця, що складається з повної системи r1 (d1) лiнiйно незалежних

стовпцiв (рядкiв) матрицi (ортопроектора) PD (PD∗) .
Матриця Q ((k+ q)× r1)-вимiрна, побудована в [2]; матриця D+ (Q+) псевдообернена

за Муром –Пенроузом до матрицi D (Q). PQ та PQ∗ , вiдповiдно, (r1×r1)- та ((k+q)×(k+
+ q))-вимiрнi матрицi-ортопроектори на ядро та коядро матрицi Q. Матриця PQr

(
PQ∗

d2

)
складається з повної системи r (d2) лiнiйно незалежних стовпцiв (рядкiв) матрицi PQ(
PQ∗

)
[2].
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Уроботi [5] встановлено умови iснування та запропоновано алгоритмпобудовирозв’язку
x(t, ε) задачi (1) – (3):

x(t, ε) = x0
(
t, c0r

)
+ y(t, ε).

Наведемо вiдому [5] необхiдну умову розв’язностi слабконелiнiйної крайової задачi для
систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз iмпульсним впливом.

Теорема 2 (необхiдна умова). Нехай слабконелiнiйна крайова задача (1) – (3) має роз-
в’язок x = x(t, ε):

x(·, ε) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C(0, ε0],

який перетворюється при ε = 0 у породжуючий розв’язок x0(t, cr) (9) з константою cr = c0r ,
r = m+ n− rankD − rankQ).

Тодi необхiдно, щоб вектор констант c0r був дiйсним коренем системи рiвнянь

PD∗
d1

b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0) dsdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, τ)Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0)dτ

ds = 0, (10)

PQ∗
d2

{
J
(
x0
(
·, c0r

)
, 0
)
− L

( ·∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z
(
x0
(
s, c0r

)
, s, 0

)
ds dτ +

+ Ψ0(·)D+

b∫
a

[
A(t)

t∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z
(
x0
(
s, c0r

)
, s, 0

)
ds dτ +

+B(t)

b∫
a

K(t, s)Z
(
x0
(
s, c0r

)
, s, 0

)
ds

]
dt

)}
= 0, (11)

d1 = m− rankD, d2 = p− rankQ.

У випадку перiодичних задач векторна константа c0r має фiзичний змiст — це амплi-
туди породжуючого розв’язку, а система рiвнянь (10), (11) є системою рiвнянь для поро-
джуючих амплiтуд [7]. За аналогiєю, ми називаємо систему рiвнянь (10), (11) системою
рiвнянь для породжуючих констант крайової задачi для систем iнтегро-диференцiальних
рiвнянь (1) – (3).

Якщо система рiвнянь (10), (11) є розв’язною, то вектор cr = c0r ∈ Rr визначає по-
роджуючий розв’язок x(t, cr) = x0(t, c

0
r) (9), який у свою чергу визначає розв’язок x(t, ε)

початкової крайової задачi (1) – (3) для ε = 0. Якщо система (10), (11) не має розв’язку, то
крайова задача (1) – (3) також не має шуканого розв’язку. У цьому випадку ми говоримо
про дiйснi коренi системи рiвнянь для породжуючих констант (10), (11).
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Отже, необхiдна умова розв’язностi крайової задачi (1) – (3) виконується, якщо система
рiвнянь (10), (11) має хоча б один дiйсний корiнь cr = c0r ∈ Rr. Достатня умова iснуван-
ня розв’язку слабко нелiнiйної крайової задачi (1) – (3) суттєво залежить вiд побудованої
((d1 + d2)× r)-вимiрної матрицi

B0 :=

PD∗
d1

∫ b

a

[
A(s)h̃1(s) +B(s)h1(s)

]
ds

PQ∗
d2

{
L1Xr(·)− LF 1

0 (·)
}

,
яка визначає систему для знаходження невiдомого вектора-констант c = cr ∈ Rr, а саме:

B0c = g,

де g — ((d1 + d2)× 1)-вимiрна вектор-функцiя:

g :=

 −PD∗
d1

∫ b

a

[
A(s)h̃2(s, ε) +B(s)h2(s, ε)

]
ds

−PQ∗
d2

{
J
(
x0
(
·, c0r

))
+ L1y(·, ε) +R1(y(·, ε), ε)− LF 2

0 (·, ε)
}
,

h(t, ε) = ε

b∫
a

K(t, s)
[
Z(x0(s, c

0
r), s, 0) +A1(s)y(s, ε) +R(y(s, ε), s, ε)

]
ds =

= ε (h1(t) + h2(t, ε)) ,

h1(t) =

b∫
a

K(t, s)A1(s)Xr(s)ds, h2(t, ε) =

b∫
a

K(t, s) [A1(s)y(s, ε) +R(y(s, ε), s, ε)] ds,

F0(t, ε) = h̃(t, ε) + Ψ0(t)D
+b̃0(ε) = F 1

0 (t) + F 2
0 (t, ε),

F 1
0 (t) = h̃1(t) + Ψ0(t)D

+

b∫
a

[
A(s)h̃1(s) +B(s)h1(s)

]
ds,

F 2
0 (t, ε) = h̃2(t, ε) + Ψ0(t)D

+

b∫
a

[
A(s)h̃2(s, ε) +B(s)h2(s, ε)

]
ds,

h̃(t, ε) =

t∫
a

h(s, ε)ds, h̃1(t) =

t∫
a

h1(s)ds, h̃2(t, ε) =

t∫
a

h2(s, ε)ds.

Теорема 3 (достатня умова). Припустимо, що виконуються всi наведенi вище умови i
система рiвнянь (10), (11) має хоча б один дiйсний корiнь, породжуюча крайова задача (6),
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(7) має r -параметричну сiм’ю розв’язкiв x(t, cr) (9) (r = m + n − rankD − rankQ). Тодi,
якщо виконуються умови

PB∗
0
N = 0, PB0 = 0 (12)

для всiх дiйсних значень вектора cr = c0r ∈ Rr, що задовольняє систему рiвнянь (10), (11), то
слабконелiнiйна крайова задача (1) – (3) має єдиний розв’язок x = x(t, ε) :

x(·, ε) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0].

При ε = 0 цей розв’язок перетворюється у породжуючий розв’язок x0(t, c0r) (9) i визначається
за допомогою спiввiдношення

xk(t, ε) = x0
(
t, c0r

)
+ yk(t, ε), k = 0, 1, 2, . . . ,

та збiжного iтерацiйного процесу

yk+1(t, ε) = Xr(t)ck + ȳk+1(t, ε),

ck = B+
0


− PD∗

d1

∫ b

a

[
A(s)h̃k2(s, ε) +B(s)hk2(s, ε)

]
ds

− PQ∗
d2

{
J(x0(·, c0r)) + L1ȳk(·, ε)+

+ R1(yk(·, ε), ε)− LF 2
k (·, ε)

}

,

ȳk+1(t, ε) = εΨ0(t)PDr1
Q+

{
J(x0(·, c0r)) + L1yk(·, ε) +R1(yk(·, ε), ε)− LFk(·, ε)

}
+ Fk(t, ε).

У цiй теоремi ((d1 × d2)× (m+ n))-вимiрна матриця N має вигляд

N :=

[
PD∗

d1
(0)d1×m

(0)d2×n PQ∗
d2

]
,

Fk(t, ε) = h̃k(t, ε) + Ψ0(t)D
+

b∫
a

[
A(s)h̃k(s, ε) +B(s)hk(s, ε)

]
ds = F 1

0 (t) + F 2
k (t),

F 1
0 (t) = h̃1(t) + Ψ0(t)D

+

b∫
a

[
A(s)h̃1(s, c) +B(s)h1(s, c)

]
ds,

F 2
k (t, ε) = h̃k2(t, ε) + Ψ0(t)D

+

b∫
a

[
A(s)h̃k2(s, ε) +B(s)hk2(s, ε)

]
ds,

hk(t, ε) = ε
(
h1(t, c) + hk2(t, ε)

)
, h̃k(t, ε) =

t∫
a

hk(s, ε) ds,
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hk2(t, ε) =

b∫
a

K(t, s) [A1(s)ȳk−1(s, ε) +R(yk−1(s, ε), s, ε)] ds, h̃k2(t, ε) =

t∫
a

hk2(s, ε)ds;

(0)d1×m, (0)d2×n —нуль-матрицi вiдповiдних розмiрностей, PB∗
0
— ((d1 + d2)× (d1 + d2))-

вимiрна матриця (ортопроектор), що проектує простiр Rd1+d2 у нуль-простiр N (B∗0) .
Теорема 3 доводиться аналогiчно до теореми про достатню умову з [5].
Враховуючи викладене вище, для вiдхилення y = y(t, ε) вiд породжуючого розв’язку

x0
(
t, c0r

)
отримаємо внутрiшню крайову задачу

ẏ(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)y(s) +B(s)ẏ(s)] ds = ε

b∫
a

K(t, s)Z
(
x0
(
s, c0r

)
+ y(s, ε), s, ε

)
ds, (13)

Ly(·) = εJ
(
x0
(
·, c0r

)
+ y(·, ε), ε

)
. (14)

Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть вектор-функцiї Z(x, t, ε) та диферен-
цiйовнiсть за Фреше векторного функцiонала J(x(·, ε), ε) по перших компонентах в око-
лi точки ε = 0, видiляємо у вектор-функцiї Z(x0 + y, t, ε) i у векторному функцiоналi
J
(
x0(·, c0r) + y(·, ε), ε

)
лiнiйну частину по y i члени нульового порядку по ε. Тодi має мiсце

розклад

Z(x0 + y, t, ε) = Z
(
x0
(
t, c0r

)
, t, 0

)
+A1(t)y(t, ε) +R(y(t, ε), t, ε), (15)

J
(
x0(·, c0r) + y(·, ε), ε

)
= J(x0(·, c0r)) + L1y(·, ε) +R1(y(·, ε), ε), (16)

де
Z
(
x0
(
t, c0r

)
, t, 0

)
∈ C[a, b], J

(
x0
(
·, c0r

))
= J

(
x0
(
·, c0r

)
, 0
)
,

A1(t) = A1

(
t, c0r

)
=
∂Z(x, t, 0)

∂x

∣∣∣∣
x=x0(t,c0r)

∈ C[a, b],

L1y(·, ε) —лiнiйна частина векторного функцiонала J
(
x0
(
·, c0r

)
+ y(·, ε), ε

)
. Лiнiйний опе-

ратор L1 = J ′(x0) є похiдною Фреше [2] вiд векторного функцiонала J (x(·, ε), ε) в точцi
x = x0

(
t, c0r

)
. Нелiнiйна вектор-функцiя R(y(t, ε), t, ε) належить до класу C1(‖y‖ ≤ q),

L2[a, b], C[0, ε0]. При цьому маємо

R(0, t, 0) = 0,
∂R(0, t, 0)

∂y
= 0, R1(0, 0) = 0,

∂R1(0, 0)

∂y
= 0.

Запишемо ((d1 + d2)× 1)-вимiрну вектор-функцiю g як

g := Nḡ,

((m+ n)× 1)-вимiрна вектор-функцiя

ḡ :=

 −
∫ b

a

[
A(s)h̃2(s, ε) +B(s)h2(s, ε)

]
ds

−
{
J
(
x0
(
·, c0r

))
+ L1y(·, ε) +R1(y(·, ε), ·, ε)− LF 2

0 (·, ε)
}
.
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Тодi, якщо виконуються умови (12), то крайова задача (13), (14) має єдиний розв’язок

y(t, ε) = Xr(t)c+ y1(t, ε),

c = B+
0 g, (17)

y1(t, ε) = εΨ0(t)PDr1
Q+

{
J
(
x0
(
·, c0r

))
+ L1y(·, ε) +R1(y(·, ε), ε)− LF0(·, ε)

}
+ F0(t, ε),

де c0r ∈ Rr задовольняє систему рiвнянь для породжуючих векторних констант (10), (11).
Тут y(t, ε) : y(·, ε) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẏ(·, ε) ∈ L2[a, b], y(t, ·) ∈ C[0, ε0], y(t, 0) = 0, який
перетворюється у нульовий розв’язок крайової задачi при ε = 0 :

ẏ(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)y(s) +B(s)ẏ(s)] ds = ε

b∫
a

K(t, s)Z
(
x0
(
s, c0r

)
+ y(s, ε), s, ε

)
ds, (18)

Ly(·) = εJ
(
x0
(
·, c0r

)
+ y(·, ε), ε

)
. (19)

Основний результат. Припустимо, що rankB0 < d1 + d2, тобто PB0 6= 0. Тодi достатню
умову iснування розв’язку слабконелiнiйної крайової задачi з iмпульсним впливом (1) –
(3) у критичному випадку першого порядку не можна застосувати. Розглянемо крайову
задачу з iмпульсним впливом (1) – (3) у випадку, який згiдно з [2, 8 – 12] будемо називати
критичним випадком другого порядку. Вiн характерний тим, що дає вiдповiдь на питання
про iснування розв’язку вихiдної iмпульсної крайової задачi пiсля аналiзу крайової задачi,
яка дозволяє знайти друге наближення, а саме:

ẏ(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)y(s) +B(s)ẏ(s)] ds = p(t, ε), (20)

Ly(·) = ε
{
J(x0(·, c0r)) + L1y(·, ε) +R1(y(·, ε), ε)

}
, (21)

де

p(t, ε) := ε

b∫
a

K(t, s)Z
(
x0
(
s, c0r

)
+ y(s, ε), s, ε

)
ds.

Далi буде показано, що iснування розв’язку вихiдної крайової задачi (1) – (3) залежить
вiд умов, отриманих за допомогою нелiнiйностi та першого наближення до розв’язку зада-
чi (20), (21).

Нехай, як i в попередньому випадку, PQ 6= 0 ⇔ rankQ = n2 < r1, але, на вiдмiну вiд
попереднього, PB0 6= 0⇔ rankB0 < d1 + d2.

Для спрощення записiв припустимо, що в розкладах (15), (16) вектор-функцiї R(·, t, ε) ∈
∈ C1[y], R(y, ·, ε) ∈ C[t], R(y, t, ·) ∈ C[ε], R1(y(·, ε), ε) ∈ C1[y], R1(y, ·) ∈ C[ε], такi, що
виконуються умови

R(0, t, 0) = 0,
∂R(0, t, ε)

∂y
= 0,

R1(0, 0) = 0,
∂R1(0, ε)

∂y
= 0.
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Друге рiвняння системи (17) буде розв’язним тодi та тiльки тодi, коли виконується
умова

PB∗
0
g = 0, (22)

i при цьому матиме розв’язок у виглядi прямої суми

c = c(0) + c(1), (23)

де

c(0) = B+
0 g = (Ir − PB0)c(0) ∈ Rr 	N(B0),

c(1) — довiльна r -вимiрна константа iз N(B0) :

c(1) = PB0c = PB0c
(1) ∈ N(B0).

Враховуючи представлення (23), iз третього рiвняння операторної системи (17) отри-
маємо

y(1)(t, ε) = εΨ0(t)PDr1
Q+L1{Xr(·)}PB0c

(1) + y(2)(t, ε), (24)

де вектор-функцiя y(2)(t, ε) має вигляд

y(2)(t, ε) := εΨ0(t)PDr1
Q+
{
J
(
x0
(
·, c0r

))
+

+ L1

(
Xr(·)(Ir − PB0)c(0) +

(
εΨ0(t)PDr1

Q+L1Xr(·)PB0c
(1) + y(2)(·, ε)

))
+

+R1(y(·, ε), ε)− LF0(·, ε)
}

+ F0(t, ε).

Враховуючи запис (24), iз умов розв’язностi (22) другого рiвняння (17) приходимо до алгеб-
раїчної системи для визначення c(1) ∈ N(B0) :

PB∗
0

 PD∗
d1

∫ b

a

[
A(s)h̃2(s, ε) +B(s)h2(s, ε)

]
ds

PQ∗
d2

{
J
(
x0
(
·, c0r

))
+ L1y

(1)(·, ε) +R1 (y(·, ε), ε)− LF 2
0 (·, ε)

}
 = 0,

PB∗
0


PD∗

d1

∫ b

a

[
A(s)h̃2(s, ε) +B(s)h2(s, ε)

]
ds

PQ∗
d2

{
J
(
x0
(
·, c0r

))
+ L1

[
εΨ0(t)PDr1

Q+L1{Xr(·)}PB0c
(1)+

+y(2)(s, ε)
]

+R1(y(·, ε), ε)− LF 2
0 (·, ε)

}


= 0,

h2(t, ε) =

b∫
a

K(t, s)
[
A1(s)y

(1)(s, ε) +R(y(s, ε), s, ε)
]
ds =
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= ε

b∫
a

K(t, s)
[
A1(s)Ψ0(s)PDr1

Q+L1{Xr(·)}PB0

]
dsc(1)+

+

b∫
a

K(t, s)
[
A1(s)y

(2)(s, ε) +R(y(s, ε), s, ε)
]
ds,

h̃2(t, ε) = ε

t∫
a

b∫
a

K(τ, s)
[
A1(s)Ψ0(s)PDr1

Q+L1{Xr(·)}PB0

]
ds dτc(1)+

+

t∫
a

b∫
a

K(τ, s)
[
A1(s)y

(2)(s, ε) +R(y(s, ε), s, ε)
]
dsdτ,

PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)h̃2(s, ε) +B(s)h2(s, ε)

]
ds =

= εB1c
(1) + PD∗

d1

b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, t)
[
A1(t)y

(2)(t, ε) +R(y(t, ε), t, ε)
]
dtdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, t)
[
A1(t)y

(2)(t, ε) +R(y(t, ε), t, ε)
]
dt

ds,
де (d1 × r)-вимiрна матриця B1 має вигляд

B1 := PD∗
d1

b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, t)
[
A1(t)Ψ0(t)PDr1

Q+L1{Xr(·)}PB0

]
dtdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, t)
[
A1(t)Ψ0(t)PDr1

Q+L1{Xr(·)}PB0

]
dt

ds,
PQ∗

d2

{
J
(
x0
(
·, c0r

))
+ L1

[
εΨ0(t)PDr1

Q+L1{Xr(·)}PB0c
(1) + y(2)(s, ε)

]
+

+R1(y(·, ε), ε)− LF 2
0 (·, ε)

}
=

= εB2c
(1) + PQ∗

d2

{
J
(
x0
(
·, c0r

))
+ L1

(
y(2) (·, ε)

)
+R1(y(·, ε), ε)− LF 2

0 (·, ε)
}

де B2 := PQ∗
d2
L1

{
Ψ0(·)PDr1

Q+L1 {Xr(·)}PB0

}
— (d2 × r)-вимiрна матриця.

Отримаємо алгебраїчну систему вiдносно невiдомого вектора-констант c(1) :

εB3c
(1) = −PB∗

0
g1, (25)
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де g1 — ((d1 + d2)× 1)-вимiрний векторний функцiонал

g1 := N



∫ b

a

[
A(s)

∫ s

a

∫ b

a
K(τ, t)

[
A1(t)y

(2)(t, ε) +R(y(t, ε), t, ε)
]
dtdτ+

+B(s)

∫ b

a
K(s, t)

[
A1(t)y

(2)(t, ε) +R(y(t, ε), t, ε)
]
dt

]
ds{

J
(
x0
(
·, c0r

))
+ L1

(
y(2)(·, ε)

)
+R1 (y(·, ε), ε)− LF 2

0 (·, ε)
}

,

а B3 — ((d1 + d2)× r)-вимiрна матриця

B3 := PB∗
0

[
B1

B2

]
, (26)

матриця N побудована вище. Позначимо через PB3 (r × r)-вимiрну матрицю (ортопроек-
тор), що проектує r -вимiрний евклiдовий простiр Rr на нуль-простiр N(B3) ((d1+d2)×r)-
вимiрної матрицi B3, а через PB∗

3
— ((d1+d2)×(d1+d2))-вимiрну матрицю (ортопроектор),

що проектує (d1 + d2)-вимiрний простiр Rd1+d2 на нуль-простiр N (B∗3) (r × (d1 + d2))-
вимiрної матрицi B∗3 . Тодi необхiдна та достатня умова розв’язностi системи (25) набирає
вигляду

PB∗
3
PB∗

0
g1 = 0. (27)

При цiй умовi система (25) розв’язна вiдносно εc(1) ∈ N(B3) :

εc(1) = −B+
3 PB∗

0
g1 + c(2),

де c(2) — довiльний вектор констант iз N(B0) ∩ N(B3), c
(2) = PB3c

(1) = PB3PB0c
(1) ∈

∈ N(B0) ∩N(B3).
Припустимо, що перетин нуль-просторiв N(B0) та N(B3) нульовий, тодi (25) має єди-

ний розв’язок (c(2) = 0).
Достатньою умовою виконання рiвностi (26) є вимога

PB∗
3
PB∗

0
N = 0.

Таким чином, при умовах

PB0 6= 0, PB0PB3 = 0, PB∗
3
PB∗

0
N = 0, (28)

вiд системи (17) приходимо до операторної системи

y(t, ε) = Xr(t)(Ir − PB0)c(0) + εΨ0(t)PDr1
Q+L1{Xr(·)}PB0c

(1) + y(2)(t, ε),

c(0) = B+
0 g, εc(1) = −B+

3 PB∗
0
g1 + c(2), (29)

y(2)(t, ε) = εΨ0(t)PDr1
Q+
{
J(x0(·, c0r)) + L1

(
Xr(·)(Ir − PB0)c(0)+

+
(
εΨ0(t)PDr1

Q+L1Xr(·)PB0c
(1) + y(2)(·, ε)

))
+
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+R1(y(·, ε), ε)− LF0(·, ε)
}

+ F0(t, ε).

У випадку PB0 6= 0 операторна система (17) не належить до класу систем, для розв’язання
яких можна застосувати метод простих iтерацiй. Видiляючи додаткову змiнну, система (17)
при умовi (22) зводиться (регуляризується) до вигляду (29). При цьому r -вимiрна векторна
константа розкладається у пряму суму двох величин, якi по-рiзному визначаються, i ви-
мiрнiсть операторної системи (17) пiдвищується на r = dimN(Q). Це дає можливiсть за
умов (28) замiсть (2n+ r)-вимiрної операторної системи (17) розглядати 2(n+ r)-вимiрну
операторну систему (29), для розв’язання якої можна застосовувати збiжний медот простих
iтерацiй.

Iтерацiйний алгоритм. По аналогiї з [5], за допомогою методу простих iтерацiй для
операторної системи (29) побудуємо iтерацiйний процес для вiдшукання розв’язку y(t, ε) :
y(·, ε) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẏ(·, ε) ∈ L2[a, b], y(t, ·) ∈ C[0, ε0], y(t, 0) = 0, крайової задачi (20),
(21). При першому наближеннi y(2)1 (t, ε) до y(2)(t, ε) маємо

y
(2)
1 (t, ε) = Ψ0(t)PDr1

Q+(δ1(ε)− LF1(·, ε)) + F1(t, ε),

де

δ1(ε) = εJ
(
x0
(
·, c0r

)
, 0
)
, F1(t, ε) = p̃1(t, ε) + Ψ0(t)D

+b̃1(ε),

p̃1(t, ε) =

t∫
a

p1(s, ε)ds, b̃1(ε) =

b∫
a

[A(s)p̃1(s, ε) +B(s)p1(s, ε)] ds,

p1(t, ε) = ε

b∫
a

K(t, s)Z
(
x0
(
s, c0r

)
, s, 0

)
ds.

Вектор-функцiя y(2)1 (t, ε) — це розв’язок крайової задачi

ẏ(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)y(s) +B(s)ẏ(s)] ds = ε

b∫
a

K(t, s)Z
(
x0
(
s, c0r

)
, s, 0

)
ds,

Ly(·) = εJ
(
x0
(
·, c0r

)
, 0
)
.

Такий розв’язок iснує внаслiдок вибору c0r ∈ Rr iз системи рiвнянь для породжуючих
констант [5].

Перше наближення y1(t, ε) до шуканого розв’язку y(t, ε) крайової задачi (20), (21)
вважаємо рiвним y

(2)
1 (t, ε) : y1(t, ε) = y

(2)
1 (t, ε).

Друге наближення y(2)2 (t, ε) до y(2)(t, ε) є розв’язком крайової задачi

ẏ2(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)y2(s) +B(s)ẏ2(s)] ds = p3(t, ε), (30)

Ly2(·) = δ3(ε), (31)
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де

p3(t, ε) := ε

b∫
a

K(t, s)
[
Z (x0(s, c

∗
r), s, 0) +A1

(
Xr(s)(Ir − PB0)c

(0)
1 + y

(2)
1 (s, ε)

)
+

+R(y
(2)
1 (s, ε), s, ε)

]
ds,

δ3(ε) := ε
{
J
(
x0(s, c

∗
r), 0

)
+ L1

(
Xr(s)(Ir − PB0)c

(0)
1 + y

(2)
1 (s, ε)

)
+R1(y

(2)
1 (s, ε), ε)

}
i яка згiдно з теоремою 1 є розв’язною тодi та тiльки тодi, коли виконуються умови

PD∗
d1
b̃3 = 0, PQ∗

d2
(δ3 − LF3(·)) = 0, (32)

де

p̃3(t, ε) =

t∫
a

p3(s, ε)ds, b̃3 =

b∫
a

[A(s)p̃3(s, ε) +B(s)p3(s, ε)] ds,

F3(t) = p̃3(t, ε) + Ψ0(t)D
+b̃3.

Пiдставляючи цi значення в умови (32), отримуємо

PD∗
d1
b̃3 = PD∗

d1

b∫
a

A(s)

s∫
a

p3(τ, ε)dτ +B(s)p3(s, ε)

 ds =

= εPD∗
d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)

[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+

+A1Xr(τ)(Ir − PB0)c
(0)
1 +A1y

(2)
1 (τ, ε) +R(y

(2)
1 (τ, ε), τ, ε)

]
dτdt+

+B(s)

b∫
a

K(s, τ)

[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+

+A1Xr(τ)(Ir − PB0)c
(0)
1 +A1y

(2)
1 (τ, ε) +R

(
y
(2)
1 (τ, ε), τ, ε

)]
dτ

]
ds = 0,

PQ∗
d2

(δ3 − LF3(·)) = PQ∗
d2

(
ε

{
J(x0(s, c

∗
r), 0) + L1

(
Xr(s)(Ir − PB0)c

(0)
1 + y

(2)
1 (s, ε)

)
+

+R1(y
(2)
1 (s, ε), ε)

}
− L(p̃3(·, ε) + Ψ0(·)D+b̃3)

)
=
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= εPQ∗
d2

({
J
(
x0(s, c

∗
r), 0

)
+ L1

(
Xr(s)(Ir − PB0)c

(0)
1 + y

(2)
1 (s, ε)

)
+

+R1

(
y
(2)
1 (s, ε), ε

)}
− L

( s∫
a

b∫
a

K(t, τ)

[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+

+A1Xr(τ)(Ir − PB0)c
(0)
1 +A1y

(2)
1 (τ, ε) +R

(
y
(2)
1 (τ, ε), τ, ε

)]
dτdt+

+ Ψ0(·)D+

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)

[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+

+A1Xr(τ)(Ir − PB0)c
(0)
1 +A1y

(2)
1 (τ, ε) +R

(
y
(2)
1 (τ, ε), τ, ε

)]
dτdt+

+B(s)

b∫
a

K(s, τ)

[
Z (x0(τ, c

∗
r), τ, 0) +A1Xr(τ)(Ir − PB0)c

(0)
1 +

+A1y
(2)
1 (τ, ε) +R(y

(2)
1 (τ, ε), τ, ε)

]
dτ

]
ds

))
= 0,

а також алгебраїчну систему для визначення c(0)1 ∈ Rr :

B0c
(0)
1 = g3, (33)

де ((d1 + d2)× r)-вимiрна матриця B0 має вигляд

B0 :=



PD∗
d1

∫ b

a

[
A(s)

∫ s

a

∫ b

a
K(t, τ)A1Xr(τ)(Ir − PB0)dτdt+

+B(s)

∫ b

a
K(s, τ)A1Xr(τ)(Ir − PB0)dτ

]
ds

PQ∗
d2

(
{L1 (Xr(s)(Ir − PB0))} − L

(∫ s

a

∫ b

a
K(t, τ) [A1Xr(τ)(Ir − PB0)] dτdt+

+ Ψ0(·)D+

∫ b

a

[
A(s)

∫ s

a

b∫
a

K(t, τ) [A1Xr(τ)(Ir − PB0)] dτdt+

+B(s)

∫ b

a
K(s, τ) [A1Xr(τ)(Ir − PB0)] dτ

]
ds

))



,

((d1 + d2)× 1)-вимiрний вектор-стовпчик має вигляд
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g3 := N



−
∫ b

a

[
A(s)

∫ s

a

∫ b

a
K(t, τ)

[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+A1y

(2)
1 (τ, ε) +R

(
y
(2)
1 (τ, ε), τ, ε

)]
dτdt+

+B(s)

∫ b

a
K(s, τ)

[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+A1y

(2)
1 (τ, ε) +R

(
y
(2)
1 (τ, ε), τ, ε

)]
dτ

]
ds{

J
(
x0(s, c

∗
r), 0

)
+ L1

(
y
(2)
1 (s, ε)

)
+R1

(
y
(2)
1 (s, ε), ε

)}
−

− L

(∫ s

a

∫ b

a
K(t, τ)

[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+A1y

(2)
1 (τ, ε)+

+R
(
y
(2)
1 (τ, ε), τ, ε

)]
dτdt+ Ψ0(·)D+

∫ b

a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)

[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+

+A1y
(2)
1 (τ, ε) +R

(
y
(2)
1 (τ, ε), τ, ε

)]
dτdt+

+B(s)

∫ b

a
K(s, τ)

[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+A1y

(2)
1 (τ, ε) +R

(
y
(2)
1 (τ, ε), τ, ε

)]
dτ

]
ds

)



.

Iснування розв’язку y(2)2 (t, ε) = y(2)(t, ε) крайової задачi (30), (31) забезпечується вибором
векторної константи c(0)1 ∈ Rr iз умови розв’язностi даної задачi:

PB∗
0
g3 = 0, (34)

але, враховуючи вигляд вектор-функцiї g3 ∈ Rd1+d2 , умову (34) досить складно перевiрити,
тому для iснування розв’язку c(0)1 системи (33) достатньо, щоб виконувалася умова

PB∗
0
N = 0.

Тодi система (33) буде мати розв’язок c(0)1 = B+
0 g3, що є першим наближенням до c(0) ∈ Rr.

Розв’язок y
(2)
2 (t, ε) крайової задачi (30), (31) визначається таким чином: y(2)2 (t, ε) =

= Ψ0(t)PDr1
PQrc

(0)
1 + Ψ0(t)PDr1

Q+(δ3(·)− LF3(·)) + F3(t). Тодi друге наближення y(2)(t, ε)
до розв’язку крайової задачi (20), (21) має вигляд

y(2)(t, ε) = Xr(t) (Ir − PB0) c
(0)
1 + y

(2)
2 (t, ε).

З операторної системи (29) для визначення розв’язку y(t, ε) крайової задачi (13), (14)
отримаємо iтерацiйний процес

εc
(1)
k−1 = −B+

3 PB∗
0
gk+2, (35)

c
(0)
k = B+

0 gk+2,

y
(2)
k+1(t, ε) = εΨ0(t)PDr1

Q+

(
J
(
x0(s, c

∗
r), 0

)
+ L1

(
Xr(s)(Ir − PB0)c

(0)
k +

+ εΨ0(t)PDr1
Q+L1Xr(·)PB0c

(1)
k−1 + y

(2)
k (s, ε)

)
+R1

(
y
(2)
k (s, ε), ε

))
+
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+ ε

t∫
a

b∫
a

K(τ, s)

[
Z (x0(s, c

∗
r), s, 0) +A1

(
Xr(s)(Ir − PB0)c

(0)
k +

+ εΨ0(t)PDr1
Q+L1Xr(·)PB0c

(1)
k−1 + y

(2)
k (s, ε)

)
+R

(
y
(2)
k (s, ε), s, ε

)]
dsdτ+

+ εΨ0(t)D
+

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, t)

[
Z (x0(t, c

∗
r), t, 0) +A1

(
Xr(t)(Ir − PB0)c

(0)
k +

+ εΨ0(t)PDr1
Q+L1Xr(·)PB0c

(1)
k−1 + y

(2)
k (t, ε)

)
+R(y

(2)
k (t, ε), s, ε)

]
dtdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, τ)

[
Z (x0(s, c

∗
r), τ, 0) +A1

(
Xr(τ)(Ir − PB0)c

(0)
k +

+ εΨ0(t)PDr1
Q+L1Xr(·)PB0c

(1)
k−1 + y

(2)
k (τ, ε)

)
+R

(
y
(2)
k (τ, ε), τ, ε

)]
dτ

]
ds,

yk+1(t, ε) = Ψ0(t)PDr1
PQrc

(0)
k + Ψ0(t)PDr1

PQrc
(1)
k−1 + y

(2)
k+1(t, ε),

k = 0, 1, 2, . . . , y0(t, ε) = y
(2)
0 (t, ε) = 0,

((d1 + d2)× 1) — вимiрний вектор-стовпчик

gk+2 := N



−
∫ b

a

[
A(s)

∫ s

a

∫ b

a
K(t, τ)

[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+

+A1y
(2)
k (τ, ε) +R

(
y
(2)
k (τ, ε), τ, ε

)]
dτdt+

+B(s)

∫ b

a
K(s, τ)

[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+A1y

(2)
k (τ, ε)+R

(
y
(2)
k (τ, ε), τ, ε

)]
dτ

]
ds{

J
(
x0(s, c

∗
r), 0

)
+ L1

(
y
(2)
k (s, ε)

)
+R1

(
y
(2)
k (s, ε), ε

)}
−

−L

(∫ s

a

∫ b

a
K(t, τ)

[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+

+A1y
(2)
k (τ, ε) +R

(
y
(2)
k (τ, ε), τ, ε

)]
dτdt+

+Ψ0(·)D+

∫ b

a

[
A(s)

∫ s

a

∫ b

a
K(t, τ)

[
Z (x0(τ, c

∗
r), τ, 0) +

+A1y
(2)
k (τ, ε) +R

(
y
(2)
k (τ, ε), τ, ε

)]
dτdt+

+B(s)

∫ b

a
K(s, τ)

[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+A1y

(2)
k (τ, ε)+R

(
y
(2)
k (τ, ε), τ, ε

)]
dτ

]
ds

)



.
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Збiжнiсть iтерацiйного процесу (35) доводиться методом мажоруючих рiвнянь Ляпунова,
схема якого описана в [12]. Для встановлення факту iснування розв’язку крайової задачi
з iмпульсним впливом у фiксований момент часу (1) – (3) достатньо звести її до внутрiш-
ньої крайової задачi (1), (5) i встановити умови зведення даної вже крайової задачi до
операторної (29). Таким чином, справедливе таке твердження.

Теорема 4. Нехай слабконелiнiйна крайова задача для системи iнтегро-диференцiальних
рiвнянь iз iмпульсним впливом (1) – (3) задовольняє вказанi вище умови так, що має мiсце
критичний випадок (rankQ = n2 ≤ r1) i вiдповiдна породжуюча крайова задача з iмпульсним
впливом (6), (7) при умовах (8) i лише при них має r -параметричну сiм’ю породжуючих
розв’язкiв (9). Нехай також

PB0 6= 0, PB0PB3 = 0.

Тодi для кожного значення вектора cr = c∗r ∈ Rr (r = r1 − rankQ, r1 = m+ n− rankD), що
задовольняє систему рiвнянь для породжуючих констант, при виконаннi умови

PB∗
3
PB∗

0
N = 0,

внутрiшня крайова задача (18), (19) має єдиний розв’язок y = y(t, ε):

y(·, ε) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẏ(·, ε) ∈ L2[a, b], y(t, ·) ∈ C[0, ε0], ε ∈ [0, ε0],

який при ε = 0 перетворюється в нуль. Цей розв’язок можна знайти за допомогою збiжного
на [0, ε0] iтерацiйного процесу (35). Крайова задача з iмпульсним впливом (1) – (3) має при
цьому єдиний розв’язок x = x(t, ε):

x(·, ε) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0], ε ∈ [0, ε0],

який перетворюється у породжуючий x0(t, c
0
r). Цей розв’язок визначається за допомогою

iтерацiйного процесу (35) i формули

xk(t, ε) = x0
(
t, c0r

)
+ yk(t, ε), k = 0, 1, 2, . . . .
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