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We consider inverse problems of differential systems in the presence of random perturbations. The
sufficient conditions for the representation of stochastic differential equations of second order in the form
of stochastic equations of Lagrangian structure as well as stochastic differential equations of first order in
the form of stochastic equations of canonical structure are obtained by the method of additional variables.
The obtained results are illustrated for specific examples.

Розглядаються оберненi задачi диференцiальних систем за наявностi випадкових збурень. Мето-
дом додаткових змiнних одержано достатнi умови подання стохастичних диференцiальних рiвнянь
другого порядку у виглядi стохастичних рiвнянь лагранжевої структури, а також стохастичних
диференцiальних рiвнянь першого порядку у виглядi стохастичних рiвнянь канонiчної структури.
Отриманi результати iлюструються конкретними прикладами.

Введение. Теория обратных задач дифференциальных систем достаточно полно разрабо-
тана в классе обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) (см. [1 – 6]). В работе
Н. П. Еругина [1] строится множество ОДУ по заданной интегральной кривой. Эта работа
оказалась впоследствии основополагающей в становлении и развитии теории обратных
задач динамики систем, описываемых ОДУ. В работах [2 – 6] изложены постановки, клас-
сификация обратных задач дифференциальных систем и разработаны общие методы их
решения в классе ОДУ. Отметим также работы [7 – 9], в которых в классе ОДУ рассмотре-
ны обратные задачи динамики систем автоматического управления.

Методы решения обратных задач в классе ОДУ распространяются в работах [10 – 13]
на класс стохастических дифференциальных уравнений Ито.

Новый этап исследования обратных задач дифференциальных систем связан с возрос-
шим в последние десятилетия интересом к исследованию задачи Гельмгольца (обзор работ
см., например, в монографии [14]). Классической задачей Гельмгольца [15] является за-
дача построения по заданным ОДУ второго порядка эквивалентных дифференциальных
уравнений в форме Лагранжа. А. Майер [16] и Г. К. Суслов [17] независимо друг от друга
показали, что классические условия Гельмгольца являются не только необходимыми, но и
достаточными условиями перехода от ньютоновых уравнений к лагранжевым.

Решение задачи Гельмгольца [15] в том или ином классе дифференциальных уравнений
позволяет распространить на этот класс уравнений хорошо развитые математические ме-
тоды классической механики. В этой связи следует отметить монографию Р. М. Сантилли
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[18, 19], которая по полноте изложения материала и разнообразию аспектов исследования
задачиГельмгольца занимает особоеместо и посвящена задаче представленияОДУвторого
порядка в виде уравнений Лагранжа, Гамильтона и Биркгофа. В монографии А. С. Гали-
уллина [14] наряду с обзором работ рассматривается обобщение гамильтоновых систем
в смысле приводимости уравнений движения неконсервативных механических систем к
классическим уравнениям динамики, и решается, в частности, задача гамильтонизации
уравнений систем программного движения. Развитию методов решения задачи Гельмголь-
ца в классе дифференциальных уравнений в частных производных (ДУЧП) посвящены
работы [20 – 22].

С результатами по дальнейшему исследованию задачи Гельмгольца можно ознакоми-
ться по работам [18, 19, 23], в которых наряду с собственными исследованиями, в основном,
в классе ОДУ и ДУЧП, приводится исторический обзор по развитию и обобщению ука-
занной задачи.

В работе [24] задача Гельмгольца рассматривается в классе ОДУ при наличии случай-
ных возмущений типа белого шума [25], и полученные утверждения являются распростра-
нением некоторых результатов Сантилли [18] на класс стохастических уравнений второго
порядка типа Ито. А именно, в [24] по заданным стохастическим уравнениям Ито второго
порядка строятся эквивалентные в смысле почти наверное (п. н.) стохастические уравне-
ния лагранжевой структуры и определяются условия прямого и непрямого аналитического
представления лагранжиана при наличии случайных возмущений. В работе [26] по задан-
ному стохастическому уравнению Ланжевена –Ито в непрямом представлении строится
как уравнение гамильтоновой структуры, так и уравнение биркгофиановой структуры.

Предварительно, следуя Сантилли [18], приведем некоторые необходимые в дальней-
шем понятия с учетом действия случайных возмущающих сил.

Определение 1. Назовем кинематической формой уравнения Ньютона при наличии слу-
чайных возмущений уравнение вида

ẍν = Fν(x, ẋ, t) + σνj(x, ẋ, t)ξ̇
j , ν = 1, n, j = 1,m, (1)

и соответственно основной формой уравнения Ньютона при наличии случайных возмуще-
ний — уравнение вида

Aνi(x, ẋ, t)ẍi +Bν(x, ẋ, t)dt = σνj(x, ẋ, t)ξ̇
j . (1′)

Уравнение вида

d

dt

(
∂L

∂ẋk

)
− ∂L

∂xk
= σ′kj(x, ẋ, t)ξ̇

j , k = 1, n, j = 1,m, (2)

назовем стохастическим уравнением лагранжевой структуры.
Здесь ξj = ξj0 +

∫
cj(y)P 0(t, dy), где, следуя [27], ξj0 — винеровский процесс, P 0 —

пуассоновский процесс, P 0(t, dy) — число скачков процесса P 0 в интервале [0, t], по-
падающих на множество dy, где y =

(
xT , ẋT

)T
. Отметим также, что здесь и далее по

повторяющимся индексам сомножителей предполагается суммирование.
Будем говорить, что некоторая функция g(y, t) из класса K, g ∈ K, если g непрерывны

по t и липшицевы по y во всем пространстве R2n 3 y, и удовлетворяет условию линейного
роста по y : ‖g(y, t)‖ ≤M(1 + ‖y‖) с некоторой константой M.
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Предположим, что функции Fν , σνj , σ
′
νj , Aνi, Bν , входящие в приведенные выше

уравнения, принадлежат классу K. Это обеспечивает в R2n, следуя [25], существование и
единственность до стохастической эквивалентности решения

(
xT (t), ẋT (t)

)T уравнения (1)
с начальным условием

(
x(t0)

T , ẋ(t0)
T
)T

=
(
xT0 , ẋ

T
0

)T
, являющегося с вероятностью 1 стро-

го марковским процессом.
Уравнениями вида (1) или (1 ′ ) описываются многочисленные и важные в приложе-

ниях модели механических систем, учитывающие воздействие внешних случайных сил:
например, движение искусственного спутника Земли под действием сил тяготения и аэро-
динамических сил [28] или флуктуационный дрейф тяжелого гироскопа в кардановом
подвесе [29] и др.

Исключая из рассмотрения случай вырождающихся уравнений, всюду предполагаем,
что det(Aνi) 6=0.

Определение 2. Уравнение Ньютона при наличии случайных возмущений (1 ′ ) допуска-
ет в области R2n+1 3 (x, ẋ, t) аналитическое представление в терминах стохастического
уравнения с лагранжевой структурой, если существуют n2 функций hνk(x, ẋ, t), det (h

ν
k) 6=0,

таких, что имеет место тождество

d

dt

(
∂L

∂ẋk

)
− ∂L

∂xk
− σ′kj(x, ẋ, t)ξ̇j ≡

≡ hνk
(
Aνi(x, ẋ, t)ẍi +Bν(x, ẋ, t)dt− σνj(x, ẋ, t)ξ̇j

)
, k = 1, n, j = 1,m. (3)

Определение 3. Аналитическое представление в определении 2 называется прямым (не-
прямым), если матрица (hνk) является (не является) единичной (δνk) .

Пусть заданы уравнения

ÿ = Y1(y, ẏ, t)dt+ Y2(y, ẏ, t)ξ̇, (a)

z̈ = Z1(z, ż, t)dt+ Z2(z, ż, t)ξ̇. (b)

Определение 4 [25]. Будем говорить, что уравнения (a) и (b) эквивалентны п. н., если
из y(t0) = z(t0), ẏ(t0) = ż(t0) п. н. следует y(t, t0, y0, ẏ0) = z(t, t0, z0, ż0), ẏ(t, t0, y0, ẏ0) =
= ż(t, t0, z0, ż0) п. н. при всех t ≥ t0.

1. Метод Шульгина. Пусть задана система стохастических уравнений Ито второго
порядка вида

ẍk = fk(t, x, ẋ) + σkj(t, x, ẋ)ξ̇
j , k = 1, n, j = 1,m. (4)

Требуется привести систему уравнений (4) к эквивалентным уравнениям лагранжевой
структуры. Здесь ξ1(t), ξ2(t), . . . , ξm(t) — система случайных процессов с независимыми
приращениями, а эквивалентность решений уравнений понимается в смысле эквивален-
тности п. н. Указанная задача при отсутствии случайных возмущений

(
σνj ≡ σ′νj ≡ 0

)
рассмотрена в [30].

Для решения поставленной стохастической задачи воспользуемся методом Шульгина
[30]. А именно: введем дополнительные переменные xn+1, . . . , x2n и определим функцию
Лагранжа расширенной системы в виде

L =

n∑
i=1

(ẋiẋn+i + fixn+i) , (5)
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где ẋi =
dxi
dt
, ẋn+i =

dxn+i
dt

. Тогда ∂L

∂ẋn+i
= ẋi,

d

dt

∂L

∂ẋn+i
= ẍi,

∂L

∂xn+i
= fi и, следовательно,

уравнение (4) будет эквивалентно уравнению

d

dt

(
∂L

∂ẋn+i

)
− ∂L

∂xn+i
= σij(t, x, ẋ)ξ̇

j , i = 1, n, j = 1,m. (6a)

А для определения вспомогательных переменных xn+i запишем следующее уравнение
лагранжевой структуры:

d

dt

(
∂L

∂ẋi

)
− ∂L

∂xi
= σ′ij(t, x, ẋ)ξ̇

j , i = 1, n, j = 1,m, (6b)

где σ′ij = σ′ij(t, x, ẋ) —некоторые произвольные непрерывные по своим аргументам функ-
ции, не нарушающие условий теоремы существования и единственности задачи Коши
системы уравнений (6a) и (6b) [25], и, в частности, могут быть выбраны тождественно
равными нулю при всех i = 1, n и j = 1,m.

Совокупность уравнений (6a) и (6b)
d

dt

∂L

∂ẋn+i
− ∂L

∂xn+i
= σij(t, x, ẋ)ξ̇

j , (6a)

d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
= σ′ij(t, x, ẋ)ξ̇

j , i = 1, n, j = 1,m. (6b)
(6)

образует систему 2n уравнений лагранжевой структуры с обобщенным лагранжианом
L = L (t, x1, . . . , x2n, ẋ1, . . . , ẋ2n) .

Таким образом справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Пусть функции fk(t, x, ẋ), k = 1, n, входящие в уравнения (4), имеют непре-

рывные частные производные второго порядка (включая и смешанные) и, кроме того, имеют
по ẋ непрерывные частные производные третьего порядка

∂3fk
∂ẋi∂ẋν∂ẋµ

, i, ν, µ = 1, n.

Тогда достаточными условиями представления системы стохастических уравнений (4)
в форме уравнений лагранжевой структуры (6) является представление лагранжиана в ви-
де (5) с помощью дополнительных переменных xn+i, i = 1, n, которые определяются из
уравнений (6b).

Замечание 1. Если по правилу стохастического дифференцирования раскрыть выра-
жения d

dt

∂L

∂ẋi
и ∂L

∂xi
, то, в частности, при σ′ij(t, x, ẋ) ≡ 0, i = 1, n, j = 1,m, для определения

вспомогательных переменных xn+i, i = 1, n, уравнение (6b) запишется в виде

ẍn+i +
∂2fk
∂ẋi∂t

xn+k +
∂2fk
∂ẋi∂ẋl

ẍlxn+k +
∂2fk
∂ẋi∂xl

ẋlxn+k+

+
∂fk
∂ẋi

ẋn+k +
1

2

∂3fk
∂ẋi∂ẋν∂ẋµ

σνjσµjxn+k −
∂fk
∂xi

xn+k = 0.
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2. Метод Лиувилля. Пусть задана система стохастических дифференциальных урав-
нений Ито первого порядка

ẋk = Xk(t, x) + σkj(t, x, )ξ̇
j , k = 1, n, j = 1,m. (7)

Требуется привести систему уравнений (7) к эквивалентным уравнениям гамильтоновой
структуры.

Указанная задача при отсутствии случайных возмущений σkj ≡ 0 рассмотрена в [31].
Для решения задачи, поставленной в вероятностной постановке, воспользуемся ме-

тодом Лиувилля [31]. А именно: введем вспомогательные переменные yi, i = 1, n, и
определим функцию Гамильтона расширенной системы в виде

H(t, x, y) = −Xi(t, x)yi, i = 1, n. (8)

Тогда Xi = −
∂H

∂yi
и соответствующие уравнения движения расширенной системы запи-

шутся в виде 
dyi
dt

=
∂H

∂xi
, (9a)

dxi
dt

= −∂H
∂yi

+ σij(t, x, )ξ̇
j , i = 1, n, j = 1,m, (9b)

(9)

где уравнения (9b) совпадают с исходными уравнениями (7), а уравнения (9a) служат для
определения вспомогательных переменных yi, i = 1, n.

Таким образом, справедлива следующая теорема.
Теорема 2. Пусть функции Xk(t, x), k = 1, n, имеют непрерывные частные производные

по x первого порядка
∂Xk

∂xν
, k, ν = 1, n.

Тогда достаточными условиями представления уравнения Ито первого порядка (7) в виде
стохастических уравнений канонической структуры (9) является представление функции
Гамильтона в виде (8) с помощью дополнительных переменных yi, i = 1, n, которые опреде-
ляются из уравнений (9a).

Пример 1. Рассмотрим плоское движение симметричного спутника по круговой орби-
те в предположении изменения тангажа под действием сил тяготения и аэродинамических
сил [28]:

θ̈ = f(θ, θ̇) + σ(θ, θ̇)ξ̇, (10)

где θ — угол тангажа, а функции f and σ имеют соответственно вид

f = Ql sin 2θ −Q[g(θ) + ηθ̇], σ = Qδ[g(θ) + ηθ̇].

Ранее в [24] была рассмотрена задача непрямого построения лагранжиана по заданному
уравнению (10):

h
[
θ̈ − f(θ, θ̇)− σ(θ, θ̇)ξ̇

]
= 0 (10′)
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при h = e−Qηt. Искомый лагранжиан для (10 ′ ) был построен в виде

L = e−Qηt
[
1

2
θ̇2 −Q

(
1

2
l cos 2θ +G

)]
,

обеспечивающем представление уравнения (10 ′ ) в виде уравнения лагранжевой структуры
d

dt

∂L

∂θ̇
− ∂L

∂θ
= e−Qηtσ(θ, θ̇)ξ̇, где G =

∫
g(θ)dθ.

Рассмотрим теперь указанную задачу с помощью метода дополнительных переменных,
т. е. введем вспомогательную переменную ω и на основании теоремы 1 положим L =
= θ̇ω̇+f(θ, θ̇)ω. Тогда после несложных вычислений уравнение (10) при σ′ ≡ 0 приводится
к системе уравнений вида 

d

dt

∂L

∂ω̇
− ∂L

∂ω
= σ(θ, θ̇)ξ̇, (11a)

d

dt

∂L

∂θ̇
− ∂L

∂θ
= 0, (11b)

(11)

где уравнение (11a) совпадает с исходным уравнением (10), а уравнение (11b) служит для
определения вспомогательной переменной ω.

Пример 2. Рассмотрим нелинейное стохастическое дифференциальное уравнение вто-
рого порядка, описывающее движение внутреннего кольца гироскопа в кардановом подве-
се [29]:

β̈ + 2νβ̇ + f(β) = ξ̇, (12)

где β — угол поворота внутреннего кольца. Здесь коэффициент при белом шуме σ = 1.
Ранее в [24] была рассмотрена задача непрямого построения лагранжиана по заданному

уравнению (12)

h[β̈ + 2νβ̇ + f(β)] = ξ̇ (12′)

при h = e2νt. Искомый лагранжиан для (12 ′ ) был построен в виде

L = e2νt
[
1

2
β̇2 − γ(β)

]
, где d

dt
γ(β) = f(β),

обеспечивающем представление (12 ′ ) в виде уравнения лагранжевой структуры
d

dt

(
∂L

∂β̇

)
− ∂L

∂β
= e2νtξ̇.

Рассмотрим эту же задачу методом дополнительных переменных. Для этого введем
вспомогательную переменную η и, следуя теореме 1, положим L = β̇η̇ − 2νβ̇η − f(β)η. И
тогда, подсчитав выражения d

dt

∂L

∂η̇
,
d

dt

∂L

∂β̇
,
∂L

∂η
,
∂L

∂β
, нетрудно показать, что уравнение (12)

при σ′ ≡ 0 приводится к системе уравнений вида
d

dt

∂L

∂η̇
− ∂L

∂η
= ξ̇, (13a)

d

dt

∂L

∂β̇
− ∂L

∂β
= 0, (13b)

(13)
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где уравнение (13a) совпадает с исходным уравнением (12), а уравнение (13b) служит для
определения вспомогательной переменной η.

Пример 3. Рассмотрим уравнение Эмдена [18] при наличии случайных возмущений

tq̈ + 2q̇ + tq5 = σ(q, q̇, t)ξ̇ 1
2
, (14)

где ξ̇ 1
2
— белый шум в смысле Стратоновича [32] в отличие от белого шума в смысле Ито

ξ̇ ≡ ξ̇0 [33].
В [24] была рассмотрена задача непрямого построения лагранжиана по заданному

уравнению (14):

h
[
tq̈ + 2q̇ + tq5 − σ(q, q̇, t)ξ̇ 1

2

]
= 0 (14′)

при h = t. Искомый лагранжиан для уравнения (14 ′ ) был построен в виде

L =
t2

2

(
q̇2 − 1

3
q6
)
,

что обеспечивало представление уравнения (14 ′ ) в виде уравнения лагранжевой структуры

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= tσ(q, q̇, t)ξ̇ 1

2
.

Рассмотрим решение поставленной задачи методом дополнительных переменных. Для
этого введем вспомогательную переменную η и положим L = tq̇η̇ − q̇η − tq5η. Тогда
аналогично примерам 1 и 2 нетрудно показать, что уравнение (14) при σ′ ≡ 0 приводится
к системе уравнений вида 

d

dt

∂L

∂η̇
− ∂L

∂η
= σξ̇ 1

2
, (15a)

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0, (15b)

(15)

где уравнение (15a) совпадает с исходным уравнением (14), а уравнение (15b) служит для
определения вспомогательной переменной η.
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