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We construct the Favard –Amerio theory for almost periodic differential equations in a Banach space
without using H -classes of these equations. For linear equations, we give the first examples of almost
periodic operators that have no analogs in the classical Favard –Amerio theory.

Побудовано теорiюФавара –Амерiо длямайжеперiодичних диференцiальних рiвнянь у банаховому
просторi без використання H -класiв цих рiвнянь. Для лiнiйних рiвнянь уперше наведено приклади
майже перiодичних операторiв, для яких немає аналогiв у класичнiй теорiї Фавара –Амерiо.

1. Основнi позначення та об’єкт дослiджень. Нехай E — банаховий простiр з нормою
‖ · ‖E , R — множина дiйсних чисел i N — множина натуральних чисел. Позначимо через
C0 банаховий простiр неперервних i обмежених на R функцiй x = x(t) зi значеннями в E
з нормою

‖x‖C0 = sup
t∈R
‖x(t)‖E ,

а через Cn, де n ∈ N,—банаховийпростiрфункцiй x ∈ C0, для кожної з яких dx
dt
, . . . ,

dnx

dtn
∈

∈ C0, з нормою
‖x‖Cn = max

{
‖x‖C0 ,

∥∥∥∥dxdt
∥∥∥∥
C0

, . . . ,

∥∥∥∥dnxdtn
∥∥∥∥
C0

}
.

У просторах C0, C1, . . . , Cn визначимо оператор зсуву Sh, h ∈ R, за допомогою фор-
мули

(Shx)(t) = x(t+ h), t ∈ R.

Означення 1. Елемент y ∈ Cn, де n ∈ N ∪ {0}, називається майже перiодичним (за
Бохнером) [1, 2], якщо замикання множини {Shy : h ∈ R} у просторi Cn є компактною пiд-
множиною цього простору, тобто з кожної послiдовностi (Shny)n≥1 можна вибрати збiжну
в Cn пiдпослiдовнiсть.

Множини майже перiодичних елементiв просторiв C0, C1, . . . , Cn є пiдпросторами цих
просторiв вiдповiдно з нормами ‖ · ‖C0 , ‖ · ‖C1 , . . . , ‖ · ‖Cn . Цi пiдпростори будемо позначати
через B0, B1, . . . , Bn вiдповiдно.

Нехай BCn [a, r] — замкнена куля в Cn iз центром у точцi a ∈ Cn i радiусом r, тобто
множина {x ∈ Cn : ‖x− a‖Cn ≤ r} .

Означення 2. Оператор H : Cn → C0, де n ∈ N ∪ {0}, називається майже перiодичним,
якщо для кожних елемента a ∈ Cn, числа r ∈ (0,+∞) i послiдовностi (hk)k≥1 дiйсних чисел
iснує така пiдпослiдовнiсть (hkl)l≥1 , що

lim
l1→∞, l2→∞

sup
x∈BCn [a,r]

∥∥∥Shl1HS−hl1x− Shl2HS−hl2x∥∥∥C0
= 0.
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Це означення у випадку лiнiйного майже перiодичного оператора H рiвносильне
означенню,що використовувалося Е.Мухамадiєвим при дослiдженнi оборотностi лiнiйних
функцiональних операторiв у просторi C0 [3].

Нехай K — множина всiх непорожнiх компактних пiдмножин K ⊂ E i R(x) —
множина значень функцiї x = x(t), тобто множина {x(t) : t ∈ R}. Для компактних множин
K0,K1, . . . ,Kn ∈ K позначимо через DK0,K1,...,Kn множину всiх елементiв x ∈ Cn, для

кожного з яких R(x) ⊂ K0, R

(
dx

dt

)
⊂ K1, . . . , R

(
dnx

dtn

)
⊂ Kn.

Зручним для теорiї майже перiодичних функцiй є таке означення майже перiодичного
оператора, введене в розгляд автором у [4] у випадку дискретних рiвнянь.

Означення 3. Оператор H : Cn → C0, де n ∈ N ∪ {0}, називається майже перiодичним,
якщо для кожних множини K0,K1, . . . ,Kn ∈ K i послiдовностi (hmk

)k≥1 дiйсних чисел iснує
така пiдпослiдовнiсть (hmkl

)l≥1, що

lim
l1→∞, l2→∞

sup
x∈DK0,K1,...,Kn

∥∥∥Shml1
HS−hml1

x− Shml2
HS−hml2

x
∥∥∥
C0

= 0.

Зазначимо, що майже перiодичний за означенням 3 оператор H може не бути майже
перiодичним за означенням 2 (вiдповiднi приклади наведено в п. 2 i 6).

Розглянемо вiдображення F : R× En+1 → E, що задовольняє умови:
1) множина F (R×K0×K1× . . .×Kn) є обмеженою в E для всiх K0,K1, . . . ,Kn ∈ K ;
2) функцiя F (t, x0, x1, . . . , xn) є елементом простору B0 по змiннiй t рiвномiрно по

(x0, x1, . . . , xn) ∈ K0 × K1 × . . . × Kn для всiх K0,K1, . . . ,Kn ∈ K, тобто з кожної послi-
довностi (hk)k≥1 дiйсних чисел можна вибрати пiдпослiдовнiсть (hkl)l≥1, що залежить вiд
K0,K1, . . . ,Kn, для якої

lim
l1→∞, l2→∞

sup
t∈R

x0∈K0
x1∈K1
...

xn∈Kn

∥∥∥F(t+ hkl1 , x0, x1, . . . , xn

)
− F

(
t+ hkl2 , x0, x1, . . . , xn

)∥∥∥
E

= 0. (1)

Визначимо оператор F : Cn → C0 за допомогою спiввiдношення

(Fx)(t) = F

(
t, x(t),

dx(t)

dt
, . . . ,

dnx(t)

dtn

)
, t ∈ R.

Оскiльки для кожних функцiї x ∈ DK0,K1,...,Kn i числа h ∈ R

(ShFS−hx) (t) = F

(
t+ h, x(t),

dx(t)

dt
, . . . ,

dnx(t)

dtn

)
, t ∈ R,

то завдяки (1)

lim
l1→∞, l2→∞

sup
x∈DK0,K1,...,Kn

∥∥∥Shml1
FS−hml1

x− Shml2
FS−hml2

x
∥∥∥
C0

= 0,

тобто оператор F є майже перiодичним у сенсi означення 3.
Оператору F поставимо у вiдповiднiсть диференцiальне рiвняння

F

(
t, x(t),

dx(t)

dt
, . . . ,

dnx(t)

dtn

)
= y(t), t ∈ R, (2)

де y ∈ B0.
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Метою статтi є встановлення умов, при виконаннi яких обмеженi розв’язки рiвнян-
ня (2) є майже перiодичними. При дослiдженнi рiвняння (2) будемо використовувати один
функцiонал, визначений на множинi розв’язкiв цього рiвняння, множини значень яких є
пiдмножинами компактних множин простору E.

2. Зв’язок мiж означеннями 2 i 3. Очевидно, що кожний майже перiодичний за означен-
ням 2 оператор H : Cn → C0 є майже перiодичним i за означенням 3. Однак, обернене
твердження хибне. Це пiдтверджується таким прикладом.

Приклад 1. Нехай банаховий простiр E є таким,що iснують елемент ω = ω(t) простору
Cn, послiдовнiсть (hn)n≥1 дiйсних чисел i додатне число µ, для яких

‖ω(hn1)− ω(hn2)‖E ≥ µ,

якщо n1 6= n2. Таким простором є кожний нескiнченновимiрний банаховий простiр [5].
Розглянемо множину S усiх елементiв x простору Cn, для кожного з яких замикання

множин R(x), R

(
dx

dt

)
, . . . , R

(
dx

dt

)
є компактними пiдмножинами простору E.

Зафiксуємо довiльний елемент a простору E i розглянемо елемент b = b(t) простору
C0, для якого b(t) = a для всiх t ∈ R.

Визначимо оператор H : Cn → C0 за допомогою рiвностi

Hx =

b, якщо x ∈ S,

ω, якщо x ∈ Cn \S.

Очевидно, що для кожних множин K0,K1, . . . ,Kn ∈ K

{ShHS−hx : h ∈ R, x ∈ DK0,K1,...,Kn} = {ShHS−hx : h ∈ R, x ∈ S} = {b}.

Тому оператор H : Cn → C0 є майже перiодичним у сенсi означення 3. Однак, цей опера-
тор не є майже перiодичним у сенсi означення 2. Справдi, зафiксуємо довiльний елемент
z ∈ C0 \S. Очевидно, що

ShHS−hz = Shω (3)

для кожного h ∈ R. Тому∥∥∥Shm1
ω − Shm2

ω
∥∥∥
C0

= sup
t∈R
‖ω(t+ hm1)− ω(t+ hm2)‖E ≥ ‖ω(hm1)− ω(hm2)‖E ≥ µ,

якщо m1 6= m2.

Отже, якщо {Shz : h ∈ R} ⊂ BCn [b, r], де r > ‖z − ω‖Cn , то

sup
x∈BCn [b,r]

∥∥∥Shm1
HS−hm1

x− Shm2
HS−hm2

x
∥∥∥
C0
≥ µ > 0,

для всiх не спiвпадаючих натуральних чисел m1 i m2. Звiдси та iз спiввiдношення (3)
випливає, що оператор H не є майже перiодичним у сенсi означення 2.
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3. Функцiонал δ . Нехай Λ — обмежена пiдмножина простору E i diam Λ — дiаметр
цiєї множини, тобто число sup{‖x1 − x2‖E : x1, x2 ∈ Λ}.

Зафiксуємо множини K0,K1, . . . ,Kn ∈ K. Позначимо через N(F,K0,K1, . . . ,Kn) мно-
жину всiх розв’язкiв рiвняння (2), для кожного з яких R(x) ⊂ K0, R

(
dx

dt

)
⊂ K1, . . . ,

R

(
dnx

dtn

)
⊂ Kn. Вважатимемо, що N(F,K0,K1, . . . ,Kn) 6= ∅.

Розглянемо елемент x∗ ∈ N(F,K0,K1, . . . ,Kn), для якого diamR(x∗) 6= 0, i додатне
число

r (x∗,K0,K1, . . . ,Kn) = max
l∈{0,1,...,n}

sup

{
‖xl − yl‖E : xl ∈ R

(
dlx∗

dtl

)
, yl ∈ Kl

}
,

де d
0x∗

dt0
= x∗. Зафiксуємо довiльне число ε ∈ [0, r (x∗,K0,K1, . . . ,Kn)] .

Позначимо через Ω (x∗,K0,K1, . . . ,Kn, ε) множину всiх елементiв z ∈ Cn, для кожного
з яких R(z) ⊂ K0, R

(
dz

dt

)
⊂ K1, . . . , R

(
dnz

dtn

)
⊂ Kn i ‖z − x∗‖Cn ≥ ε.

Розглянемо функцiонал

δ(x∗,K0,K1, . . . ,Kn, ε) = inf
z∈Ω(x∗,K0,K1,...,Kn,ε)

‖Fz −Fx∗‖C0 . (4)

Тут Fx∗ можна замiнити на y.
Зауваження 1. У випадку майже перiодичного диференцiального рiвняння

dx(t)

dt
+ f(t, x(t)) = y(t), t ∈ R,

що є окремим випадком рiвняння (2), функцiонал δ визначається за допомогою спiв-
вiдношення

δ(x∗,K0,K1, ε) = inf
z∈Ω(x∗,K0,K1,ε)

sup
t∈R

∥∥∥∥dz(t)dt
+ f(t, z(t))− y(t)

∥∥∥∥
E

.

Розглянутий функцiонал будемо використовувати в подальших двох пунктах статтi.
4. Основний результат. Наведемо умови iснування майже перiодичних розв’язкiв рiв-

няння (2), що на вiдмiну вiд теореми Амерiо про майже перiодичнi розв’язки нелiнiйних
диференцiальних рiвнянь (див. [6, 7]) не використовують H-клас рiвняння (2) та вiдокрем-
ленiсть розв’язкiв рiвнянь H-класу цього рiвняння.

Теорема 1. Нехай K0,K1, . . . ,Kn ∈ K. Якщо для розв’язку x∗ ∈ N(F,K0,K1, . . . ,Kn)
диференцiального рiвняння (2) diamR(x∗) 6= 0 i

δ(x∗,K0,K1, . . . ,Kn, ε) > 0 (5)

для кожного ε ∈
(
0, r(x∗,K0,K1, . . . ,Kn)

)
, то цей розв’язок є майже перiодичним.

Зауваження 2. Розв’язок x∗ ∈ N(F,K0,K1, . . . ,Kn) рiвняння (2), для якого diamR(x∗) =
= 0, є сталим i, отже, майже перiодичним.
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Доведення. Припустимо, що розв’язок x∗ ∈ N(F,K0,K1, . . . ,Kn) рiвняння (2) не є
елементом простору Bn. Тодi iснує послiдовнiсть

(
Shpx

∗)
p≥1

, для якої кожна пiдпослiдов-
нiсть

(
Skpx

∗)
p≥1

буде розбiжною в Cn. Отже, для деяких послiдовностей (pr)r≥1, (qr)r≥1

натуральних чисел i числа γ ∈ (0, r), де r = diam
n⋃
k=0

R

(
dkx∗

dtk

)
,

∥∥Skprx∗ − Skqrx∗∥∥Cn ≥ γ, r ≥ 1.

Тому
S−kprSkqrx

∗ ∈ Ω(x∗,K0,K1, . . . ,Kn, γ), r ≥ 1.

Не обмежуючи загальностi доведення, можна вважати, що на пiдставi включення y ∈ B0

lim
r→∞

∥∥S−kpr y − S−kqr y∥∥C0 = 0. (6)

Зазначимо, що r ≤ r (x∗,K0,K1, . . . ,Kn) . Не зменшуючи загальностi, можна також вва-
жати, що послiдовнiсть (SkpFS−kpx)p≥1 збiгається рiвномiрно по x на DK0,K1,...,Kn . Тому

lim
p,q→∞

sup
x∈DK0,K1,...,Kn

∥∥SkpFS−kpx− SkqFS−kqx∥∥C0 = 0. (7)

Покажемо, що

δ(x∗,K0,K1, . . . ,Kn, γ) = 0. (8)

Очевидно, що завдяки (4) i (7)

δ(x∗,K0,K1, . . . ,Kn, γ) =

= inf
z∈Ω(x∗,K0,K1,...,Kn,γ)

‖Fz −Fx∗‖C0 ≤
∥∥FS−kprSkqrx∗ −Fx∗∥∥C0 , r ≥ 1. (9)

Оскiльки∥∥FS−kprSkqrx∗ −Fx∗∥∥C0 =

=
∥∥S−kpr (SkprFS−kpr )Skqrx∗ − S−kqr (SkqrFS−kqr )Skqrx∗∥∥C0 ≤

≤
∥∥S−kpr (SkprFS−kpr )Skqrx∗ − S−kpr (SkqrFS−kqr )Skqrx∗∥∥C0 +

+
∥∥S−kpr (SkqrFS−kqr )Skqrx∗ − S−kqr (SkqrFS−kqr )Skqrx∗∥∥C0 =

=
∥∥(SkprFS−kpr )Skqrx∗ − (SkqrFS−kqr )Skqrx∗∥∥C0 +

∥∥S−kprSkqr y − S−kqrSkqr y∥∥C0 ≤

≤ sup
x∈DK0,K1,...,Kn

∥∥SkprFS−kprx− SkqrFS−kqrx∥∥C0 +
∥∥S−kpr y − S−kqr y∥∥C0 , r ≥ 1,

то на пiдставi (6), (7) i (9) справджується рiвнiсть (8). Це суперечить (5). Отже, припущення,
що розв’язок x∗ ∈ N(F,K0,K1, . . . ,Kn) рiвняння (2) не є елементом простору B0, хибне.

Теорему 1 доведено.
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Зауваження 3. Вимога виконання спiввiдношення (5) в теоремi 1 є суттєвою. У випадку
її невиконання обмеженi розв’язки рiвняння (2) можуть не бути майже перiодичними, що
пiдтверджується таким прикладом.

Приклад 2. Розглянемо неперервне вiдображення G : R2 → R, для якого G(x, y) = 0,
якщо |x| ≤ 1 i |y| ≤ 1. Це вiдображення, як i вiдображення F при n = 1, задовольняє
умови 1 i 2 з п.1. Очевидно, що кожна диференцiйовна на R функцiя x∗ = x∗(t), для якої
R(x∗) ⊂ [−1/4, 1/4] i R

(
dx∗

dt

)
⊂ [−1/4, 1/4] , є розв’язком рiвняння

G

(
x(t),

dx(t)

dt

)
= 0

i
δ(x∗,K0,K1, ε) = 0

для всiх ε ∈ (0, r (x∗,K0,K1)) , де K0 = K1 = [−1/2, 1/2].
5. Випадок лiнiйного рiвняння (2). Розглянемо майже перiодичний у сенсi означення 3

лiнiйний неперервний оператор L : Cn → C0, що визначається спiввiдношенням

(Lz)(t) = A0(t)z(t) +A1(t)
dz(t)

dt
+ . . .+An(t)

dnz(t)

dtn
, t ∈ R.

Тут A0(t), A1(t), . . . , An(t) — такi неперервнi на R функцiї зi значеннями в L(E,E), щоб
оператор L був майже перiодичним у сенсi означення 3 (ця вимога виконується, якщо, на-
приклад, операторнi функцiї A0(t), A1(t), . . . , An(t) є майже перiодичними в сенсi означен-
ня 1), i z — довiльний елемент простору Cn.

Оператору L вiдповiдає лiнiйне диференцiальне рiвняння

A0(t)x(t) +A1(t)
dx(t)

dt
+ . . .+An(t)

dnx(t)

dtn
= u(t), t ∈ R, (10)

де u ∈ B0.
Рiвняння (10) є окремим випадком рiвняння (2). Тому до нього застосовна теорема 1.
Завдяки (4) та теоремi 1 справджується таке твердження.
Теорема 2. Нехай K0,K1, . . . ,Kn ∈ K i u ∈ B0. Якщо для розв’язку x∗ рiвняння (10)

diamR(x∗) 6= 0, R(x∗) ⊂ K0, R

(
dx∗

dt

)
⊂ K1, . . . , R

(
dnx∗

dtn

)
⊂ Kn i

inf
z∈Ω(x∗,K0,K1,...,Kn,ε)

‖Lz − u‖C0 > 0

для кожного ε ∈ (0, r (x∗,K0,K1, . . . ,Kn)) , то цей розв’язок є майже перiодичним.
Використаємо множину S, що визначена в п. 2, i пiдпростiр SK0,K1,...,Kn простору Cn,

породжений множиною DK0,K1,...,Kn , де K0,K1, . . . ,Kn ∈ K.
Окремими випадками теореми 2 є такi два твердження.
Теорема 3. Якщо u ∈ B0, рiвняння (10) має розв’язок x∗ ∈ S i виконується спiввiдно-

шення
inf

x∈S, ‖x‖Cn=1
‖Lx‖C0 > 0,

то цей розв’язок є майже перiодичним.
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Теорема 4. Якщо u ∈ B0, K0,K1, . . . ,Kn ∈ K, рiвняння (10) має розв’язок x∗ ∈

∈ SK0,K1,...,Kn i виконується спiввiдношення

inf
x∈SK0,K1,...,Kn , ‖x‖Cn=1

‖Lx‖C0 > 0, (11)

то цей розв’язок є майже перiодичним.
Справдi, нехай K0,K1, . . . ,Kn —довiльнi елементи множини K, для яких R(x∗) ⊂ K0,

R

(
dx∗

dt

)
⊂ K1, . . . , R

(
dnx∗

dtn

)
⊂ Kn. Завдяки (11) та лiнiйностi оператора L

δ(x∗,K0,K1, . . . ,Kn, ε) > 0

для кожного ε > 0. Тому на пiдставi теореми 2 розв’язок x∗ рiвняння (10) є майже перiо-
дичним.

Зауваження 4. Множина необоротних лiнiйних неперервних i майже перiодичних у
сенсi означення 3 операторiв L : Cn → C0, що задовольняють спiввiдношення (11), не є
порожньою множиною, що пiдтверджується п. 6.

6. Приклади лiнiйних майже перiодичних у сенсi означення 3 операторiв. Спочатку по-
кажемо iснування неперервної та обмеженої на R функцiї A(t) зi значеннями в L(E,E)
такої, що для кожного вектора a ∈ E функцiя A(t)a є майже перiодичною в сенсi означе-
ння 1, а оператор A : C0 → C0, що визначається спiввiдношенням

(Ax)(t) = A(t)x(t), t ∈ R, (12)

не є майже перiодичним у сенсi означення 2 i є майже перiодичним у сенсi означення 3.
Приклад 3. Будемо вважати, що E = l1, де l1 — банаховий простiр обмежених число-

вих послiдовностей z = 〈z1, z2, . . . , zm, . . .〉, для кожної з яких
∑∞

m=1
|zm| < ∞, з нормою

‖z‖l1 =
∑∞

m=1
|zm|. Уцьому випадкуфункцiї x(t) = 〈x1(t), x2(t), . . . , xm(t), . . .〉, для кожної

з яких x(t) ∈ l1 i limδ→0 ‖x(t+ δ)− x(t)‖l1 = 0 для всiх t ∈ R, а також supt∈R ‖x(t)‖l1 <∞,
є елементами простору C0 i навпаки.

Розглянемо неперервну та обмежену на R функцiю A(t) зi значеннями в L(l1, l1), що
визначається спiввiдношенням

A(t)z =
〈
eitz1, e

it/2z2, . . . , e
it/mzm, . . .

〉
, t ∈ R, z ∈ l1. (13)

Ця функцiя має такi властивостi:
1) ‖A(t)‖L(l1,l1) = 1 для всiх t ∈ R ;
2) для кожного z ∈ l1 функцiя A(t)z є майже перiодичним елементом простору C0 ;
3) для кожних компактної множини K ⊂ l1 i послiдовностi (hm)m≥1 дiйсних чисел

iснує пiдпослiдовнiсть (hml
)l≥1 послiдовностi (hm)m≥1, для яких

lim
k,l→∞

sup
k∈Z

sup
t∈R

∥∥A(t+ hmk
)z −A(t+ hml

)z
∥∥
l1

= 0.

4) функцiя A(t) зi значеннями в L(l1, l1) не є майже перiодичною.
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Перша властивiсть функцiї A(t), очевидно, випливає iз спiввiдношення (13).
Друга властивiсть функцiї A(t) є наслiдком таких мiркувань.
Оскiльки всi функцiї eit/m, m ≥ 1, неперервнi на R,

‖A(t)z −A(t+ h)z‖l1 =

=
∥∥∥〈(eit − ei(t+h)

)
x1,
(
eit/2 − ei(t+h)/2

)
x2, . . . ,

(
eit/m − ei(t+h)/m

)
xm, . . .

〉∥∥∥
l1

=

=
∞∑
m=1

∣∣∣(eit/m − ei(t+h)/m
)
xm

∣∣∣ ≤ ∞∑
m=1

∣∣∣eit/m − ei(t+h)/m
∣∣∣ |xm|

i ряд
∑∞

m=1
|xm| збiгається, то limh→0 ‖A(t)z − A(t + h)z‖l1 = 0 для кожного t ∈ R.

Тому функцiя A(t)z є елементом простору C0. Далi розглянемо довiльну послiдовнiсть
(hm)m≥1 дiйсних чисел. Зафiксуємо довiльне число ε > 0. Iснує такий номер mε ∈ N, що∑∞

m=mε+1
|xm| < ε. Оскiльки функцiї eit/m, m = 1,mε, майже перiодичнi, то iснує така

пiдпослiдовнiсть
(
hmp

)
p≥1

послiдовностi (hm)m≥1, що

lim
k,l→∞

sup
t∈R

max
m=1,mε

∣∣∣∣ei(t+hmpk
)/m − ei

(
t+hmpl

)
/m
∣∣∣∣ = 0.

Тодi

lim
k,l→∞

sup
t∈R

∥∥∥A(t+ hmpk

)
z −A

(
t+ hmpl

)
z
∥∥∥
l1
≤

∞∑
m=mε+1

|xm| < ε.

Iз довiльностi вибору числа ε > 0 випливає iснування пiдпослiдовностi
(
h̃m

)
m≥1

послi-

довностi
(
h̃m

)
m≥1

, для якої

lim
k,l→∞

sup
t∈R

∥∥∥A(t+ h̃mk

)
z −A

(
t+ h̃ml

)
z
∥∥∥
l1

= 0.

Отже, A(t)z — майже перiодичний елемент простору C0.

Третя властивiсть функцiї A(t) випливає з таких мiркувань.
Розглянемо довiльнi компактну множину K ⊂ l1 i послiдовнiсть (hm)m≥1 дiйсних

чисел. Зафiксуємо довiльне як завгодно мале число ε > 0. Оскiльки множина K є ком-
пактною, то iснує скiнченна множина Zε = {z1, z2, . . . , zm(ε)} точок множини K, що буде
для K ε-сiткою. Для кожної точки z ∈ K позначимо через a(z, ε) точку множини Zε
з найменшим номером, для якої ‖z − a(z, ε)‖l1 ≤ ε (така точка, очевидно, визначається
єдиним чином). Завдяки (13) та першiй властивостi функцiї A(t)

sup
t∈R
‖A(t)z −A(t)a(z, ε)‖l1 = sup

t∈R
‖A(t)(z − a(z, ε))‖l1 ≤

≤ sup
t∈R
‖A(t)‖L(l1,l1)‖(z − a(z, ε))‖l1 = ‖(z − a(z, ε))‖l1 ≤ ε (14)

для всiх z ∈ K.
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Оскiльки функцiї A(t)z1, A(t)z2, . . . , A(t)zm(ε) є майже перiодичними елементами прос-
тору C0 напiдставi другої властивостiфункцiї A(t), то iснує така пiдпослiдовнiсть

(
h̃m

)
m≥1

послiдовностi (hm)m≥1, що

lim
k,l→∞

max
z∈Zε

sup
t∈R

∥∥∥A(t+ h̃k

)
z −A

(
t+ h̃l

)
z
∥∥∥
l1

= 0. (15)

Справдi, завдяки другiй властивостi функцiї A(t) iснує пiдпослiдовнiсть
(
h

(1)
m

)
m≥1

послi-
довностi (hm)m≥1, для якої

lim
k,l→∞

sup
t∈R

∥∥∥A(t+ h
(1)
k

)
z1 −A

(
t+ h

(1)
l

)
z1

∥∥∥
l1

= 0.

На пiдставi цiєї ж властивостi iснує пiдпослiдовнiсть
(
h

(2)
m

)
m≥1

послiдовностi
(
h

(1)
m

)
m≥1

,

для якої
lim

k,l→∞
sup
t∈R

∥∥∥A(t+ h
(2)
k

)
z2 −A

(
t+ h

(2)
l

)
z2

∥∥∥
l1

= 0.

Аналогiчним чином, встановлюється iснування послiдовностей(
h(3)
m

)
m≥1

,
(
h(4)
m

)
m≥1

, . . . ,
(
h(m(ε)
m

)
m≥1

,

для яких (
h(2)
m

)
m≥1

⊃
(
h(3)
m

)
m≥1

⊃
(
h(4)
m

)
m≥1

⊃ . . . ⊃
(
h(m(ε)
m

)
m≥1

i
lim

k,l→∞
sup
t∈R

∥∥∥A(t+ h
(q)
k

)
zq −A

(
t+ h

(q)
l

)
zq

∥∥∥
l1

= 0, q = 3,m(ε).

Звiдси отримуємо спiввiдношення (15). Очевидно,що в (15) в якостi h̃k можна взяти h(m(ε))
k .

Iз спiввiдношень (14) i (15) випливає, що

lim
k,l→∞

sup
z∈K

sup
t∈R

∥∥∥A(t+ h
(m(ε))
k

)
z −A

(
t+ h

(m(ε))
l

)
z
∥∥∥
l1
≤ 2ε. (16)

Справдi,

sup
z∈K

sup
t∈R

∥∥∥A(t+ h
(m(ε))
k

)
z −A

(
t+ h

(m(ε))
l

)
z
∥∥∥
l1

=

= sup
z∈K

sup
t∈R

∥∥∥A(t+ h
(m(ε))
k

)
z− A

(
t+ h

(m(ε))
k

)
a(z, ε) +A

(
t+ h

(m(ε))
k

)
a(z, ε)−

−A
(
t+ h

(m(ε))
l

)
a(z, ε) +A

(
t+ h

(m(ε))
l

)
a(z, ε) −A

(
t+ h

(m(ε))
l

)
z
∥∥∥
l1
≤

≤ sup
z∈K

sup
t∈R

∥∥∥A(t+ h
(m(ε))
k

)
z −A

(
t+ h

(m(ε))
k

)
a(z, ε)

∥∥∥
l1

+

+ sup
z∈K

sup
t∈R

∥∥∥A(t+ h
(m(ε))
k

)
a(z, ε)−A

(
t+ h

(m(ε))
l

)
a(z, ε)

∥∥∥
l1

+
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+ sup
z∈K

sup
t∈R

∥∥∥A(t+ h
(m(ε))
l

)
a(z, ε)−A

(
t+ h

(m(ε))
l

)
z
∥∥∥
l1
.

Оскiльки на пiдставi (14)

sup
z∈K

sup
t∈R

∥∥∥A(t+ h
(m(ε))
k

)
z −A

(
t+ h

(m(ε))
k

)
a(z, ε)

∥∥∥
l1
≤ ε

i
sup
z∈K

sup
t∈R

∥∥∥A(t+ h
(m(ε))
l

)
a(z, ε)−A

(
t+ h

(m(ε))
l

)
z
∥∥∥
l1
≤ ε,

а на пiдставi (15)

lim
k,l→∞

sup
z∈K

sup
t∈R

∥∥∥A(t+ h
(m(ε))
k

)
a(z, ε)−A

(
t+ h

(m(ε))
l

)
a(z, ε)

∥∥∥
l1

= 0,

то справджується спiввiдношення (16). Iз цього спiввiдношення та довiльностi вибору числа
ε > 0 випливає виконання третьої властивостi функцiї A(t).

Четверта властивiсть функцiї A(t) є наслiдком таких мiркувань.
Для елементiв

el = 〈δl1, δl2, . . . , δlm, . . .〉, l ≥ 1,

простору l1, де

δlm =

1, якщо l = m,

0, якщо l 6= m,

послiдовностi (nk)k≥1 натуральних чисел, для якої

nk+1 > nk, k ≥ 1,

та кожної пари (k, l) натуральних чисел, для яких k > l, виконуються спiввiдношення

sup
t∈R
‖A(t+ nk)−A(t+ nl)‖L(l1,l1) = sup

t∈R
sup
‖x‖l1=1

‖A(t+ nk)x−A(t+ nl)x‖l1 ≥

≥ sup
t∈R
‖A(t+ nk)enk−nl

−A(t+ nl)enk−nl
‖l1 =

= sup
t∈R

∣∣∣ei(t+nk)/(nk−nl) − ei(t+nl)/(nk−nl)
∣∣∣ =

=
∣∣∣eink/(nk−nl) − einl/(nk−nl)

∣∣∣ =
∣∣ei − 1

∣∣ = 2 sin
1

2
> 0.

Це означає, що функцiя A(t) зi значеннями в L(l1, l1) не є майже перiодичною.
Отже, функцiя A(t) задовольняє властивостi 1) – 4).
Далi розглянемо оператор A : C0 → C0, що визначається спiввiдношенням (12).
Цей оператор не є майже перiодичним у сенсi означення 2 i є майже перiодичним у сенсi

означення 3.
Справдi, для довiльних h ∈ R i x ∈ C0

(ShAS−hx)(t) = A(t+ h)x(t), t ∈ R.
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Звiдси на пiдставi третьої властивостi функцiї A(t) отримуємо, що для кожних послiдовно-
стi (hm)m≥1 дiйсних чисел i компактної множини K ⊂ l1 iснує пiдпослiдовнiсть (hml

)l≥1

послiдовностi (hm)m≥1, для яких

lim
k,l→∞

sup
z∈C0, R(z)⊂K

sup
t∈R
‖A(t+ hmk

)z(t)−A(t+ hml
)z(t)‖l1 = 0.

Це означає, що оператор A : C0 → C0 є майже перiодичним у сенсi означення 3.
Однак оператор A не є майже перiодичним у сенсi означення 2. Дiйсно, для функцiї

ω ∈ C1, для якої

‖ω‖C0 = 1, (17)

i

ω(l) = el, l ≥ 1, (18)

i кожної пари (k, l) натуральних чисел, для яких k > l, виконуються спiввiдношення

‖SkAS−k − SlAS−l‖L(C0,C0) ≥ ‖SkAS−kω − SlAS−lω‖l1 =

= sup
t∈R
‖A(t+ k)ω(t)−A(t+ l)ω(t)‖l1 ≥

≥ |A(k − l + k)ω(k − l)−A(k − l + l)ω(k − l)‖l1 =

= ‖A(2k − l)ek−l −A(k)ek−l‖l1 =

=
∣∣∣ei(2k−l)/(k−l) − eik/(k−l)∣∣∣ =

∣∣ei − 1
∣∣ = 2 sin

1

2
> 0. (19)

Звiдси випливає, що оператор A не є майже перiодичним у сенсi означення 2.
Зауваження 5. Звуження A|C1 : C1 → C0 оператора A : C0 → C0 на C1 також є майже

перiодичним оператором у сенсi означення 3 (це встановлюється аналогiчно, як i у випадку
оператора A : C0 → C0 ) i не є майже перiодичним оператором у сенсi означення 2, що
встановлюється з використанням спiввiдношень (19), функцiї ω ∈ C1, що задовольняє
спiввiдношення (17) i (18), а також того, що для цiєї функцiї

‖ω‖C1 ‖SkA|C1S−k − SlA|C1S−l‖L(C1,C0) ≥ ‖SkAS−kω − SlAS−lω‖C0 .

У прикладi 4 покажемо iснування необоротного лiнiйного майже перiодичного в сенсi
означення 3 оператора D : C1 → C0, що не є майже перiодичним у сенсi означення 2 i
задовольняє спiввiдношення (11) при n = 1.

Будемо використовувати локально збiжнi послiдовностi функцiй.
Послiдовнiсть елементiв xk ∈ C0, k ∈ N, будемоназивати локально збiжною до елемента

x ∈ C0 при k →∞, якщо ця послiдовнiсть обмежена i для кожного числа T > 0

lim
k→∞

max
|t|≤T

‖xk(t)− x(t)‖E = 0.

Для такої послiдовностi будемо використовувати позначення

xk
loc., C0

−−−−−→ x при k →∞.
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Аналогiчно, послiдовнiсть yk ∈ C1, k ∈ N, будемо називати локально збiжною до елемента
y ∈ C1 при k →∞ i позначати

yk
loc., C1

−−−−−→ y при k →∞,

якщо yk
loc., C0

−−−−−→ y i dyk
dt

loc., C0

−−−−−→ dy

dt
при k →∞.

Приклад 4. Як i в прикладi 3, будемо вважати, що E = l1. Розглянемо лiнiйний непе-
рервний диференцiальний оператор D : C1 → C0, що визначається спiввiдношенням

(Dx)(t) =
dx(t)

dt
+ (Bx)(t), t ∈ R,

в якому

B = I − A, (20)

де I : C0 → C0 — одиничний оператор i A : C0 → C0 — розглянутий у попередньому
прикладi оператор.

Очевидно, що оператори d

dt
=: C1 → C0 i I : C0 → C0 є майже перiодичними як у сенсi

означення 2, так i в сенсi означення 3. Тому з урахуванням зауваження 5 диференцiальний
оператор D : C1 → C0 є майже перiодичним у сенсi означення 3, i не є майже перiодичним
у сенсi означення 2.

Далi зафiксуємо довiльнi компактнi множини K0,K1 ⊂ l1, що не мiстять нульовий
елемент 0 ∈ l1.

Покажемо, що для оператора D справджується спiввiдношення

inf
x∈SK0,K1

, ‖x‖C1=1
‖Dx‖C0 > 0, (21)

аналогiчне спiввiдношенню (11).
Припустимо, що це спiввiдношення не виконується, тобто iснують функцiї xn ∈ C1 i

εn ∈ C0, n ≥ 1, для яких

xn ∈ SK0,K1 , n ≥ 1, (22)

‖xn‖C1 = 1, n ≥ 1, (23)

lim
n→∞

‖εn‖C0 = 0, (24)

i

dxn(t)

dt
+ xn(t)−A(t)xn(t) = εn(t), t ∈ R. (25)

Завдяки (22), (23) та узагальненiй теоремi Арцела (див. [5], c. 99) iснують такi пiдпослi-
довнiсть (xnk

)k≥1 послiдовностi (xn)n≥1 i функцiя z ∈ C0 зi значеннями в K0, що

xnk

loc., C0

−−−−−→ z при k →∞. (26)
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Тодi завдяки (12), (13) i (20)

Bxnk

loc., C0

−−−−−→ Bz при k →∞. (27)

Тому на пiдставi (24), (25) i (26) для кожного t ∈ R

z(t)− z(0) +

t∫
0

(Bz)(s)ds = 0.

Звiдси та включення Bz ∈ C0 випливає, що

dz(t)

dt
+ (Bz)(t) = 0, t ∈ R,

i z ∈ C1.
Зазначимо, що для функцiї z крiм спiввiдношення R(z) ⊂ K0 справджується спiввiд-

ношення

R

(
dz

dt

)
⊂ K1. (28)

Справдi, завдяки (25), (24) i (27) послiдовнiсть
(
dxnk

dt

)
k≥1

є локально збiжною до деякої

функцiї u ∈ C0 при k →∞. Тому

u(t) + (Bz)(t) = 0, t ∈ R.

Отже,
dz(t)

dt
≡ u(t).

Оскiльки на пiдставi (22) R
(
dxnk

dt

)
⊂ K1 для всiх k ≥ 1, то R(u) ⊂ K1.

Таким чином, спiввiдношення (28) виконується i, отже,

z ∈ SK0,K1 . (29)

Оскiльки 0 6∈ K0∪K1, то iснує n0 ∈ N, щодляфункцiї z(t) =
〈
z1(t), z2(t), . . . , zn0(t), . . .

〉
zn0(0) 6= 0.

Функцiя zn0(t) є розв’язком диференцiального рiвняння

dxn0(t)

dt
+
(

1− eit/n0

)
xn0(t) = 0, t ∈ R.

Тому для всiх t ∈ R
zn0(t) = e−

∫ t
0 (1−eis/n0)dszn0(0).

Отже,
sup
t∈R
|zn0(t)| = +∞
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i
sup
t∈R
‖z(t)‖l1 = +∞,

що суперечить (29).
Отже, припущення про невиконання спiввiдношення (21) є хибним. Це означає, що на

пiдставi теореми 4 кожний розв’язок x∗ ∈ SK0,K1 диференцiального рiвняння

dx(t)

dt
+ (Bx)(t) = y(t), t ∈ R,

з майже перiодичним y ∈ C0 є майже перiодичним елементом простору C1.
Нарештi покажемо, що оператор D : C1 → C0 не має неперервного оберненого.
Використаємо функцiї γm(t) = 〈γ1,m(t), γ2,m(t), . . . , γk,m(t), . . .〉 ∈ C1, m ≥ 1, для яких

γk,m(t) ≡ 0, якщо k 6= m, i

γm,m(t) =


cos2 t√

m
, якщо |t| ≤ π

2

√
m,

0, якщо |t| > π

2

√
m.

Очевидно, що

‖γm‖C0 = 1, m ∈ N,

lim
m→∞

∥∥∥∥dγmdt
∥∥∥∥
C0

= 0

i
lim
m→∞

sup
t∈R

∣∣∣γm(t)− eit/mγm(t)
∣∣∣ = 0.

Тому
lim
m→∞

‖Dγm‖C0 = 0

i, отже,
inf

‖x‖C1=1
‖Dx‖C0 = 0.

Це означає, що оператор D не має неперервного оберненого.
7. Додатковi зауваження та лiтературнi вказiвки. Функцiонали, аналогiчнi δ, застосо-

вувалися автором у [4, 8 – 21] для дослiдження майже перiодичних рiзницевих, дискретних,
функцiональних, диференцiальних та диференцiально-рiзницевих рiвнянь, а також дифе-
ренцiальних рiвнянь iз iмпульсним збуренням.

Твердження про майже перiодичнi розв’язки рiвнянь (2) i (10) (у п. 4 i 5) є новими.
На вiдмiну вiд теорем Амерiо [6, 7] i Фавара [7, 22] у теоремах 1 – 4 не використовуються
H-класи рiвнянь (2) i (10). Також у теоремi 1 не використовується умова вiдокремлення
розв’язкiв рiвнянь H-класу рiвняння (2).

Наведенi в п. 6 приклади лiнiйних неперервних майже перiодичного оператора в сенсi
означення 3, що не є майже перiодичним у сенсi означення 2 i дiє у просторi C0, i анало-
гiчного необоротного диференцiального оператора, до якого застосовна теорема 4, також
є новими.
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Дослiдженню майже перiодичних рiвнянь присвячено багато публiкацiй. Вiдмiтимо
частину з них. Для звичайних лiнiйних диференцiальних рiвнянь першi результати про
майже перiодичнi розв’язки отримано Фаваром у роботi [22], а для нелiнiйних диференцi-
альних рiвнянь — Амерiо в роботi [6]. У цих роботах суттєво використовуються H-класи
рiвнянь, а в [6] також використовується вiдокремленiсть обмежених розв’язкiв рiвнянь.
Вагомий додаток до теорiї Фавара зроблено Е. Мухамадiєвим [3]. Узагальнення теорем
Мухамадiєва наведено в [23 – 25]. Важливi результати з теорiї майже перiодичних рiвнянь
також належать Б. М. Левiтану [2], Амерiо [26] та В. В. Жикову [27].

З’ясуванню умов iснування обмежених i майже перiодичних розв’язкiв диференцiаль-
них рiвнянь

dx(t)

dt
= f(x(t)) + h(t), t ∈ R,

i
dx(t)

dt
= f

(
x(t) + h(t)

)
, t ∈ R,

де f : R → R — неперервна функцiя i h ∈ C0 або h ∈ B0 (у випадку E = R), присвячено
роботи [28, 29].
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