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In this paper, we consider a weakly nonlinear N -dimensional parabolic system whose solutions are
subjected to an impulsive perturbation in reaching a fixed subset in the phase space. For wide classes of
impulsive perturbations, we prove that the system generates an impulsive semiflow that has a minimal
compact uniformly attracting set (uniform attractor) in the phase space. Under additional restrictions
imposed on impulsive parameters, we establish invariance and stability of the nonimpulsive part of the
uniform attractor.

Розглянуто слабку нелiнiйну N -вимiрну параболiчну систему, розв’язки якої зазнають iмпульс-
ного збурення при досягненнi фiксованої пiдмножини в фазовому просторi. Для широких класiв
iмпульсних збурень доведено, що така система породжує iмпульсний напiвпотiк, що має в фазовому
просторi мiнiмальну компактну рiвномiрно притягуючу множину — рiвномiрний атрактор. При
додаткових обмеженнях на iмпульснi параметри встановлено iнварiантнiсть та стiйкiсть неiмпульс-
ної частини рiвномiрного атрактора.

Вступ. Якiсну теорiю iмпульсно-збурених диференцiальних рiвнянь викладено в [1 – 5],
для iмпульсних динамiчних систем в скiнченновимiрних фазових просторах — в [6 – 11].
У випадку нескiнченновимiрного фазового простору якiсну поведiнку дисипативних си-
стем вивчено в межах теорiї глобальних атракторiв [12 – 16]. Перенесення основних понять
та результатiв теорiї атракторiв на нескiнченновимiрнi iмпульснi динамiчнi системи здiй-
снено в [17 – 19]. При цьому основним об’єктом дослiдження виступає мiнiмальна ком-
пактна рiвномiрно притягуюча множина — рiвномiрний атрактор. Питанням iснування,
структури та iнварiантностi рiвномiрних атракторiв для рiзних класiв нескiнченновимiр-
них iмпульсних систем присвячено роботи [18 – 22]. В [23] вперше запропоновано умови
на iмпульсний напiвпотiк, якi гарантують стiйкiсть неiмпульсної частини рiвномiрного
атрактора. В данiй роботi ми уточнюємо цi умови i застосовуємо їх до дослiдження стiйко-
стi рiвномiрного атрактора слабо-нелiнiйної N -вимiрної iмпульсно-збуреної параболiчної
системи.

1. Постановка задачi. В обмеженiй областi Ω ⊂ Rn, n ≥ 1, вiдносно невiдомої вектор-
функцiї u(t, x) = (u1(t, x), . . . , uN (t, x))T , (t, x) ∈ Ω × (0,+∞), розглядається параболiчна
система
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∂u1

∂t
= a1∆u1 − εf1(u1, . . . , uN ),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂uN
∂t

= aN∆uN − εfN (u1, . . . , uN ),

u1|∂Ω = . . . = uN |∂Ω = 0,

(1)

де ε > 0 —малий параметр, ai > 0, f = (f1, . . . , fN )T —нелiнiйне збурення, f ∈ C1
(
R2
)
,

∃C > 0 ∀u ∈ RN ∀i = 1, N, |fi(u)| ≤ C, f ′(u) ≥ −C. (2)
Цi умови гарантують [12] однозначну глобальну розв’язнiсть задачi (1) у фазовому просторi

X =
(
L2(Ω)

)N з нормою ‖u‖X =

√∑N

i=1
‖ui‖2, де тут i надалi ‖ · ‖ та (·, ·) — норма та

скалярний добуток у L2(Ω).
Для фiксованих додатних чисел α1, . . . , αN , µ та функцiї ψ ∈ L2(Ω) на розв’язках (1)

розглядається наступна iмпульсна задача: фазова точка u(t) при зустрiчi з iмпульсною
множиною

M =

{
u ∈ X

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

αi(ui, ψ)2 = 1

}
(3)

миттєво переводиться за допомогою iмпульсного вiдображення I : M → M ′ в нове поло-
ження lu ∈M ′, де

M ′ =

{
u ∈ X

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

αi(ui, ψ)2 = 1 + µ

}
. (4)

У роботi доведено, що для достатньо широкого класу iмпульсних вiдображень I : M →
→ M ′ iмпульсно-збурена задача (1) – (4) для достатньо малих ε породжує iмпульсний
напiвпотiк Gε, що має рiвномiрний атрактор Θε, який, за умови неперервностi iмпульс-
ного вiдображення I : M →M ′, має iнварiантну та стiйку неiмпульсну частину.

2. Iснування та стiйкiсть рiвномiрних атракторiв iмпульсних систем. Нехай у фазовому
просторi (X, ‖ · ‖X) задано неперервну напiвгрупу V : R+ ×X → X, iмпульсну множину
M ⊂ X та iмпульсне вiдображення I : M → X. Iмпульсний напiвпотiк G : R+ × X → X
будується за таким правилом [7]: якщо для x ∈ X для всiх t > 0 V (t, x) 6∈M, то G(t, x) =
= V (t, x), iнакше

G(t, x) =

V (t− Tn, x+
n ) , t ∈ [Tn, Tn+1),

x+
n+1, t = Tn+1,

(5)

де T0 = 0, Tn+1 =
∑n

k=0
sk, x

+
n+1 = IV (sn, x

+
n ) , x+

0 = x, sn — iнтервали мiж моментами
iмпульсного збурення, що характеризуються умовою V (sn, x

+
n ) ∈M. За умов

M замкнена, M ∩ IM = ∅,

∀x ∈M ∃τ = τ(x) > 0 ∀t ∈ (0, τ), V (t, x) /∈M,

∀x ∈ X, t→ G(t, x) визначена на [0,+∞)

(6)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2019, т. 22, № 4



476 О. В. КАПУСТЯН, Ф. А. АСРОРОВ, В. В. СОБЧУК

формула (5) визначає напiвгрупу G : R+×X → X [10, 19], яку й будемо називати iмпульс-
ним напiвпотоком.

Зауваження 1. З умов (6) i неперервностi V випливає [10, 22], що для довiльного x ∈ X
або iснує момент часу s := s(x) > 0 такий, що ∀t ∈ (0, s) V (t, x) 6∈ M, V (s, x) ∈ M, або
∀t > 0 V (t, x) ∩M = ∅ (i в цьому випадку покладемо s(x) =∞).

Означення 1 [19]. Компакт Θ ⊂ X будемо називати рiвномiрним атрактором iмпульс-
ного напiвпотоку G, якщо:

1) Θ — рiвномiрно притягуюча множина, тобто для довiльної обмеженої B ⊂ X

dist (G(t, B),Θ)→ 0, t→∞;

2) Θ — мiнiмальна замкнена множина, що задовольняє 1).
Зауваження 2. Рiвномiрний атрактор може не бути iнварiантним вiдносно G [19].
Лема 1 [22]. Нехай iмпульсний напiвпотiк G дисипативний, тобто iснує обмежена мно-

жина B0 ⊂ X така, що

для будь-якої обмеженої B ⊂ X ∃T = T (B), ∀t ≥ T G(t, B) ⊂ B0.

Тодi G має рiвномiрний атрактор Θ тодi i тiлькитодi, коли G асимптотично компактний,
тобто для будь-якої обмеженої {xn} ⊂ X та будь-якої {tn ↗∞} послiдовнiсть {G(tn, xn)}
передкомпактна.

У багатьох випадках iснування рiвномiрного атрактора iмпульсного напiвпотоку є на-
слiдком компактностi i дисипативностi неперервної напiвгрупи V.

Лема 2. Нехай неперервна напiвгрупа V : R+ × X → X та вiдображення I : M → X
задовольняють такi умови: iснує компактно вкладений простiр Y b X такий, що

∃C1 > 0, ∃δ > 0 ∀t ≥ 0 ∀x ∈ X ‖V (t, x)‖X ≤ ‖x‖Xe−δt + C1, (7)

∀t > 0 ∀r > 0 ∃C(t, r) > 0 ∀x, ‖x‖X ≤ r, ‖V (t, x)‖Y ≤ C(t, r), (8)

∃C2 > 0 ∀x ∈ X ∩M ‖Ix‖X ≤ ‖x‖X + C2, (9)

∀r > 0 ∃C(r) > 0 ∀x ∈ Y ∩M, ‖x‖Y ≤ r ‖Ix‖Y ≤ C(r), (10)

∃s̄ > 0 ∀x ∈ IM s(x) ≥ s̄. (11)

Тодi iмпульсний напiвпотiк G має рiвномiрний атрактор Θ.
Доведення. З формули (5), нерiвностей (7), (9) та (11) легко виводимо, що для R0 =

= 1 +
C1 + C2

1− e−δs̄
справедлива оцiнка

∀r > 0 ∃T (r) ∀x, ‖x‖X ≤ r, ∀t ≥ T (r) ‖G(t, x)‖X ≤ R0. (12)

Тодi згiдно з лемою 1 i компактнiстю вкладення Y b X достатньо довести обмеженiсть
послiдовностi {ξn = G(tn, xn) | ‖xn‖X ≤ r, tn →∞} у просторi Y.

Якщо tn < s(xn) ≤ ∞, то

ξn = G(tn, xn) = V (tn, xn) = V (1, V (tn − 1, xn)) = V (1, G(tn − 1, xn)).

Отже, згiдно з (8), (12) ‖ξn‖Y ≤ C(1, R0).
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Якщо tn = s(xn), то

ξn = IV (tn, xn) = IV (1, G(tn − 1, xn)),

i згiдно з (8), (10) ‖ξn‖Y ≤ C(C(1, R0)).
Якщо tn > s(xn), то

ξn = G(tn − s(xn), G(s(xn), xn)) = G(tn − s(xn), IV (s(xn), xn)).

Покладемо

τn := tn − s(xn) ≥ 0, ηn := IV (s(xn), xn) ∈ IM, ‖ηn‖X ≤ R0.

Якщо τn → 0, то s(xn) → ∞; отже, ‖ηn‖Y ≤ C(C(1, R0)). Оскiльки s(ηn) ≥ s̄, то ξn =
= V (τn, ηn) i передкомпактнiсть {ξn} слiдує з неперервностi V.

Iнакше τn ≥ τ̄ > 0 i τn ∈
[
T

(n)
i(n), T

(n)
i(n)+1

)
, де i(n) ≥ 0,

{
T

(n)
i

}
i≥0

— моменти iмпульс-

ного збурення траєкторiї G(·, ηn),
{
η

(n)+
i

}
i≥0

— вiдповiднi iмпульснi точки. Тодi згiдно
з (5)

ξn = V
(
τn − T (n)

i(n), η
(n)+
i(n)

)
.

Якщо i(n) = 0, то ξn = V (τn, ηn) = V (τ̄ , V (τn − τ̄ , ηn)); отже, ‖ξn‖Y ≤ C(τ̄ , R0).

Iнакше згiдно з (10), (11)
∥∥∥η(n)+

i(n)

∥∥∥
Y
≤ C (C (s̄, R0)) . А тому, якщо

{
τn − T (n)

i(n)

}
обме-

жена, то передкомпактнiсть {ξn} слiдує з неперервностi V. Якщо ж τn − T (n)
i(n) → ∞, то

‖ξn‖Y ≤ C(1, R0).
Лему доведено.
Вiдомо [9, 24], що одним iз еквiвалентних означень стiйкостi компактної iнварiантної

множини A вiдносно неперервного напiвпотоку G є рiвнiсть

A = D+(A) :=
⋃
x∈A
{y | y = limG(tn, xn), xn → x, tn ≥ 0} . (13)

У роботi [23] показано, що рiвномiрний атрактор iмпульсного напiвпотоку може не
задовольняти властивiсть (13), проте, за додаткових припущень щодо характеру поведiнки
траєкторiй в околi iмпульсної множини, вдається одержати такий результат.

Лема 3 [23]. Нехай iмпульсний напiвпотiк G має рiвномiрний атрактор Θ, iмпульсне
вiдображення I : M → X неперервне i додатково виконуються умови: для довiльної послiдов-
ностi xn → x ∈ Θ\Ms(x) =∞, якщо s(xn) =∞ для нескiнченно багатьох n,

s(xn)→ s(x) у протилежному випадку,
(14)

для довiльної послiдовностi xn → x ∈ Θ ∩M

або s(xn) =∞ для нескiнченно багатьох n, або s(xn)→ 0. (15)

Тодi справедливi спiввiдношення

∀t ≥ 0 G(t,Θ \M) = Θ \M, (16)

Θ = Θ \M, D+(Θ \M) ⊂ Θ \M. (17)
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3. Застосування до параболiчної iмпульсно-збуреної задачi. Застосуємо леми 1 – 3 до
iмпульсно-збуреної задачi (1) – (4). Для цього уточнимо параметри iмпульсного збурення.
Нехай {λk}∞k=1 ⊂ (0,+∞), {ψk}∞k=1 ⊂ H1

0 (Ω) — розв’язки спектральної задачi

∆ψ = −λψ, ψ ∈ H1
0 (Ω).

Без обмеження загальностi будемо вважати, що в означеннi множин M, M ′ маємо ψ = ψ1,
λ = λ1, тобто iмпульсного збурення зазнають першi координати компонент фазового
вектора. Тодi природно розглядати такий клас iмпульсних вiдображень I : M 7→M ′ :

якщо u =

 c1
...
cN

ψ1 +

∞∑
k=2

 c
k
1
...
ckN

ψk ∈M, тобто
N∑
i=1

αic
2
i = 1,

то

I(u) =

d1
...
dN

ψ1 +
∞∑
k=2

 c
k
1
...
ckN

ψk ∈M ′, тобто
N∑
i=1

αid
2
i = 1 + µ. (18)

Найпростiшим прикладом є вiдображення, що збiльшує в
√

1 + µ разiв першi координати
компонент фазового вектора, тобто

∀i = 1, N di =
√

1 + µci.

Основним результатом даної роботи є така теорема.
Теорема 1. Нехай виконанi умови (2). Тодi для довiльного iмпульсного вiдображення вигля-

ду (18) та для достатньо малих ε > 0 задача (1) – (4) у фазовому просторi X =
(
L2(Ω)

)N
породжує iмпульсний напiвпотiк Gε, що має рiвномiрний атрактор Θε. Якщо, крiм того,
вiдображення I : M 7→M ′ є неперервним, то Θε задовольняє спiввiдношення (16), (17).

Доведення. Спочатку покажемо, що для достатньо малих ε > 0 задача (1) – (4) поро-
джує iмпульсний напiвпотiк. Дiйсно, задача (1) у фазовому просторi X =

(
L2(Ω)

)N для
всiх ε > 0 породжує неперервну напiвгрупу Vε : R+ × X → X, iмпульсна множина (3)
замкнена в X i M ∩ IM ⊂M ∩M ′ = ∅. Перевiримо iншi умови (6). Покладемо

ā = min{ai}Ni=1, â = max{ai}Ni=1, ᾱ = min{αi}Ni=1, α̂ = max{αi}Ni=1.

Для достатньо малих ε з нерiвностi Пуанкаре виводимо

∀x ∈ X ∀t ≥ 0 ‖u(t)‖2X ≤ ‖u(0)‖2Xe−āt + 1. (19)

Крiм того, для кожного i = 1, N

1

2

d

dt
(ui(t), ψ)2 = −λai(ui(t), ψ)2 + εF (i)

ε (t),

(ui(t), ψ)2 = (ui(0), ψ)2e−2λait + 2ε

t∫
0

e−2aiλ(t−s)F (i)
ε (s)ds, (20)
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де
F (i)
ε (t) := (fi(u1(t), . . . , uN (t)), ψ)(ui(t), ψ).

При цьому

∀t ≥ 0
∣∣∣F (i)
ε (t)

∣∣∣ ≤ C|(ui(t), ψ)|.

Отже, для достатньо малих ε

∀t ≥ 0 gε(t) ≤ gε(0)e−aλ1t + 1,∣∣∣∣∣∣2ε
t∫

0

e−2λai(t−s)F (i)
ε (s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε Cāλ√(ui(0), ψ)2 + 1. (21)

Тепер повертаємося до умов (6). Покладемо для u(t) = (u1(t), . . . , uN (t))T

gε(t) =
N∑
i=1

αi(ui(t), ψ)2,

Fε(t) =
N∑
i=1

αiF
(i)
ε (t).

Нехай u(0) ∈M, тобто gε(0) = 1. Тодi з (20) виводимо

g′ε(0) = −2λ

N∑
i=1

αiai(ui(0), ψ)2 + 2εFε(0) ≤ −2λā+ 2εC

√√√√ N∑
i=1

α2
i .

Отже, для достатньомалих ε iснує τ = τ(u(0), ε) > 0 таке,що ∀t ∈ (0, τ), gε(t) < 1, щой
означає виконання другої з умов (6). Перевiримо третю умову. Вона, очевидно, виконується,
якщо траєкторiя не зазнає iмпульсних збурень. Iнакше для u0 ∈ X, ‖u0‖X ≤ R для
s = s(u0) маємо gε(s) = 1, тобто

1 =
N∑
i=1

αi

(ui(0), ψ)2e−2λais + 2ε

s∫
0

e−2aiλ(s−p)F (i)
ε (p)dp

 . (22)

Звiдси виводимо, що s ≤ T = T (R, ε), де T (R, ε) — додатний корiнь рiвняння

e−2āλT = 2εC
√
R2 + 1T − 1

α̂N
. (23)

Далi можемо вважати, що u0 ∈ IM. Тодi gε(0) = 1 + µ i з (20), (21) для достатньо малих ε
iснує sε > 0 таке, що

∀t ∈ (0, sε) gε(t) > 1, gε(sε) = 1.

Тодi для sε з (22) маємо нерiвностi

1 ≤ (1 + µ)e−2λāsε + λ̂N
εC

āλ

√
1 + µ

ᾱ
+ 1,
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1 ≥ (1 + µ)e−2λâsε − λ̂N εC

āλ

√
1 + µ

ᾱ
+ 1.

Отже, для достатньо малих ε
1

2âλ
ln

{
1 + µ

1 + µ
2

}
=: s̄ ≤ sε ≤ ŝ :=

1

2āλ
ln {2(1 + µ)} . (24)

Таким чином, iнтервал мiж сусiднiми iмпульсними збуреннями кожної траєкторiї не менше
нiж s̄, отже, виконуються умови (6) i задача (1) – (4) породжує iмпульсний напiвпотiк
Gε : R+×X 7→ X. Крiм того, з оцiнки (19) маємо умову (7), з (24)— умову (11). Далi, добре
вiдомо [12, 13], що напiвгрупа Vε : R+ × X → X в просторi Y =

(
H1

0 (Ω)
)N задовольняє

оцiнку (8). Перевiримо для вiдображення (18) умови (9), (10). Дiйсно, умова (9) випливає
з оцiнки

∀u ∈M ‖u‖2X ≤ ‖u‖2X +
2 + µ

ᾱ
.

Оскiльки для y ∈ H1
0 (Ω), ‖y‖2

H1
0

=
∑∞

k=1
λk(y, ψk)

2, то

∀u ∈M ∩ Y ‖u‖2Y ≤ ‖u‖2Y + λ1
2 + µ

ᾱ
,

звiдки слiдує (10).
Отже, виконуються всi умови леми 2 i маємо iснування рiвномiрного атрактора Θε,

причому згiдно з (12)
∃R0 > 0 ∀u ∈ Θε, ∀ε‖u‖X ≤ R0.

Тепер нехай вiдображення I : M → X неперервне. Перевiримо умови (14), (15).
Нехай un(0) → u(0) ∈ Θε \M. Якщо sn := s (un(0)) < ∞, то для un(t) = Vε (t, un(0))

виконується рiвнiсть

1 =
N∑
i=1

αi

(uni (0), ψ)2 e−2λaisn + 2ε

sn∫
0

e−2aiλ(sn−p)F (i)
εn (p)dp

, (25)

де F (i)
εn (t) = (fi (un1 (t), . . . , unN (t)) , ψ) (uni (t), ψ) . Враховуючи оцiнку (23), можемо вважати,

що sn → s0 ≥ 0. Тодi можемо перейти до границi в (25) i одержати цю рiвнiсть для
u(t) = Vε(t, u(0)) в точцi s = s0, тобто u(s0) ∈ M. Далi, аналiзуючи функцiї gε(t), g′ε(t) в
точцi t = s0, аналогiчно [23] можна показати, що s0 = s(u(0)).

Якщо s (un(0)) =∞ i, вiд супротивного, s0 := s(u(0)) <∞, то розглянемо вiдображен-
ня F : R×X 7→ R :

F (t, u0) =
N∑
i=1

αi

(u0, ψ)2e−2λait + 2ε

t∫
0

e−2aiλ(t−p)F (i)
ε (p)dp

− 1,

дефункцiї F (i)
ε (t) побудовано на u(t) = Vε(t, u0). Застосовуючи до вiдображення F теорему

про неявну функцiю в околi точки s0, u(0), приходимо до суперечностi з s (un(0)) = ∞.
Отже, виконано умову (14).

Тепер нехай un(0) → u(0) ∈ Θε ∩ M i sn = s (un(0)) < ∞. Тодi згiдно з (23) по
пiдпослiдовностi sn → s0 ≥ 0 i, знову використовуючи рiвнiсть (25), аналогiчно [23]
виводимо, що s0 = 0.

Теорему доведено.
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