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Coefficient conditions for the existence and uniqueness of invariant measures in Hilbert spaces for linear
stochastic equations are found.

Для лiнiйних стохастичних рiвнянь у гiльбертових просторах знайдено коефiцiєнтнi умови iсну-
вання та єдиностi iнварiантних мiр.

Вступ. У данiй роботi вивчаються умови iснування iнварiантних мiр для такого лiнiйного
стохастичного рiвняння в гiльбертовому просторi H :

du = Audt+ dWb(t), (1)

де A : D(A) ⊂ H → H — лiнiйний замкнутий оператор, що генерує C0 — напiвгрупу в H,
a H — значний процес Вiнера Wb(t) у виглядi

Wb(t) :=

∞∑
n=1

bnβn(t), (2)

де {βn, n ≥ 0} — незалежнi скалярнi процеси Вiнера, заданi на деякому ймовiрнiсному
просторi (Ω, F, P ), t ≥ 0, bn ∈ H i

∞∑
n=1

‖bn‖2H <∞. (3)

При дослiдженнi асимптотичної поведiнки розв’язкiв важливу роль вiдiграють iнварiантнi
мiри. Вивченню умов iснування iнварiантних мiр для стохастичних рiвнянь присвячено
багато робiт (див., наприклад, роботи [1, 2], в яких наведено велику бiографiю). Базуючись
на теоремiКрилова – Боголюбова про iснування iнварiантної мiри [3], в [1, 2] запропоновано
такий загальний пiдхiд до питання про iснування iнварiантних мiр.

1. Встановлюється компактнiсть вiдповiдної напiвгрупи операторiв S(t), згенерованої
оператором A в H.

2. Доводиться марковська властивiсть розв’язкiв рiвняння та властивiсть Фелера пере-
хiдної напiвгрупи.

3. Доводиться iснування обмеженого при t ≥ 0 у певному ймовiрнiсному сенсi роз-
в’язку.
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Альтернативний пiдхiд до iснування iнварiантних мiр, що базується на каплiнг-методi,
розвинуто, наприклад, у [4, 5].

У багатьох роботах для конкретних стохастичних рiвнянь у частинних похiдних з ви-
користанням згаданих вище абстрактних пiдходiв отримано коефiцiєнтнi умови iснування
iнварiантних мiр [6 – 10].

Окрiм умов iснування iнварiантних мiр, важливим є питання їхньої єдиностi, лише в
цьому випадку можна сподiватися на ергодичну поведiнку розв’язкiв.

Питанням iснування та єдиностi iнварiантних мiр для рiвняння (1) i присвячено дану
статтю. Вона складається зi вступу та двох частин. У першiй частинi дано постановку
задачi та сформульовано основний результат. Його доведення, а також приклад конкретної
реалiзацiї рiвняння (1) мiститься в другiй частинi.

2. Постановка задачi та основний результат. Нехай u, v ∈ H. Через (u, v) позначимо
скалярний добуток в H. Введемо до розгляду лiнiйний оператор в H

u⊗ v[h] := u(v, h), h ∈ H.

Через Q позначимо лiнiйний в H оператор, пов’язаний з Wb(t) :

Q :=
∞∑
i=1

bi ⊗ bi. (4)

Лема 1. Означений формулою (2) випадковий процес Wb(t) є Q-вiнерiвським процесом у
H з коварiацiйним оператором (4).

Нехай {Ft, t ≥ 0} — нормальна фiльтрацiя, узгоджена з Wb(t). Позначимо через S(t)
напiвгрупу обмежених в H операторiв, генератором якої є оператор A. Процес

WA(t) =

t∫
0

S(t− s)dWb(s)

згiдно з [1] називається стохастичною конволюцiєю. Як випливає з теореми 5.2 [1], процес
WA(t) є гаусiвським i

CovWA(t) = Qt =

t∫
0

S(s)QS∗(s)ds,

де S∗ — спряжений до S оператор.
Лема 2.

TrQt =

t∫
o

∞∑
i=1

‖S(s)bi‖2ds.

Якщо TrQt скiнченний, то згiдно з теоремою 5.4 [1] рiвняння (1) має для кожного
u0(ω) ∈ H, u0 ∈ F0, вимiрний єдиний слабкий розв’язок u(t), u(0) = u0, що задається
формулою

u(t) = S(t)u0 +

t∫
o

S(t− s)dWb(s), t ≥ 0.
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Даний розв’язок є процесом Маркова з перехiдною функцiєю

P (t, x,A) = P{u(t, x) ∈ A},

де u(t, x) — розв’язок (1) з початковою умовою u(0, x) = x ∈ H.
Iз перехiдною функцiєю пов’язана перехiдна напiвгрупа Pt, t ≥ 0 :

Ptφ(x) = Eφ(u(t, x)), φ ∈ Bb(H), t ≥ 0, x ∈ H, (5)

де Bb(H) — простiр борелевих обмежених функцiоналiв на H.
Нехай B(H) — σ -алгебра борелевих множин iз H. Ймовiрнiсна мiра µ на (H,B(H))

називається iнварiантною вiдносно напiвгрупи Pt, якщо∫
H

Ptφ(x)dµ(x) =

∫
H

φ(x)dµ(t)

для довiльного t ≥ 0 i довiльної неперервної обмеженої на H функцiї φ.
Щодо оператора A будемо вважати виконаною умову:
a) A є самоспряженим оператором на H, що має дискретний спектр σ = {λk}, та iснує

ε > 0 таке, що |Re (λk)| > ε для всiх k.
Нехай {φk} — вiдповiднi власнi функцiї A. Позначимо

UA := Span {φk,Re (λK) < 0}.

Тодi, як випливає з [11] (п. 7.6 ) оператор A є експоненцiально дихотомiчним i для довiль-
ного b ∈ UA ‖S(t)b‖ → 0, t→∞, а для довiльного b /∈ UA ‖S(t)b‖ → ∞, t→∞.

Лема 3. ‖S(t)u0‖ ≤ e−µt‖u0‖ для довiльного u0 ∈ UA, де µ = max{2Reλk}, для таких
λk, що Reλk < 0.

Отже, дана лема показує, що напiвгрупа S(t) має експоненцiально стискаючу власти-
вiсть на UA.

Основним результатом даної статтi є така теорема.
Теорема 1. Нехай для оператора A виконується умова а). Для рiвняння (1) iснує єдина

iнварiантна мiра тодi i тiльки тодi, коли bn ∈ UA для всiх n ≥ 1; iншими словами,

bn =
∑

k : Re,(λk)<0

b
(n)
k φk.

У цьому випадку носiй iнварiантної мiри лежить у UA.
3. Доведення лем та теореми 1. Доведення леми 1. Порахуємо E‖Wb(t)‖2. Маємо

E‖Wb(t)‖2 = E

(∑
i

bi(t)βi(t),
∑
i

biβi(t)

)
= t

∑
i

|bi|2 <∞.

Отже, Wb(t) належить H з iмовiрнiстю 1. Очевидно, що Wb(t) є гаусiвським процесом iз
незалежними приростами i має неперервнi в H траєкторiї. Покажемо, що Q, визначений
формулою (4), є обмеженим у H оператором. Дiйсно, для довiльного h ∈ H отримуємо

‖Qh‖ ≤
∑
i

‖bi(bi, h)‖ ≤
∑
i

‖bi‖2‖h‖.
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Звiдси, згiдно з (3), випливає обмеженiсть Q. Нехай h, y — довiльнi елементи в H. Зi
спiввiдношень

(Qh, y) =

( ∞∑
i=1

bi(bi, h), y

)
=

∞∑
i=1

(bi(bi, h), y) =

∞∑
i=1

(bi, h)(bi, y)

та

(h,Qy) =

(
h,

∞∑
i=1

bi(bi, y)

)
=

∞∑
i=1

(h, bi)(bi, y)

випливає самоспряженiсть оператора Q, а при h = y — його невiд’ємнiсть. Доведемо, що
Q — ядерний оператор.

Нехай {ei}∞1 — ортонормований базис у H. Тодi

TrQ =
∞∑
j=1

(Qej , ej) =
∞∑
j=1

∞∑
i=1

((bi ⊗ bi)ej , ej) =

=

∞∑
j=1

∞∑
i=1

(bi(bi, ej)ej) =

∞∑
i=1

∞∑
j=1

(bi, ej)
2 =

∞∑
i=1

‖bi‖2 <∞.

Залишилося порахувати CovWb[h] для довiльного h ∈ H. Маємо

CovWb[h] := E(Wb ⊗Wb)[h] =

= E

 ∞∑
i=1

biβi(t)

 ∞∑
j=1

bjβj(t), h

 =

∞∑
i=1

bi(bit, h) = tQ[h],

що й доводить лему 1.
Доведення леми 2. Порахуємо слiд оператора Qt. Одержуємо

S(t)QS∗(t) = S(t)

( ∞∑
i=1

bi ⊗ bi

)
S∗(t) =

∞∑
i=1

S(t)(bi ⊗ bi)S∗(t). (6)

Але

S(t)(bi ⊗ bi)S∗(t) = (S(t)bi)⊗ (S(t)bi). (7)

Тодi для довiльного h ∈ H отримуємо

S(t)(bi ⊗ bi)S∗(t)h = S(t) (bi (bi, S
∗(t)h)) = S(t)bi(S(t)bi, h)) = (S(t)bi)⊗ (S(t)bi)

згiдно з означенням операцiї ⊗. Далi, з (7) випливає, що (6) набирає вигляду

S(t)QS∗(t) =

∞∑
i=1

(S(t)bi)⊗ (S(t)bi),

а тому

TrQt =
∞∑
k=1

(Qtek, ek) =
∞∑
k=1

 ∞∑
i=1

t∫
0

(S(s)bi)⊗ (S(s)bi)⊗ (S(s)bi)dsek, ek

 =
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=

t∫
0

∞∑
k=1

∞∑
i=1

(S(s)bi, ek)
2ds =

t∫
0

∞∑
k=1

‖S(s)bi‖2ds,

що й доводить лему 2.
Доведення леми 3. Виконується рiвнiсть u0 =

∑∞

k=1
C0
kφk, де Ck0 = 0, якщо Reλk <∞.

Нехай u(t) — розв’язок задачi Кошi ut = Au,

u(0) = u0.
(8)

Розкладаючи u(t) за власним базисом {φk} оператора A, отримуємо

u(t) =
∞∑
k=1

Ck(t)φk. (9)

Тодi, пiдставляючи (9) в (8), одержуємо
∞∑
k=1

C
′
k(t)φk =

∞∑
k=1

Ck(t)Aφk =
∞∑
i=1

λkCk(t)φk,

звiдки
Ck(t) = C0

ke
λkt.

А тому

‖u(t)‖2 =

∞∑
k=1

|Ck(t)|2 =
∑

k : Re(λk)<0

(
C 0
k

)2
e2Reλkt ≤ e−µt

∞∑
k=1

(
C 0
k

)2
= e−µt‖u0‖2.

Лему 3 доведено.
Доведення теореми 1. Iз експоненцiальної дихотомiї A, як вказано вище, випливає, що

або ‖S(t)b‖ → 0, t →∞, або ‖S(t)b‖ → ∞, t →∞ для кожного b ∈ H. Тому з пропозицiї
11.10 [1] отримуємо, що iснує не бiльше однiєї iнварiантної мiри для рiвняння (1). Але з
теореми 11.7 [1] тодi маємо, що iснування iнварiантної мiри рiвносильне виконанню умови

sup
t≥0

TrQt <∞. (10)

Завдяки лемам 2 i 3 та умовам теореми 1 маємо

TrQt =

t∫
0

∞∑
i=1

|S(s)bi|2ds ≤
t∫

0

∞∑
i=1

e−µt|bi|2 ≤
1

µ

∞∑
i=1

|bi|2 <∞.

Отже, (10) виконано.
Врахувавши тепер, що ‖S(t)b‖ → 0, t → ∞, якщо b /∈ UA, маємо, що (10) виконується

лише у випадку, коли b ∈ UA. Отже, для (1) iснує єдина iнварiантна мiра.
Покажемо, що вона зосереджена на UA.
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Для цього доведемо iнварiантнiсть пiдпростору UA для рiвняння (1), тобто покажемо,
що коли u0 = u(0) ∈ UA, тодi u(t) ∈ UA для всiх t > 0 з iмовiрнiстю 1.

Зазначимо, що згiдно з теоремою 5.4 [1] єдиний слабкий розв’язок iз початковою умо-
вою u(0) = u0 має вигляд

u(t) = S(t)u0 +

t∫
0

S(t− s)dWb(s), (11)

де Wb(t) =
∑∞

i=1
bkβk(t) i bk ∈ UA. Але для довiльного h ∈ H Qh =

∑∞

k=1
bk(bk, h) ∈ UA.

Отже, Q : H → UA.
Оскiльки Q є самоспряженим додатно визначеним компактним оператором, то в UA

iснує його ортонормований базис {ϕk} iз додатними власними числами {µk}, тобто

Qϕk = µϕk.

А отже, Wb(t) =
∑∞

i=1

√
µiϕkβi(t) згiдно з пропозицiєю 4.1 [1].

Звiдси маємо, що
t∫

0

S(t− s)dWb(s) =

∞∑
i=1

√
µi

t∫
0

S(t− s)ϕkdβi(s).

Але, з iншого боку, з означення UA випливає, що ψk є базисом в UA, а тому

ϕk =
∑
k

C0
k,iψk.

Аналогiчно до доведення леми 3 маємо, що

S(t− s)ϕk =
∑
k

C0
k,ie

λk(t−sϕk ∈ UA.

Отже,
∫ t

0
S(t− s)dWb(s) ∈ UA. Очевидно також, що коли u0 ∈ UA, тодi й S(t)u0 ∈ UA.

Тодi з (11) отримуємо, що UA є iнварiантним пiдпростором для рiвняння (1). Далi,
використовуючи експоненцiальне затухання S(t) на UA, ми можемо показати iснування
iнварiантної мiри для (1) на UA аналогiчно до того, як це зроблено в теоремi 5 [9].

Теорему 1 доведено.
Наведемо тепер приклад оператора A, що задовольняє умови теореми.
Приклад 1. Нехай Au :=

1

ρ
div (ρ∇u), де u = H = L2

ρ

(
Rd
)
i ρ(x) ∈ L1

(
Rd
)⋂

C2
(
Rd
)
,

та задовольняє умову

1

2

∆ρ

ρ
− |∇ρ|

2

4ρ2
→∞, |x| → ∞. (12)

Покажемо тодi, що A має дискретний спектр i UA є пiдпростором, натягнутим на всi,
окрiм скiнченного числа, власнi функцiї оператора A.

Для цього введемо оператор Bu := ∆u− q(x)u, де q(x) —дiйсна функцiя в Rd. Надалi
використаємо результат про характеризацiю спектра оператора B в L2

(
Rd
)
, викладений

у такiй теоремi.
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Теорема 2 ([12], пп. 16.4). Нехай q(x) — неперервна в Rd функцiя така, що q(x)→∞,
|x| → ∞. Тодi спектр оператора B в L2

(
Rd
)
є дискретним.

При цьому, якщо q(x) ≥ qo, то власнi значення {λn} мiстяться в iнтервалi (−∞;−q0] i
λn → −∞, n→∞.

Розглянемо тепер спектральну задачу: знайти λ ∈ R i функцiї u ∈ L2
ρ

(
Rd
)
такi, що

1

ρ
div (ρ∇u) + λu = 0, x ∈ Rd. (13)

За допомогою замiни u = vρ−
1
2 спiввiдношення (13) запишеться у виглядi

∆v +

(
|∇ρ|2

2ρ2
− ∆ρ

4ρ

)
v + λv = 0. (14)

З теореми2 тепермаємо,щоколи виконана умова (12), тодi спектральна задача (14)має дис-
кретний вiд’ємний спектр {λk} iз вiдповiдними власними функцiями

{
vk(x) ∈ L2

(
Rd
)}
,

що еквiвалентне тому, що {λk} i
{
uk = vkρ

− 1
2

}
∈ L2

ρ

(
Rd
)
є спектром i власними функ-

цiями для (13).
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