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The correct solvability of the nonlocal multipoint in time problem for the evolutionary equation with the
pseudodifferential operator in the space of generalized periodic functions and the initial function, which
is an element of the space of periodic ultradistributions, is proved.

Доведено коректну розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за часом задачi для еволюцiйного
рiвняння з псевдодиференцiальним оператором у просторi узагальнених перiодичних функцiй та
початковою функцiєю, яка є елементом простору перiодичних ультрарозподiлiв.

При дослiдженнi багатьох задач аналiзу та математичної фiзики виникають рiзнi класи
узагальнених функцiй (розподiлiв, ультрарозподiлiв, гiперфункцiй тощо). Якщо розгляда-
ти перiодичнi узагальненi функцiї, то, як доведено в [1 – 3], всi цi класи вкладаються у
простiр формальних тригонометричних рядiв, якi ототожнюються з лiнiйними неперерв-
ними функцiоналами, заданими на просторi тригонометричних полiномiв. У просторах
узагальнених перiодичних функцiй визначенi та є неперервними операцiї диференцiюва-
ння, множення на нескiнченно диференцiйовнi перiодичнi функцiї та згортки. Оператори
дробового диференцiювання та задача Кошi для еволюцiйних рiвнянь iз такими операто-
рами в просторах узагальнених перiодичних функцiй дослiджувалися в [4].

У цiй роботi розглядається досить широкий клас псевдодиференцiальних операторiв
у просторах узагальнених перiодичних функцiй, якi трактуються як оператори згортки.
Для еволюцiйних рiвнянь iз такими операторами дослiджується задача, яку можна розу-
мiти як певне узагальнення задачi Кошi у випадку, коли початкова умова u(t, ·)|t=0 = f
замiнюється умовою

m∑
k=0

αkBku(t, ·)|t=tk = f,

де t0 = 0, {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ], 0 < t1 < t2 < . . . < tm ≤ T, {α0, α1, . . . , αm} ⊂ R,
m ∈ N, — фiксованi числа, B0, B1, . . . , Bm — псевдодиференцiальнi оператори в про-
сторi узагальнених перiодичних функцiй, f — деяка перiодична функцiя (якщо α0 = 1,
α1 = . . . = αm = 0, B0 = I — одиничний оператор, то маємо, очевидно, задачу Кошi).
Вказана умова трактується в класичному розумiннi або в слабкому сенсi, якщо f — уза-
гальнена функцiя, тобто як граничне спiввiдношення

∑m

k=0
αk limt→tk〈Bku(t, ·), ϕ〉 = 〈f, ϕ〉

для довiльної функцiї ϕ з основного простору (тут 〈f, ·〉 позначає дiю функцiонала f на
основну функцiю). Така задача вiдноситься до нелокальних багатоточкових за часом задач
для рiвнянь iз частинними похiдними. Нелокальнi за часом задачi, у свою чергу, належать
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до нелокальних крайових задач, якi виникають при моделюваннi багатьох процесiв i задач
практики (див., наприклад, [5 – 9]).

У цiй статтi доведено коректну розв’язнiсть такої нелокальної багатоточкової за ча-
сом задачi, встановлено властивостi фундаментального розв’язку, знайдено зображення
розв’язку у виглядi згортки фундаментального розв’язку з початковою узагальненоюфунк-
цiєю.

1. Формальнi ряди Фур’є узагальнених перiодичних функцiй. Позначимо через T мно-
жину всiх тригонометричних полiномiв

P (x) =
s∑

k=−s
ck,pe

ikx, x ∈ R, s ∈ Z+, i =
√
−1,

над полем комплексних чисел, тобто ck,p ∈ C. Очевидно, що стосовно звичайних операцiй
додавання полiномiв та множення їх на числа T є лiнiйним простором.

Нехай Tm, m ∈ Z+, — сукупнiсть усiх полiномiв з T, степiнь яких не перевищує
m. Тодi T =

⋃
m
Tm. Збiжнiсть у просторi T визначається таким чином: послiдовнiсть

{Pn, n ≥ 1} ⊂ T збiгається в T до полiнома P, якщо, починаючи з деякого номера, всi
Pn належать до одного простору Tm, P ∈ Tm (з деяким m), i ck,pn → ck,p при n → ∞
для кожного k : 0 ≤ |k| ≤ m. У такий спосiб визначена збiжнiсть — це збiжнiсть в T як
iндуктивної границi просторiв Tm : T = lim

m→∞
indTm.

У T природно вводяться операцiї диференцiювання, множення полiномiв та згортки,
якi є неперервними в T.

Символом T ′ позначимо простiр усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв на T зi слаб-
кою збiжнiстю. Елементи з T ′ назвемо 2π -перiодичними узагальненими функцiями.

Операцiя диференцiювання у просторi T ′ визначається за допомогою формули〈
f (k), P

〉
= (−1)k

〈
f, P (k)

〉
, P ∈ T, k ∈ N.

Вона є неперервною в T ′, оскiльки неперервною є така ж операцiя в просторi T. Отже,
кожний елемент з T ′ є нескiнченно диференцiйовним в T ′.

Операцiя згортки двох узагальнених перiодичних функцiй {f, g} ⊂ T ′ визначається
так:

〈f ∗ g, P 〉 =
〈
fx, 〈gy, P (x+ y)〉

〉
∀P ∈ T.

Згортка f ∗ g є неперервною в T ′ у тому розумiннi, що коли fn → f при n → ∞ в T ′, то
fn ∗g → f ∗g при n→∞ в T ′ для ∀g ∈ T ′. Цей факт випливає з самого означення згортки.
Крiм того, правильною є формула [2]:

(f ∗ g)(k) = f (k) ∗ g = f ∗ g(k), k ∈ N.

Простiр T неперервно вкладається в T ′ у тому розумiннi, що коли Q ⊂ T, тодi елемент
fQ ∈ T ′, який вiдповiдає Q, визначається формулою

〈fQ, P 〉 =
1

2π

2π∫
0

Q(x)P (x)dx ∀P ∈ T.
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Вiдображення
F : T ′ 3 f →

{
ck(f) = 〈f, e−ikx〉, k ∈ Z

}
∈ S,

де S — множина всiх послiдовностей комплексних чисел, є бiєкцiєю [2]. При цьому
збiжнiсть в T ′ рiвносильна покоординатнiй збiжностi вiдповiдних послiдовностей в S.
Таким чином, F взаємно однозначно i взаємно неперервно вiдображає T ′ на S.

Вказана бiєкцiя переводить T у сукупнiсть усiх фiнiтних iз обох бокiв послiдовностей.
Зазначимо також, що операцiя диференцiювання пiд дiєю вiдображення F переходить в
операцiю множення на ik :

F
[
f ′
]

=
{
ck(f

′) =
〈
f ′, e−ikx

〉
=
〈
f, ike−ikx

〉
= ik

〈
f, e−ikx

〉
= ikck(f)

}
∈ S ∀f ∈ T ′,

а згортка — в покоординатне множення:

ck (f ∗ g) =
〈
f ∗ g, e−ikx

〉
=
〈
f,
〈
gt, e

−ik(x+t)
〉〉

=

=
〈
f,
〈
gt, e

−ikt
〉
e−ikx

〉
= ck(f)ck(g) ∀{f, g} ⊂ T ′.

Звiдси випливають властивостi комутативностi та асоцiативностi згортки в T ′. Отже, T ′ —
кiльце (вiдносно згортки) з одиницею, роль якої виконує δ -функцiя Дiрака.

Рядом Фур’є узагальненої 2π -перiодичної функцiї f ∈ T ′ називається ряд∑+∞

k=−∞
ck(f)eikx, де ck(f) =

〈
f, e−ikx

〉
, k ∈ Z, — коефiцiєнти Фур’є функцiї f. Для до-

вiльної узагальненої 2π -перiодичної функцiї f її ряд Фур’є збiгається до f у просторi T ′.
Навпаки, послiдовнiсть частинних сум довiльного тригонометричного ряду

∑+∞

k=−∞
cke

ikx

збiгається в T ′ до деякого елемента f ∈ T ′, i цей ряд є рядом Фур’є для f [2] (звiдси
випливає також, що T лежить щiльно в T ′ ). Отже, будь-яку узагальнену 2π -перiодичну
функцiю f ∈ T ′ можна ототожнити з її рядом Фур’є, тобто T ′ можна розумiти як простiр
формальних тригонометричних рядiв вигляду

∑+∞

k=−∞
cke

ikx (без жодних обмежень на
числову послiдовнiсть {ck, k ∈ Z}).

Розглянемо монотонно зростаючу послiдовнiсть {mk, k ∈ Z+}, m0 = 1, додатних чисел,
яка має властивостi [3]:

1) ∀α > 0 ∃cα > 0 ∀k ∈ Z+ : mk ≥ cα · αk (тобто {mk, k ∈ Z+} зростає швидше за
експоненту);

2) ∃M > 0 ∃h > 0 ∀k ∈ Z+ : mk+1 ≤Mhkmk (стабiльнiсть вiдносно диференцiювання);
3) ∃A > 0 ∃L > 0 ∀{k, l} ⊂ Z+ : mk ·ml ≤ ALk+lmk+l (стабiльнiсть вiдносно множення);
4) ∃B > 0 ∃s > 0 ∀k ∈ Z+ : mk ≤ Bsk min0≤l≤kmk−lml (стабiльнiсть вiдносно згортки).
Прикладами таких послiдовностей є послiдовностi Жевре вигляду mk = (k!)β, mk =

= kkβ, β > 0. Введемо тепер деякi класи нескiнченно диференцiйовних перiодичних
функцiй. Символом H〈mk〉 позначимо сукупнiсть усiх 2π -перiодичних нескiнченно дифе-
ренцiйовних на R функцiй ϕ, якi мають таку властивiсть: iснують сталi c, B > 0 такi,
що

|ϕ(k)(x)| ≤ cBkmk, k ∈ Z+, x ∈ R. (1)
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Множина функцiй ϕ ∈ H〈mk〉, для яких оцiнка (1) виконується з фiксованою сталою
B > 0, утворює банахiв простiр HB〈mk〉 вiдносно норми

‖ϕ‖B = sup
x∈[0,2π]
k∈Z+

|ϕ(k)(x)|
Bkmk

.

При цьому HB1〈mk〉 ⊂ HB2〈mk〉, якщо B1 < B2 i H〈mk〉 =
⋃
B>0

HB〈mk〉. Отже, в H〈mk〉

природно ввести топологiю iндуктивної границi банахових просторiв HB〈mk〉 : H〈mk〉 =
= limB→∞ indHB〈mk〉. При цьому H〈mk〉 перетворюється в повний локально опуклий
простiр. Унаслiдок властивостей 2) – 4) послiдовностей {mk, k ∈ Z+} цей простiр iнварi-
антний вiдносно операцiй диференцiювання, множення та згортки, якi є неперервними в
H〈mk〉. Вiдносно операцiй множення та згортки цей простiр утворює також топологiч-
нi алгебри [3]. Якщо послiдовнiсть {mk, k ∈ Z+} збiгається з однiєю iз послiдовностей
Жевре, то H〈(k!)β〉 = H〈kkβ〉 ≡ G{β}, β > 0, — простiр Жевре порядку β. Простiр
H〈k!〉 = H〈kk〉 ≡ G{1} складають аналiтичнi 2π -перiодичнi на R функцiї.

Символом H ′〈mk〉 позначатимемо простiр усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв
на H〈mk〉 зi слабкою збiжнiстю. Як доведено в [3], H ′〈mk〉 = limB→∞ prH ′B〈mk〉. Еле-
менти простору H ′〈mk〉 називаються ультрарозподiлами класу {mk}. Елементи з H ′〈k!〉
називаються гiперфункцiями або аналiтичними функцiоналами. У працi [3] дається харак-
теристика просторiв H〈mk〉 та H ′〈mk〉 з точки зору поведiнки коефiцiєнтiв Фур’є їхнiх
елементiв.

Покладемо
ρ(λ) = sup

k∈Z+

λk

mk
, λ ∈ [1,+∞).

Iз властивостей послiдовностi {mk, k ∈ Z+} випливає, що функцiя ρ неперервна, моно-
тонно зростає на [1,+∞) (швидше, нiж λn ∀n ∈ N), ρ(λ) ≥ 1 ∀λ ∈ [1,+∞). Нехай

H{α} :=

{
f ∈ T ′

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞
|ck(f)|2ρ2

(
|k|
α

)
<∞, ck(f) =

〈
f, e−ikx

〉}
, α > 0.

H{α} — гiльбертiв простiр [3] зi скалярним добутком

(f, g)H{α} =
∞∑

k=−∞
ck(f)ck(g)ρ2

(
|k|
α

)
, {f, g} ⊂ H{α}.

Якщо α1 > α2, то H{α1} ⊃ H{α2}, i це вкладення є неперервним внаслiдок монотонностi
функцiї ρ. Покладемо H{mk} =

⋃
α
H{α}, тодi H{mk} = limα→0 indH{α}. В [3] доведено,

що простори H〈mk〉 та H{mk} збiгаються не лише як множини, але й топологiчно.
З точки зору поведiнки коефiцiєнтiв Фур’є їхнiх елементiв простори H〈mk〉 та H ′〈mk〉

описуються так [3]:

(f ∈ H〈mk〉)⇔ (∃µ > 0 ∃c > 0 ∀k ∈ Z : |ck(f)| ≤ cρ−1(µ|k|)); (A)

(f ∈ H ′〈mk〉)⇔ (∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0 ∀k ∈ Z : |ck(f)| ≤ cρ(µ|k|)). (B)
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Якщо mk = kkβ, β > 0, то ρ(λ) ∼ exp
{
λ1/β

}
; у цьому випадку для f ∈ T ′ правильними

є такi спiввiдношення еквiвалентностi:

(f ∈ G{β})⇔
(
∃µ > 0 ∃c > 0 ∀k ∈ Z : |ck(f)| ≤ c exp

{
−µ|k|1/β

})
;(

f ∈ G′{β}
)
⇔
(
∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0 ∀k ∈ Z : |ck(f)| ≤ c exp

{
µ|k|1/β

})
.

Зауважимо також, що функцiя ln ρ опукла на [1,+∞) [10], тобто

∀{x1, x2} ⊂ [1,+∞) : ln ρ(x1) + ln ρ(x2) ≤ ln ρ(x1 + x2), (2)

(2) вiдповiдає означенню опуклої функцiї f з [11]:

f(x1) + f(x2) ≤ f(x1 + x2), x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

У просторi H ′〈mk〉 згортку визначено для довiльних {f1, f2} ⊂ H ′〈mk〉 ⊂ T ′. Правиль-
ним є таке твердження.

Лема 1. 1. Якщо {f1, f2} ⊂ H ′〈mk〉, то f1 ∗ f2 ∈ H ′〈mk〉.
2. Для довiльних ϕ ∈ H〈mk〉 та f ∈ H ′〈mk〉 згортка f ∗ϕ є елементом простору H〈mk〉.
Доведення. Доведемо, наприклад, твердження 2. Оскiльки ϕ ∈ H〈mk〉, то з умови (A)

випливає, що
∃µ > 0 ∃c > 0 ∀k ∈ Z : |ck(ϕ)| ≤ cρ−1(µ|k|).

Внаслiдок умови (B) для µ1 = µ/2 iснує стала c1 > 0 така, що |ck(f)| ≤ c1ρ(µ1|k|), k ∈ Z.
Тодi з нерiвностi опуклостi (2) маємо нерiвнiсть

ln ρ(µ1|k|)− ln ρ(µ|k|) ≤ − ln ρ((µ− µ1)|k|) ≡ − ln ρ

(
µ

2
|k|
)
, |k| ≥ 1.

Отже,
ρ(µ1|k|)ρ−1(µ|k|) ≤ ρ−1

(
µ

2
|k|
)
, k ∈ Z.

Таким чином, для коефiцiєнтiв Фур’є згортки f ∗ ϕ справджуються оцiнки

|ck(f ∗ ϕ)| ≤ c̃ρ−1(µ̃|k|), k ∈ Z,

де c̃ = c1c2, µ̃ = µ/2. Звiдси вже випливає, що f ∗ ϕ ∈ H〈mk〉.
Лему доведено.
Для згортки f ∗ ϕ, f ∈ H ′〈mk〉, ϕ ∈ H〈mk〉 iснує iнше (еквiвалентне вихiдному)

зображення, а саме:

(f ∗ ϕ)(x) = 〈f, T−xϕ̌(·)〉 ≡ 〈f(t), ϕ(x− t)〉, (3)

де T−x — оператор зсуву аргументу у просторi H〈mk〉, ϕ̌(ξ) = ϕ(−ξ). Справдi,

∀ψ ∈ H〈mk〉 : 〈f ∗ ϕ,ψ〉 =
〈
f(ξ), 〈ϕ(y), ψ(ξ + y)〉

〉
=

=
1

2π

〈
f(ξ),

2π∫
0

ϕ(y)ψ(ξ + y)dy

〉
=
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=
1

2π

〈
f(ξ),

2π∫
0

ϕ(t− ξ)ψ(t)dt

〉
=

= 〈f(ξ), 〈ψ(t), ϕ(t− ξ)〉〉 = 〈f ∗ ψ,ϕ(−ξ)〉 =

= 〈ψ ∗ f, ϕ(−ξ)〉 = 〈ψ(t), 〈f(ξ), ϕ(−ξ + t)〉〉 =

=
1

2π

2π∫
0

ψ(t)〈f, T−tϕ̌(·)〉dt = 〈〈f, T−tϕ̌(·)〉, ψ〉.

Отже,
(f ∗ ϕ)(t) = 〈f, T−tϕ̌(·)〉, f ∈ H ′〈mk〉, ϕ ∈ H〈mk〉,

тобто спiввiдношення (3) справджується.
2. Псевдодиференцiальнi оператори в просторах перiодичних функцiй. Нехай G̃ : R →

→ [0,∞) — неперервна парна функцiя така, що G̃(x) ≥ |x|, x ∈ R \ (−1, 1). За допомогою
функцiї G̃ у просторi T ′ побудуємо оператор Â : T ′ → T ′ :

T ′ 3 f̃ =
∑
k∈Z

ck
(
f̃
)
eikx → Âf =

∑
k∈Z

G̃(k)ck
(
f̃
)
eikx ∈ T ′,

ck
(
f̃
)

=
〈
f, e−ikx

〉
, k ∈ Z.

Неважко бачити, що оператор Â лiнiйний та неперервний в T ′. Оператор Â — згортувач
у алгебрi T ′. Справдi, якщо розглянути узагальнену функцiю

fG̃(x) =
∑
k∈Z

G̃(k)eikx ∈ T ′,

то для довiльної узагальненої функцiї f̃ ∈ T ′ маємо

Âf =
∑
k∈Z

G̃(k)ck
(
f̃
)
eikx = f̃ ∗ fG̃,

тому що
ck(f̃ ∗ fG̃) = ck

(
f̃
)
ck(fG̃) = ck

(
f̃
)
G̃(k), k ∈ Z.

Якщо G̃(x) = |x|γ , γ ≥ 1, x ∈ R, то Â збiгається з оператором Âγ дробового диферен-
цiювання в T ′ [4]. Зазначимо, що сiм’я операторiв Âγ має властивостi:

а) ∀f̃ ∈ T ′ ∀{α, β} ⊂ (0,∞) : Âα(Âβ f̃) = Âα+β

(
f̃
)
;

б) ∀f̃ ∈ T ′ : Â2kf̃ = (−1)kD2k
x f̃ , k ∈ N.

Якщо A — звуження оператора Â на простiр H = L2[0, 2π], то, як доведено в [4],
A — невiд’ємний самоспряжений оператор у H зi щiльною в H областю визначення
D(A), причому T ⊂ D(A). Оператор A надалi називатимемо псевдодиференцiальним
оператором у просторi L2[0, 2π].

Нехай f : [0,∞)→ [0,∞) —деяка неперервна функцiя. За функцiєю f та оператором A
побудуємо оператор f(A) :

f(A)ϕ =
∑
k∈Z

f(λk)ck(ϕ)eikx, λk = G̃(k), G̃(k) = G̃(−k), k ∈ Z.
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Тодi f(A) := Af — невiд’ємний самоспряжений оператор у H зi щiльною в H областю
визначення

D(Af ) =

{
ϕ ∈ H :

∑
k∈Z

f2(λk)|ck(ϕ)|2 =
∑
k∈Z
|ck(Afϕ)|2 <∞

}
,

причому
T ⊂ D(Af ), σ(Af ) =

{
f(λk) : λk = G̃(k), k ∈ Z

}
.

Теорема 1. Якщо неперервна на [0,∞) функцiя f задовольняє умову

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀x ∈ [0,∞) : 0 ≤ f(x) ≤ cερ(εx), (4)

то оператор Af неперервний у просторi H〈mk〉 ⊂ H i вiдображає цей простiр у себе.
Доведення. Передусiм доведемо, що функцiя Afϕ належить H〈mk〉, якщо

ϕ =
∑
k∈Z

ck(ϕ)eikx ∈ H〈mk〉.

Оскiльки

ck(Afϕ) =
(
Afϕ, e

−ikx) =
(
ϕ,Afe

−ikx) = f(λk)
(
ϕ, e−ikx

)
= f(λk)ck(ϕ), k ∈ Z,

то, внаслiдок умови (A), досить довести, що

∃µ0 > 0 ∃c0 > 0 ∀k ∈ Z : f(λk)|ck(ϕ)| ≤ c0ρ
−1(µ0|k|).

За умовою, ϕ ∈ H〈mk〉, тобто

∃µ1 > 0 ∃c1 > 0 ∀k ∈ Z : |ck(ϕ)| ≤ c1ρ
−1(µ1|k|).

Отже,
f(λk)|ck(ϕ)| ≤ cεc1ρ(ε|k|)ρ−1(µ1|k|) = cεc1e

ln ρ(ε|k|)−ln ρ(µ1|k|).

Вiзьмемо параметр ε з промiжку (0, µ1). Урахувавши нерiвнiсть опуклостi (2) для функцiї
ln ρ, знайдемо, що

ln ρ(ε|k|)− ln ρ(µ1|k|) ≤ − ln ρ((µ1 − ε)|k|) ≡ − ln ρ(µ0|k|),

де µ1 − ε = µ0. Тодi

f(λk)|ck(ϕ)| ≤ c0e
− ln ρ(µ0|k|) = c0ρ

−1(µ0|k|),

звiдки й випливає, що Afϕ ∈ H〈mk〉.
Доведемо, що Af — неперервний оператор у просторi H〈mk〉, тобто кожну обмежену

множину цього простору Af вiдображає в обмежену множину цього ж простору. Нехай
L—обмежена множина в просторi H〈mk〉. Оскiльки H〈mk〉 =

⋃
α>0

H{α}, то L—обмежена

множина в деякому гiльбертовому просторi H{α0}, тобто

∃b > 0 ∀ϕ ∈ L : ‖ϕ‖H{α0}
=
∑
k∈Z
|ck(ϕ)|2ρ2

(
|k|
α0

)
≤ b.
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Отже,
∀ϕ ∈ L : |ck(ϕ)| ≤ b1ρ−1

(
|k|
α0

)
, k ∈ Z, b1 =

√
b.

Для нерiвностi (4) будемо вважати, що ε = (2α0)−1. Тодi, скориставшись нерiвнiстю опук-
лостi (2), знайдемо, що

|ck(Afϕ)| = f(λk)|ck(ϕ)| ≤

≤ cεb1ρ(ε|k|)ρ−1

(
|k|
α0

)
= b1cεe

ln ρ(ε|k|)−ln ρ
(

|k|
α0

)
≤

≤ b1cεe
− ln ρ

((
1
α0
−ε

)
|k|

)
= b1cερ

−1

((
1

α0
− ε
)
|k|
)

=

= b2ρ
−1

(
|k|
2α0

)
, b2 = b1cε, k ∈ Z.

Отже, множина AfL обмежена в просторi H{2α0} ⊂ H〈mk〉, тобто в просторi H〈mk〉.
Теорему доведено.
Зауваження 1. Умова (4) для функцiї f еквiвалентна тому, що функцiя

Ff =
∑
k∈Z

f(λk)e
ikx ≡

∑
k∈Z

f
(
G̃(k)

)
eikx

є елементом простору H ′〈mk〉.
Надалi вважатимемо, що функцiя f додатково задовольняє умову

∃c0 > 0 ∃d0 > 0 ∀x ∈ [0,∞) : f(x) ≥ d0 ln ρ(c0x). (5)

3. Нелокальна багатоточкова за часом задача. Розглянемо еволюцiйне рiвняння

∂u

∂t
+Afu = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω, (6)

де Af — оператор, побудований у п. 2. Пiд розв’язком рiвняння (6) розумiємо функцiю
u(t, x), неперервно диференцiйовну по t при кожному x ∈ R, яка задовольняє це рiвняння,
u(t, ·) ∈ D(Af ) при кожному t ∈ (0, T ].

Розглянемо таку задачу: знайтифункцiю u, яка є розв’язком рiвняння (6) та задовольняє
умову

µu(0, ·)−
m∑
k=1

µkBku(tk, ·) = g, g ∈ L2[0, 2π], (7)

де m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] — фiксованi числа, причому
µ >

∑m

k=1
µk, t1 < t2 < . . . < tm ≤ T, B1, . . . , Bm — псевдодиференцiальнi оператори в

просторi L2[0, 2π], побудованi за функцiями g1, . . . , gm вiдповiдно та оператором A (див.
п. 2). Тут gk : [0,∞) → [0,∞), k ∈ {1, . . . ,m}, — неперервна функцiя, яка задовольняє
умову

∀ ε > 0 ∀x ∈ [0,∞) : 0 ≤ gk(x) ≤ eεf(x), k ∈ {1, . . . ,m},
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оператори B1, . . . , Bm невiд’ємнi самоспряженi в H = L2[0, 2π] зi щiльними в H областями
визначення,

σ(Bi) = {gi(λk) : λk = G̃(k), k ∈ Z}, i = {1, . . . ,m}.

При цьому u(0, ·) розумiємо як limt→+0 u(t, ·), де границя розглядається в гiльбертовому
просторi H = L2[0, 2π]. Задачу (6), (7) надалi називатимемо нелокальною багатоточковою
за часом задачею для рiвняння (6).

Нехай u — розв’язок рiвняння (6). Оскiльки u(t, ·) ∈ H, H = L2[0, 2π] при кожному
t ∈ (0, T ], то

u(t, x) =
∑
k∈Z

c̃k(t)e
ikx, (t, x) ∈ Ω,

c̃k(t) ≡ ck(u(t, ·)) =
(
u(t, ·), e−ikx

)
, k ∈ Z,

причому
‖u(t, ·)‖2H =

∑
k∈Z
|c̃k(t)|2, t ∈ (0, T ].

Для того щоб знайти c̃k(t), домножимо (6) на e−ikx, k ∈ Z, у результатi одержимо спiввiд-
ношення (

u′t, e
−ikx)+

(
Afu, e

−ikx) = 0.

При фiксованому k ∈ Z маємо(
Afu, e

−ikx) =
(
u,Afe

−ikx) =
(
u, f(λk)e

−ikx) = f(λk)
(
u, e−ikx

)
= f(λk)c̃k(t),

λk = G̃(k) = G̃(−k)

(тут ураховано, що e−ikx ∈ D(Af ) при кожному k ∈ Z, причому e−ikx — власна функцiя
оператора A, а f(λk) — його власне число).

Iз диференцiйовностi u(t, ·) (за змiнною t ∈ (0, T ]) випливає диференцiйовнiсть функцiї
c̃k(t) =

(
u(t, ·), e−ikx

)
на (0, T ]. Отже,

d

dt
c̃k(t) =

d

dt

(
u(t, ·), e−ikx

)
=

(
d

dt
u(t, ·), e−ikx

)
, k ∈ Z.

Зауважимо також, що limt→+0 c̃k(t) = c̃k(0) = ck(u(0, ·)). Справдi,

c̃k(t) =
(
u(t, ·), e−ikx

)
, c̃k(0) =

(
u(0, ·), e−ikx

)
,∣∣c̃k(t)− c̃k(0)

∣∣ =
∣∣(u(t, ·)− u(0, ·), e−ikx)

∣∣ ≤ ‖u(t, ·)− u(0, ·)‖ → 0, t→ +0.

Функцiя c̃k(t) задовольняє рiвняння c̃′k(t) + f(λk)c̃k(t) = 0, k ∈ Z, загальний розв’язок
якого має вигляд

c̃k(t) = ck exp
{
−tf(λk)

}
, ck = const, k ∈ Z.

Тодi

u(t, x) =
∑
k∈Z

ck exp
{
−tf(λk)

}
eikx, (t, x) ∈ Ω. (8)
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Для знаходження ck, k ∈ Z, помножимо (7) скалярно на e−ikx, k ∈ Z ; у результатi
прийдемо до спiввiдношення

µc̃k(0)−
m∑
n=1

µngn(λk)c̃k(tn) = ck(g), ck(g) = (g, e−ikx), k ∈ Z,

(тут враховано, що e−ikx ∈ D(Bn) при кожному k ∈ Z, e−ikx — власна функцiя оператора
Bn, а gn(λk) — його власне число, n ∈ {1, . . . ,m}). Врахувавши вигляд c̃k(t), знайдемо,
що

ck

(
µ−

m∑
n=1

µngn(λk) exp{−tnf(λk)}

)
= ck(g).

Отже,

ck = ck(g)

(
µ−

m∑
n=1

µngn(λk) exp{−tnf(λk)}

)−1

, k ∈ Z.

Введемо позначення

Q1(t, λk) := exp{−tf(λk)},

Q2(λk) :=

(
µ−

m∑
n=1

µngn(λk) exp{−tnf(λk)}

)−1

=

(
µ−

m∑
n=1

µngn(λk)Q1(tn, λk)

)−1

.

Тодi

c̃k(t) = ck(u(t, ·)) = Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g), k ∈ Z,

u(t, x) =
∑
k∈Z

c̃k(t)e
ikx =

∑
k∈Z

Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)eikx = G(t, x) ∗ g(x), (t, x) ∈ Ω,

де

G(t, x) =
∑
k∈Z

Q1(t, λk)Q2(λk)e
ikx, g(x) =

∑
k∈Z

ck(g)eikx.

Iз обмежень, накладених на функцiї f, g1, . . . , gm i параметри задачi (6), (7), випливають
нерiвностi

Q1(t, λk) ≤ e−d0t ln ρ(µ0λk) ≤ e−d0t ln ρ(µ0|k|),

Q2(λk) =

(
µ−

m∑
n=1

µngn(λk)e
−tnf(λk)

)
≤

(
µ−

m∑
n=1

µne
εf(λk)−t1f(λk)

)−1

,

t1 < t2 < . . . < tm.

Поклавши ε = t1, одержимо оцiнку Q2(λk) ≤
(
µ−

∑m

n=1
µn

)−1 (
тут враховано, що µ >

>
∑m

n=1
µn

)
. Отже, при кожному t ∈ (0, T ]

|ck(G)| = |Q1(t, λk)||Q2(λk)| ≤ γe−d0t ln ρ(µ0|k|), γ =

(
µ−

m∑
n=1

µn

)−1

.
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Звiдси та з характеристики класу H〈mk〉 випливає, що G(t, ·) ∈ H〈mk〉 при кожному
t ∈ (0, T ]. Справдi, якщо ϕ — опукла на [0,+∞) функцiя, то крiм нерiвностi (2) для такої
функцiї справджуються ще нерiвностi [10]:

а) ∀α ∈ (0, 1) ∀x ∈ [0,∞) : ϕ(αx) ≤ αϕ(x) ;
б) ∀α ≥ 1 ∀x ∈ [0,∞) : ϕ(αx) ≥ αϕ(x).

Отже, якщо d0t < 1, то, врахувавши а), запишемо нерiвностi

|ck(G)| ≤ γe−d0t ln ρ(µ0λk) ≤ γe−d0t ln ρ(µ0|k|) ≤

≤ γe− ln ρ(a1|k|) ≡ γρ−1(a1|k|), k ∈ Z, a1 = d0t.

Якщо d0t > 1 i d0t — не цiле, то d0t = [d0t] + {d0t}. Тодi

e−d0t ln ρ(µ0λk) ≤ e−d0t ln ρ{µ0|k|} = e−[d0t] ln ρ(µ0|k|)e−{d0t} ln ρ(µ0|k|) ≤

≤ e−{d0t} ln ρ(µ0|k|) ≤ e− ln ρ(a2|k|) = ρ−1(a2|k|), a2 = {d0t}.

Якщо d0t = n, n ∈ {2, 3, 4, . . . }, то d0t = 1 + n− 1 i

e−d0t ln ρ(µ0λk) ≤ e−d0t ln ρ(µ0|k|) = e− ln ρ(µ0|k|)e−(n−1) ln ρ(µ0|k|) ≤

≤ e− ln ρ(µ0|k|) = ρ−1(µ0|k|), k ∈ Z.

Нехай a = min{a1, a2, µ0}. Тодi, при фiксованому t ∈ (0, T ], справджується нерiвнiсть

|ck(G)| ≤ γρ−1(a|k|), k ∈ Z,

з якої (та умови (A)) випливає, що G(t, ·) ∈ H〈mk〉 при кожному t ∈ (0, T ].

Оскiльки u(t, ·) = G(t, ·)∗g, де g ∈ H ⊂ H ′〈mk〉, G(t, ·) ∈ H〈mk〉 при кожному t ∈ (0, T ],
то на пiдставi вiдповiдної властивостi згортки стверджуємо, що u(t, ·) ∈ H〈mk〉.

Зауваження 2. Якщо функцiя u(t, x) зображується формулою (8), то вона є розв’язком
рiвняння (6).

Справдi, згiдно з означенням оператора Af маємо, що

Afu(t, x) =
∑
k∈Z

ckf(λk)e
−tf(λk)eikx.

Далi безпосередньо доводимо, що функцiя u(t, x) диференцiйовна за змiнною t на промiж-
ку (0, T ] при кожному x ∈ [0, 2π] i

∂u(t, x)

∂t
= −

∑
k∈Z

ckf(λk)e
−tf(λk)eikx.

Звiдси випливає, що u — розв’язок рiвняння (6).
Отже, формула (8) описує всi розв’язки рiвняння (6), тобто функцiя u(t, x) є розв’язком

рiвняння (6) тодi й лише тодi, коли вона зображується у виглядi (8). Звiдси випливає,
що задача (6), (7) має єдиний розв’язок. Справдi, розв’язок цiєї задачi подамо у виглядi∑

k∈Z
ck exp{−tf(λk)}eikx, де ck = Q2(λk)ck(g), ck(g) =

〈
g, e−ikx

〉
, k ∈ Z. Якщо g = 0,
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то ck(g) = 0 ∀k ∈ Z, тобто ck = 0 ∀k ∈ Z. Звiдси випливає, що u(t, x) = 0 для кожного
t ∈ (0, T ], що й доводить єдинiсть розв’язку задачi (6), (7).

Доведемо тепер, що розв’язок задачi (6), (7) неперервно залежить вiд початкової умови.
Нехай {g, gn, n ∈ N} ⊂ H, причому gn → g при n→∞ у просторi H, тобто ‖gn− g‖2H → 0
при n→∞. Це рiвносильно тому, що∑

k∈Z
|ck(gn − g)|2 → 0, n→∞.

Нехай un — розв’язок задачi (6), (7), який вiдповiдає граничному елементу gn. Тодi

‖un − u‖2H = ‖G ∗ (gn − g)‖2H =
∑
k∈Z
|ck(G)|2|ck(gn − g)|2.

Iз доведеного ранiше випливає, що |ck(G)| ≤ γ, k ∈ Z, де γ =
(
µ−

∑m

n=1
µn

)−1
. Отже,

‖un − u‖2H ≤ γ2
∑
k∈Z
|ck(gn − g)|2 → 0, n→∞,

що й потрiбно було довести.
Пiдсумуємо одержанi результати у виглядi такого твердження.
Теорема 2. Нелокальна багатоточкова за часом задача (6), (7) коректно розв’язна, розв’я-

зок визначається формулою u(t, x) = G(t, x) ∗ g(x), (t, x) ∈ Ω, де

G(t, x) =
∑
k∈Z

Q1(t, λk)Q2(λk)e
ikx, g(x) =

∑
k∈Z

ck(g)eikx ∈ H,

при цьому {G(t, ·), u(t, ·)} ⊂ H〈mk〉 при кожному t ∈ (0, T ].
Зазначимо, що внаслiдок вiдповiдної властивостi згортки u(t, ·) = G(t, ·) ∗ g ∈ H〈mk〉

при кожному t ∈ (0, T ], якщо g ∈ H ′〈mk〉. Доведемо, що тодi функцiя u(t, ·) є розв’язком
рiвняння (6), який задовольняє умову (7), де g ∈ H ′〈mk〉, у тому розумiннi, що

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

Bku(t, ·) = g, g ∈ H ′〈mk〉 (9)

(границi розглядаються в просторi H ′〈mk〉).
Лема 2. Функцiя G(t, ·), t ∈ (0, T ], як абстрактна функцiя параметра t зi значеннями у

просторi H〈mk〉, диференцiйовна по t.
Доведення. Оскiльки H〈mk〉 = H{mk} =

⋃
α>0

H{α}, то для доведення твердження до-
сить показати, що

Φ∆t(x) :=
1

∆t

[
G(t+ ∆t, x)−G(t, x)

]
−→

∆t→0

∂

∂t
G(t, x)

у просторi H{mk} (якщо ∆t < 0, то вважаємо ∆t таким, що t+ ∆t ≥ t/2). Це означає, що:
1) множина функцiй

{
Φ∆t : |∆t| ≤ ε0,∆t 6= 0

}
(ε0 > 0 — досить мале фiксоване число)

обмежена в просторi H{mk}, тобто

∃c > 0 ∀∆t (|∆t| ≤ ε0,∆t 6= 0) : ‖Φ∆t‖2H{α}
≤ c

при деякому α > 0 та фiксованому t ∈ (0, T ] ;
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2) Φ∆t →
∂

∂t
G(t, ·) при ∆t→ 0 у просторi H{mk}, тобто∥∥∥∥Φ∆t −

∂

∂t
G(t, ·)

∥∥∥∥2

H{α}

→ 0, ∆t→ 0,

при деякому α > 0.
Передусiм зазначимо, що функцiя G(t, x) диференцiйовна по t ∈ (0, T ] (при кожному

x ∈ R). Справдi, нехай t ∈ [ε̃, T ], де ε̃ > 0. Доведемо, що ряд

−
∑
k∈Z

f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)e
ikx, t ∈ [ε̃, T ], (10)

збiгається рiвномiрно по t (при фiксованому x), бо тодi

∂G(t, x)

∂t
= −

∑
k∈Z

f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)e
ikx. (11)

Оскiльки

∣∣eikx∣∣ = 1, k ∈ Z,
∣∣Q2(λk)

∣∣ ≤ γ, γ =

(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

,

то для t ≥ ε̃ (з урахуванням умов (4), (5)) маємо, що

∀ε > 0 ∃cε > 0: α(t, x) :=
∣∣−f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)e

ikx
∣∣ ≤

≤ γf(λk) exp{−ε̃f(λk)} ≤

≤ cεγ exp
{
−ε̃d0 ln ρ(c0λk)

}
exp{ln ρ(ελk)}.

Вважаючи, що ε̃d0 < 1 та враховуючи опуклiсть функцiї ln ρ, приходимо до нерiвностi

α(t, x) ≤ cεγ exp{− ln ρ((ε̃d0 − ε)λk)}.

Оскiльки ε > 0 довiльне, то припустимо, що ε = ε̃d0/2. Тодi

α(t, x) ≤ c̃ exp

{
− ln ρ

(
ε̃d0

2
λk

)}
= c̃ρ−1(βλk), (12)

β =
ε̃d0

2
, t ∈ [ε̃, T ], x ∈ R.

Iз (12) та властивостей функцiї ρ випливає, що ряд (10) збiгається рiвномiрно при t ≥ ε̃.
Цим доведено, що функцiя G(t, ·) диференцiйовна по t на вiдрiзку [ε̃, T ]. Оскiльки ε̃ > 0
довiльне, то функцiя G(t, ·) диференцiйовна по t на промiжку (0, T ], при цьому правильне
спiввiдношення (11), яке виконується у кожнiй точцi t ∈ (0, T ]. Зазначимо також, що при
кожному t ∈ (0, T ] функцiя ∂

∂t
G(t, ·) є елементом простору H〈mk〉, оскiльки

ck

(
∂

∂t
G(t, ·)

)
= −f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)
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i, як випливає з (12), для коефiцiєнтiв Фур’є функцiї ∂
∂t
G(t, ·) справджується оцiнка∣∣∣∣ck( ∂

∂t
G(t, ·)

)∣∣∣∣ ≤ cρ−1(βλk) ≤ cρ−1(β|k|), k ∈ Z.

Це й означає (див. (A)), що ∂

∂t
G(t, ·) ∈ H〈mk〉 при кожному t ∈ (0, T ].

Оскiльки

Φ∆t(x) =
∑
k∈Z

1

∆t

[
e−(t+∆t)f(λk) − e−tf(λk)

]
Q2(λk)e

ikx =

= −
∑
k∈Z

f(λk)e
−(t+θ∆t)f(λk)Q2(λk)e

ikx, 0 < θ < 1,

то
ck(Φ∆t) = −f(λk)Q1(t+ θ∆t, λk)Q2(λk)

(якщо ∆t < 0, то внаслiдок домовленостi щодо ∆t маємо t+ θ∆t ≥ t+ ∆t ≥ t/2). Тодi для
довiльного фiксованого α > 0, конкретне значення якого вкажемо пiзнiше, справджуються
спiввiдношення

‖Φ∆t‖2H{α}
=
∑
k∈Z
|ck(Φ∆t)|2ρ2

(
|k|
α

)
=

=
∑
k∈Z

f2(λk)ρ
2

(
|k|
α

)
e−2(t+θ∆t)f(λk)Q2

2(λk) ≤

≤ γ2
∑
k∈Z

f2(λk)ρ
2

(
|k|
α

)
e−2tf(λk) ≤

≤ γ2
∑
k∈Z

f2(λk)e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
e−2 ln ρ(a1λk),

a1 = {d0t}c0, γ =

(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

,

d0, c0 — сталi з умови (5). З урахуванням (4) та властивостi опуклостi функцiї ln ρ маємо,
що

f2(λk)e
−2 ln ρ(a1λk) ≤ c2

εe
2 ln ρ(ελk)−2 ln ρ(a1λk) ≤

≤ c2
εe
−2 ln ρ((a1−ε)λk) = c2

εe
−2 ln ρ(a2λk), a2 = a1/2,

якщо вважати, що ε = a1/2. Iз властивостей функцiй ρ i G̃ випливають нерiвностi

ρ(a2λk) ≥ a2λk = a2G̃(|k|) ≥ a2|k|, k ∈ Z;
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тодi, знову використовуючи властивiсть опуклостi функцiї ln ρ, одержуємо нерiвнiсть

‖Φ∆t‖2H{α}
≤ γ2c2

ε

∑
k∈Z

e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
e−2 ln ρ(a2|k|) ≤

≤ b
∑
k∈Z

e
−2 ln ρ

((
a2− 1

α

)
|k|
)

= b
∑
k∈Z

e−2 ln ρ(a3|k|) =

= b
∑
k∈Z

ρ−2(a3|k|) ≤ b̃1 +
∑

k∈Z\{0}

a−2
3 |k|

−2 <∞,

a3 = a2 −
1

α
,

для фiксованого α > 0 такого, що a2 −
1

α
> 0

(
тобто для α >

1

a2

)
. Отже, множина

функцiй
{

Φ∆t, |∆t| ≤ ε, ∆t 6= 0
}
обмежена в просторi H{mk} = H〈mk〉.

Перевiримо виконання умови 2). Нехай

Ψ∆t(x) := Φ∆t(x)− ∂

∂t
G(t, x) =

∑
k∈Z

[
e−tf(λk) − e−(t+θ∆t)f(λk)

]
Q2(λk)f(λk)e

ikx.

Звiдси випливають спiввiдношення

‖Ψ∆t‖2H{α}
=
∑
k∈Z
|ck(Ψ∆t)|2ρ2

(
|k|
α

)
=
∑
k∈Z
|ck(Ψ∆t)|2e

2 ln ρ
(

|k|
α

)
=

=
∑
k∈Z

e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
|e−tf(λk) − e−(t+θ∆t)f(λk)|2Q2

2(λk)f
2(λk) ≤

≤
∑
k∈Z

e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
e−2(t+θ1∆t)f(λk)f4(λk)θ

2(∆t)2Q2
2(λk) ≤

≤ γ2
∑
k∈Z

e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
e−2tf(λk)f4(λk)(∆t)

2,

0 < θ1 < 1, γ =

(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

.

Внаслiдок (4) i властивостi опуклостi функцiї ln ρ маємо

f4(λk)e
−2tf(λk) ≤ c4

εe
−2 ln ρ(a1λk)e4 ln ρ(ελk) ≤

≤ c4
εe
−2 ln ρ(a1λk)e2 ln ρ(2ελk) ≤

≤ c4
εe
−2 ln ρ((a1−2ε)λk) = c4

εe
−2 ln ρ(a4λk), a4 =

a1

2
,
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якщо вважати, що ε =
a1

4
. Оскiльки

ρ(a4λk) ≥ a4λk = a4G̃(|k|) ≥ a4|k|, k ∈ Z,

то
‖Ψ∆t‖2H{α}

≤ b̃
∑
k∈Z

e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
e−2 ln ρ(a4|k|) ≤ c̃(∆t)2,

де b̃ = γ2c4
ε,

c̃ = b̃
∑
k∈Z

e−2 ln ρ((a4− 1
α)|k|) <∞

для довiльного фiксованого α > 1

a4
. Звiдси вже випливає, що ‖Ψ∆t‖H{α} → 0 при ∆t→ 0(

для α > 1

a4

)
, тобто Φ∆t →

∂

∂t
G(t, ·) при ∆t→ 0 у просторi H{mk} = H〈mk〉.

Лему 2 доведено.
Лема 3. Функцiя

u(t, x) = G(t, x) ∗ g =
〈
g(y), G(t, x− y)

〉
, g ∈ H ′〈mk〉,

диференцiйовна по t, при цьому

∂u(t, x)

∂t
=
〈
g(y),

∂

∂t
G(t, x− y)

〉
=

∂

∂t
G(t, x) ∗ g.

Доведення. Внаслiдок леми 2

Φ̃∆t,t,x(y) :=
1

∆t
[G(t+ ∆t, x− y)−G(t, x− y)]→ ∂

∂t
G(t, x− y), ∆t→ 0

(при фiксованому x ∈ R), за топологiєю простору H〈mk〉. Iз властивостi неперервностi
функцiонала g випливають спiввiдношення

∂u(t, x)

∂t
= lim

∆t→0

1

∆t

[
u(t+ ∆t, x)− u(t, x)

]
=

= lim
∆t→0

〈
g,

1

∆t
[G(t+ ∆t, x− y)−G(t, x− y)]

〉
=

= lim
∆t→0

〈
g, Φ̃∆t,t,x(·)

〉
=

〈
g, lim

∆t→0
Φ̃∆t,t,x(·)

〉
=

=

〈
g,
∂

∂t
G(t, x− y)

〉
=

∂

∂t
G(t, x) ∗ g,

що й потрiбно довести.
Функцiя u(t, x) = G(t, x) ∗ g, g ∈ H ′〈mk〉, задовольняє рiвняння (6). Справдi, u(t, ·) ∈

∈ H〈mk〉 при кожному t ∈ (0, T ]. Крiм того,

Af (G(t, x) ∗ g) =
∑
k∈Z

f(λk)ck(G(t, x) ∗ g)eikx =
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=
∑
k∈Z

f(λk)ck(G)ck(g)eikx =

=
∑
k∈Z

f(λk)ck(g)Q1(t, λk)Q2(λk)e
ikx.

З iншого боку (див. лему 3),

∂u(t, x)

∂t
=

∂

∂t
G(t, x) ∗ g =

∑
k∈Z

ck

(
∂

∂t
G

)
ck(g)eikx =

= −
∑
k∈Z

f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)eikx.

Звiдси випливає, що функцiя u(t, x), (t, x) ∈ Ω, задовольняє рiвняння (6).
Лема 4. Нехай

u(t, x) = G(t, x) ∗ g, g ∈ H ′〈mk〉, (t, x) ∈ Ω.

Тодi у просторi H ′〈mk〉 справджується граничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

Bku(t, ·) = g. (13)

Доведення. Для доведення (13) вiзьмемо довiльний елемент

ϕ(x) =
∑
k∈Z

ck(ϕ)eikx ∈ H〈mk〉

i зазначимо, що внаслiдок неперервностi вкладення H〈mk〉 в H ′〈mk〉 i ортонормованостi
базису

{
eikx, k ∈ Z

}
〈u(t, ·), ϕ〉 = (u(t, ·), ϕ)H =

∑
k∈Z

ck(u(t, ·))ck(ϕ) =
∑
k∈Z

Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)ck(ϕ).

Тодi

µ lim
t→+0

〈u(t, ·), ϕ〉 −
m∑
n=1

µn lim
t→tn
〈Bnu(t, ·), ϕ〉 =

= µ lim
t→+0

∑
k∈Z

ck(u(t, ·))ck(ϕ)−
m∑
n=1

µn lim
t→tn

∑
k∈Z

ck(Bnu(t, ·))ck(ϕ);

при цьому ряд
∑

k∈Z
ck(u(t, ·))ck(ϕ) збiгається рiвномiрно на [0, T ]. Цей факт випливає з

вигляду коефiцiєнтiв ck(u(t, ·)), k ∈ Z, i нерiвностi

|ck(u(t, ·))| · |ck(ϕ)| ≤ c̃|ck(g)| · |ck(ϕ)|, t ∈ [0, T ], k ∈ Z.

Справдi, за умовою леми 4, g ∈ H ′〈mk〉, тобто

∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0 ∀k ∈ Z : |ck(g)| ≤ cρ(µ|k|).
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Функцiя ϕ ∈ H〈mk〉, тому, внаслiдок умови (A),

∃µ0 > 0 ∃c0 > 0 ∀k ∈ Z : |ck(ϕ)| ≤ c0ρ
−1(µ0|k|).

Тодi, поклавши µ = µ0/2, внаслiдок нерiвностi опуклостi для ln ρ одержимо оцiнку

|ck(g)| · |ck(ϕ)| ≤ c0cρ(µ|k|)ρ−1(µ0|k|) = c0ce
ln ρ(µ|k|)−ln ρ(µ0|k|) ≤

≤ c0ce
− ln ρ(µ02 |k|) = c̃ρ−1

(µ0

2
|k|
)
≤ c̃|k|−1, k ∈ Z \ {0}.

З останньої нерiвностi випливає сформульована властивiсть.
Ряд

∑
k∈Z

ck(Bnu(t, ·))ck(ϕ), n ∈ {1, . . . ,m}, збiгається рiвномiрно на [t1, T ], де 0 <

< t1 < t2 < . . . < tm ≤ T. Справдi,

ck(Bnu(t, ·)) = gn(λk)e
−tf(λk)Q2(λk)ck(g), t ∈ [t1, T ], k ∈ Z.

Врахувавши властивостi функцiй Q2, gn, n ∈ {1, . . . ,m}, одержимо спiввiдношення∣∣ck(Bnu(t, ·))
∣∣ ≤ bgn(λk)e

−tf(λk)|ck(g)| ≤ beεf(λk)e−t1f(λk)|ck(g)|

(тут ε > 0 довiльно фiксоване). Поклавши ε = t1, знайдемо

|ck(Bnu(t, ·))| ≤ b|ck(g)|, t ∈ [t1, T ], k ∈ Z.

Далi, аналогiчно попередньому, маємо

|ck(g)| · |ck(ϕ)| ≤ c̃|k|−2, k ∈ Z \ {0}.

Отже,

lim
t→+0

∑
k∈Z

ck(u(t, ·))ck(ϕ) =
∑
k∈Z

ck(u(0, ·))ck(ϕ) =
∑
k∈Z

Q2(λk)ck(g)ck(ϕ), (14)

lim
t→tn

∑
k∈Z

ck(Bnu(t, ·))ck(ϕ) =
∑
k∈Z

ck(Bnu(tn, ·))ck(ϕ) =

=
∑
k∈Z

gn(λk)Q1(tn, λk)Q2(λk)ck(g)ck(ϕ). (15)

Враховуючи (14), (15), одержуємо

µ lim
t→+0

〈u(t, ·), ϕ〉 −
m∑
n=1

µn lim
t→tn
〈Bnu(t, ·), ϕ〉 =

=
∑
k∈Z

[(
µ−

m∑
n=1

µngn(λk)Q1(tn, λk)

)
Q2(λk)

]
ck(g)ck(ϕ) =

=
∑
k∈Z

µ−
∑m

n=1
µngn(λk)Q1(tn, λk)

µ−
∑m

n=1
µngn(λk)Q1(tn, λk)

ck(g)ck(ϕ) =

=
∑
k∈Z

ck(g)ck(ϕ) = 〈g, ϕ〉,
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g =
∑
k∈Z

ck(g)eikx ∈ H ′〈mk〉, ϕ ∈ H〈mk〉,

що й потрiбно було довести.
Оскiльки u(t, x) = G(t, x), якщо g = δ ∈ H ′〈mk〉, то функцiя G(t, x) є розв’язком

рiвняння (6) i з (13) випливає, що функцiя G(t, x) у просторi H ′〈mk〉 задовольняє граничне
спiввiдношення

µ lim
t→+0

G(t, ·)−
m∑
n=1

µn lim
t→tn

BnG(t, ·) = δ.

Надалi G(t, x), (t, x) ∈ Ω, називатимемо фундаментальним розв’язком нелокальної бага-
тоточкової за часом задачi для рiвняння (6).

Лема 4 дозволяє ставити нелокальну багатоточкову за часом задачу для рiвняння (6)
так: знайти розв’язок рiвняння (6), який в просторi H ′〈mk〉 задовольняє граничне спiввiд-
ношення (13).

Теорема 3. Нелокальна багатоточкова за часом задача (6), (13) коректно розв’язна, її
розв’язок визначається формулою

u(t, x) = G(t, x) ∗ g, (t, x) ∈ Ω,

u(t, ·) ∈ H〈mk〉 при кожному t ∈ (0, T ].
Доведення. Iз наведених вище тверджень випливає, що доведення вимагає властивiсть

єдиностi розв’язку задачi (6), (13) та його неперервну залежнiсть вiд граничної умови.
Нехай u(t, x) — розв’язок задачi (6), (13). Оскiльки u — розв’язок рiвняння (6), то u

зображається у виглядi (див. (8)):

u(t, x) =
∑
k∈Z

ckQ1(t, λk)e
ikx.

Якщо
ck = ck(g)Q2(λk), g =

∑
k∈Z

ck(g)eikx ∈ H ′〈mk〉,

то за умови g = 0 маємо ck(g) =
〈
g, e−ikx

〉
= 0 ∀k ∈ Z, тобто u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Ω.

Доведемо, що розв’язок указаної задачi неперервно залежить вiд граничної умови.
Нехай {g, gn, n ≥ 1} ⊂ H ′〈mk〉, причому gn → g при n → ∞ у просторi H ′〈mk〉. Звiдси
випливає, що

ck(gn) = 〈gn, e−ikx〉 −→
n→∞

〈g, e−ikx〉 = ck(g)

для кожного k ∈ Z. Крiм того, {u, un, n ≥ 1} ⊂ H〈mk〉, де un — розв’язок задачi (6), (13),
який вiдповiдає граничному елементу gn ∈ H ′〈mk〉. Тодi

∀ϕ ∈ H〈mk〉 : 〈un, ϕ〉 = (un, ϕ) =
∑
k∈Z

ck(G)ck(gn)ck(ϕ) −→
n→∞

−→
n→∞

∑
k∈Z

ck(G)ck(g)ck(ϕ) = (u, ϕ) = 〈u, ϕ〉.

Отже, un → u при n→∞ у просторi H ′〈mk〉.
Теорему 3 доведено.
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