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We consider the inverse problem with the integral overdetermination condition for the weakly nonlinear
Eidel’man-type equation with unknown time-dependent minor coefficient. Sufficient conditions of the
existence and uniqueness of a generalized solution of this problem are obtained for t ∈ [0, T ], where the
number T depends on the initial data of the problem.

Розглянуто обернену задачу з iнтегральною умовою перевизначення для слабко нелiнiйного рiв-
няння типу Ейдельмана, в якому невiдомим є молодший коефiцiєнт, залежний вiд часової змiнної
t. Отримано достатнi умови iснування та єдиностi узагальненого розв’язку цiєї задачi для t ∈ [0, T ],
де число T визначається вихiдними даними задачi.

1. Вступ. У цiй статтi отримано достатнi умови iснування та єдиностi узагальненого
розв’язку оберненої задачi з iнтегральними умовами перевизначення для слабко нелi-
нiйного рiвняння типу Ейдельмана з невiдомим молодшим коефiцiєнтом. Одночасно з
розв’язком мiшаної задачi для рiвняння типу Ейдельмана визначено його молодший кое-
фiцiєнт, залежний вiд часової змiнної. Рiвняння мiстить три групи змiнних. Похiднi його
розв’язку, якi є в рiвняннi, за рiзними змiнними мають рiзнi найвищi порядки: перший— за
часовою змiнною, другий — за просторовими змiнними та четвертий — за частиною про-
сторових змiнних. Для одержання основного результату використано метод послiдовних
наближень та оцiнки розв’язкiв вiдповiдної прямої задачi.

Зауважимо, що у 1960 р. С. Д. Ейдельман узагальнив рiвняння, параболiчнi за Пет-
ровським [1]. У працях [2, 3] встановлено умови однозначної розв’язностi та властивостi
розв’язкiв мiшаних (прямих) задач для нелiнiйних рiвнянь типу Ейдельмана в обмежених
та необмежених областях, в [4] — оберненої задачi у випадку, коли в рiвняннi невiдома
права частина, а в [5 – 8] — задачi Кошi.

Оберненi задачi для параболiчних рiвнянь з iнтегральними умовами перевизначення, в
яких визначався невiдомий молодший коефiцiєнт, вивчено в багатьох працях (див. [9 – 11]
i наведену в них бiблiографiю). У працях [12 – 16] для встановлення умов iснування та єди-
ностi розв’язку обернених задач для ультрапараболiчних рiвнянь iз невiдомим молодшим
коефiцiєнтом чи правими частинами використано метод послiдовних наближень. Задачi
вiдшукання невiдомого молодшого коефiцiєнта для слабко нелiнiйних рiвнянь типу Ей-
дельмана ранiше не вивчалися.

2. Формулювання задачi. Нехай Dx ⊂ Rk i Dy ⊂ Rl — обмеженi областi з межами
∂Dx ∈ C1 i ∂Dy ∈ C1, k, l ∈ N. Позначимо Ω = Dx ×Dy, Qτ = Ω× (0, τ), Sτ = ∂Ω× (0, τ),
де τ ∈ (0, T ], T < ∞, x ∈ Dx, y ∈ Dy, z = (x, y) ∈ Ω, n = k + l, ν — одиничний вектор
зовнiшньої нормалi до межi ∂Dx ×Dy × (0, T ).
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Уведемо простiр

V1(Ω) =

{
u : u ∈W 1,2

0 (Ω), uxixj ∈ L2(Ω), i, j ∈ {1, . . . , k}, ∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Dx×Dy

= 0

}
.

В областi QT розглянемо таку задачу: встановити достатнi умови iснування та єдиностi
пари функцiй (u(z, t), c(t)), яка задовольняє рiвняння

ut +
k∑

i,j=1

(aij(z, t)uxixj )xixj −
n∑

i,j=1

(bij(z, t)uzi)zj + (c(t) + q(z))u+ g(z, t, u) = f(z, t), (1)

а також початковi i крайовi умови

u(z, 0) = u0(z), z ∈ Ω, (2)

u|ST = 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Dx×Dy×(0,T )

= 0 (3)

та умову перевизначення ∫
Ω

K(z)u(z, t) dz = E(t), t ∈ [0, T ], (4)

у сенсi такого означення.
Означення 1. Пару функцiй (u(z, t), c(t)) назвемо узагальненим розв’язком задачi (1) –

(4), якщо u ∈ L2
(
0, T ;V1(Ω)

)
∩ C

(
[0, T ];L2(Ω)

)
, ut ∈ L2(QT ), c ∈ C([0, T ]); також вона

задовольняє рiвнiсть

∫
Qτ

utv +
k∑

i,j=1

aij(z, t)uxixjvxixj+

+
n∑

i,j=1

bij(z, t)uzivzj + (c(t) + q(z))uv + g(z, t, u)v

dz dt =

=

∫
Qτ

f(z, t)v dz dt (5)

для всiх τ ∈ (0, T ] i всiх функцiй v ∈ L2
(
0, T ;V1(Ω)

)
та умови (2), (4).

Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (1) та вихiдних даних виконуються такi умови:
(A1): aij ∈ C([0, T ];L∞(Ω)), aij,t ∈ L∞(QT ), aij(z, t) ≥ a0 > 0 для майже всiх (z, t) ∈

∈ QT , i, j ∈ {1, . . . , k};
(A2): bij ∈ C([0, T ];L∞(Ω)), bij,t ∈ L∞(QT ), i, j ∈ {1, . . . , n};

∑n

i,j=1
bij(z, t)ξiξj ≥

≥ b0|ξ|2 для всiх ξ ∈ Rn i для майже всiх (z, t) ∈ QT , b0 > 0;

(A3): q ∈ L∞(Ω), q(z) ≥ q0 для майже всiх z ∈ Ω, де q0 — стала;
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(A4): g(z, t, ξ) вимiрна за змiнними (z, t) в QT для всiх ξ ∈ R1 i неперервна за ξ для
майже всiх (z, t) ∈ QT ; крiм того, iснує така додатна стала g0, що |g(z, t, ξ) − g(z, t, η)| ≤
≤ g0|ξ − η| для майже всiх (z, t) ∈ QT i всiх ξ, η ∈ R1;

(A5): f ∈ C
(
[0, T ];L2(Ω)

)
;

(A6): u0 ∈ V1(Ω);
(A7): K ∈ V1(Ω), Kxixixjxj ∈ L2(Ω), Kzrzs ∈ L2(Ω), i, j ∈ {1, . . . , k}, r, s ∈ {1, . . . , n};

(A8): E ∈W 1,2(0, T ), E(0) =

∫
Ω
K(z)u0(z) dz.

Зауважимо, що якщо c(t) = c∗(t), де c∗ ∈ C([0, T ]) — задана функцiя, то так само, як
i в [2], ми отримаємо результати iснування та єдиностi узагальненого розв’язку мiшаної
задачi (1) – (3):

Теорема 1. Нехай виконуються умови (A1) – (A6) та c∗ ∈ C([0, T ]). Тодi iснує єдиний
узагальнений розв’язок u∗ задачi (1) – (3), тобто u∗ ∈ L2

(
0, T ;V1(Ω)

)
∩ C

(
[0, T ];L2(Ω)

)
,

u∗t ∈ L2(QT ), який задовольняє (2) та рiвнiсть

∫
Qτ

u∗t v +

k∑
i,j=1

aij(z, t)u
∗
xixjvxixj +

+
n∑

i,j=1

bij(z, t)u
∗
zivzj + (c∗(t) + q(z))u∗v + g(z, t, u∗)v

dz dt =

∫
Qτ

f(z, t)v dz dt (6)

для всiх τ ∈ (0, T ] i всiх функцiй v ∈ L2
(
0, T ;V1(Ω)

)
.

Для похiдної u∗t виконується оцiнка∫
QT

(u∗t )
2 dz dt ≤M0

∫
Ω

(
(u0(z))2 +

n∑
i=1

(u0,zi(z))
2 +

+
k∑

i,j=1

(
u0,xixj (z)

)2)
dz +

∫
QT

(
(f(z, t))2 + (g(z, t, 0))2

)
dz dt

, (7)

де стала M0 залежить тiльки вiд коефiцiєнтiв лiвої частини рiвняння (1).
3. Еквiвалентна задача. Знайдемо еквiвалентну задачу до задачi (1) – (4). Позначимо

A(z, t) :=
k∑

i,j=1

(Kxixj (z)aij(z, t))xixj −
n∑

i,j=1

(Kzj (z)bij(z, t))zi + q(z)K(z),

B(t) := −E′(t) +

∫
Ω

K(z)f(z, t) dz.

Нехай (u(z, t), c(t)) — узагальнений розв’язок задачi (1) – (4). З (4) випливає∫
Ω

K(z)ut(z, t) dz = E′(t), t ∈ [0, T ]. (8)
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Використовуючи рiвнiсть (5) з v = K(z) i (8), отримуємо

τ∫
0

E′(t) dt+

∫
Qτ

 k∑
i,j=1

aij(z, t)Kxixj (z)uxixj +

n∑
i,j=1

bij(z, t)Kzj (z)uzi+

+ (c(t) + q(z))K(z)u+ g(z, t, u)K(z)

dz dt =

=

∫
Qτ

f(z, t)K(z) dz dt, τ ∈ (0, T ]. (9)

Iнтегруючи частинами в (9) та враховуючи умову (A7), отримуємо

∫
Qτ

(
A(z, t)u+ g(z, t, u)K(z)

)
dz dt+

τ∫
0

E(t)c(t) dt =

τ∫
0

B(t) dt

для всiх τ ∈ (0, T ]. Тому

E(t)c(t) = B(t)−
∫
Ω

(
A(z, t)u+ g(z, t, u)K(z)

)
dz, t ∈ [0, T ]. (10)

Лема 1. Нехай виконуються умови (A1) – (A8) та aij,xixj ∈ C
(
[0, T ];L2(Ω)

)
, brs,zr ∈

∈ C
(
[0, T ];L2(Ω)

)
, i, j ∈ {1, . . . , k}, r, s ∈ {1, . . . , n}. Пара функцiй (u(z, t), c(t)), де u ∈

∈ L2
(
0, T ;V1(Ω)

)
∩ C

(
[0, T ];L2(Ω)

)
, ut ∈ L2(QT ), c ∈ C([0, T ]), є узагальненим розв’яз-

ком задачi (1) – (4) тодi i тiльки тодi, коли вона задовольняє рiвнiсть (5) для всiх v ∈
∈ L2

(
0, T ;V1(Ω)

)
, τ ∈ (0, T ) та виконуються умови (2), (10).

Доведення. Необхiднiсть доведено.
Нехай u∗ ∈ L2

(
0, T ;V1(Ω)

)
∩ C

(
[0, T ];L2(Ω)

)
, u∗t ∈ L2(QT ), c∗ ∈ C([0, T ]); вони за-

довольняють (2), (10) та рiвнiсть (5) для всiх v ∈ L2
(
0, T ;V1(Ω)

)
, τ ∈ (0, T ). Тодi u∗ є

розв’язком задачi (1) – (3) з c∗ замiсть c в (1).
Покладемо E∗(t) =

∫
Ω
K(z)u∗(z, t) dz, t ∈ [0, T ]. Так само, як i при доведеннi необхiд-

ностi, отримуємо

τ∫
0

(E∗(t))′ dt+

∫
Qτ

((
k∑

i,j=1

(
aij(z, t)Kxixj (z)

)
xixj

+
n∑

i,j=1

(
bij(z, t)Kzj (z)

)
zi

+

+
(
c∗(t) + q(z)

)
K(z)

)
u∗ + g(z, t, u∗)K(z)

)
dz dt =

=

∫
Qτ

f(z, t)K(z) dz dt, t ∈ [0, T ]. (11)
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З iншого боку, c∗(t) i u∗(z, t) задовольняють (10), а тому легко встановити рiвнiсть
τ∫

0

E′(t) dt+

∫
Qτ

((
k∑

i,j=1

(
aij(z, t)Kxixj (z)

)
xixj

+
n∑

i,j=1

(
bij(z, t)Kzj (z)

)
zi

+

+
(
c∗(t) + q(z)

)
K(z)

)
u∗ + g(z, t, u∗)K(z)

)
dz dt =

=

∫
Qτ

f(z, t)K(z) dz dt, t ∈ [0, T ]. (12)

Вiднiмаючи вiд (11) рiвнiсть (12), знаходимо, що
τ∫

0

(E∗(t)− E(t))′ dt = 0, τ ∈ [0, T ]. (13)

З (13) та рiвностi E∗(0) = E(0) =

∫
Ω
K(z)u0(z) dz одержуємо E∗(t) = E(t), t ∈ [0, T ].

Отже, u∗(z, t) задовольняє (4).
Лему 1 доведено.
4. Iснування та єдинiсть розв’язку. Для функцiй w1 ∈W 1,2

0 (Ω), w2 ∈W 2,2
0 (Dx) будемо

використовувати нерiвностi Фрiдрiхса [17, c. 44]∫
Ω

(w1)2 dz ≤ γ0

∫
Ω

n∑
i=1

(w1,zi)
2 dz,

∫
Dx

(w2)2 dx ≤ γ1

∫
Dx

k∑
i,j=1

(w2,xixj )
2 dx, (14)

де сталi γ0, γ1 залежать вiд k, n та областi Ω.
Для чисел δ > 0 i T0 ∈ (0, T ] означимо сталi

C1 :=
4

min
[0,T0]

(E(t))2
sup
[0,T0]

(
(B(t))2 +

∫
Ω

(K(z))2 dz

∫
Ω

(g(z, t, 0))2 dz

)
,

C2 :=
4

min
[0,T0]

(E(t))2
sup
[0,T0]

∫
Ω

(
(A(z, t))2 + (g0)2(K(z))2

)
dz,

M1 :=
1

δ

∫
QT0

(
(f(z, t))2 + (g(z, t, 0))2

)
dz dt,

M2 := (C1 + C2M1)
1
2 , κ := 2q0 − 2g0 − δ − 2M2,

M3 :=
M1

δ
min


1

2a0

γ1
+

2b0
γ0

+ κ
;T0

 ,
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M4 :=
M1

δ

1 + |κ|min


1

2a0

γ1
+

2b0
γ0

+ κ
;T0


,

M5 :=
2

min
[0,T0]

(E(t))2

 sup
[0,T0]

∫
Ω

(A(z, t))2 dz + (g0)2

∫
Ω

(K(z))2 dz

, M6 := M3M5.

Теорема 2. Нехай виконуються умови (A1) – (A8) та aij,xixj ∈ C
(
[0, T ];L2(Ω)

)
, brs,zr ∈

∈ C
(
[0, T ];L2(Ω)

)
, i, j ∈ {1, . . . , k}, r, s ∈{1, . . . , n}, та iснують числа δ > 0 i T0 ∈ (0, T ]

такi, що

2a0

γ1
+

2b0
γ0

+ 2q0 − 2g0 − 2δ − 2M2 > 0, M6 < 1, (15)

а функцiя E(t) 6= 0 для всiх t ∈ [0, T0]. Тодi iснує єдиний узагальнений розв’язок задачi (1) – (4)
в областi QT0 .

Доведення. Iснування. Щобвстановити умови iснування розв’язку, використаємометод
послiдовних наближень. Побудуємо наближення розв’язку

(
um(z, t), cm(t)

)
задачi (1) – (4),

де функцiї cm(t), m ∈ N, задовольняють рiвностi

c1(t) := 0,

E(t)cm(t) = B(t)−
∫
Ω

A(z, t)um−1 dz −
∫
Ω

K(z)g(z, t, um−1) dz, (16)

t ∈ [0, T0], m ≥ 2,

та um задовольняє рiвнiсть∫
Qτ

(
umt v +

k∑
i,j=1

aij(z, t)u
m
xixjvxixj +

n∑
i,j=1

bij(z, t)u
m
zivzj+

+ (cm(t) + q(z))umv + g(z, t, um)v

)
dz dt =

=

∫
Qτ

f(z, t)v dz dt, m ≥ 1, τ ∈ (0, T0], (17)

для всiх v ∈ L2
(
0, T0;V1(Ω)

)
та умову

um(z, 0) = u0(z), z ∈ Ω. (18)

З теореми 1 випливає, що для кожного m ∈ N iснує єдина функцiя

um ∈ L2
(
0, T0;V1(Ω)

)
∩ C

(
[0, T0];L2(Ω)

)
, umt ∈ L2(QT0),

яка задовольняє (17), (18).
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Далi покажемо, що cm(t) ≥ c0 для всiх t ∈ [0, T0] i m ∈ N, де c0 ∈ R. Нехай cm(t) ≥ c0m

для всiх t ∈ [0, T0], де c0m ∈ R. Спочатку знайдемо оцiнку для
∫

Ω
(um(z, τ))2 dz. Вибравши

в (17) v = um, отримаємо∫
Qτ

(
umt u

m +

k∑
i,j=1

aij(z, t)(u
m
xixj )

2 +

n∑
i,j=1

bij(z, t)u
m
ziu

m
zj+

+ (cm(t) + q(z))(um)2 + g(z, t, um)um

)
dz dt =

=

∫
Qτ

f(z, t)um dz dt, m ≥ 1, τ ∈ (0, T0]. (19)

Тодi з урахуванням умов (A1) – (A6) та того, що згiдно з умовою (A4)∫
Qτ

g(z, t, um)um dz dt ≤
(
g0 +

δ

2

)∫
Qτ

(um)2 dz dt+
1

2δ

∫
Qτ

(g(z, t, 0))2 dz dt,

τ ∈ (0, T0], m ≥ 1,

i ∫
Qτ

f(z, t)um dz dt ≤ 1

2δ

∫
Qτ

(f(z, t))2 dz dt+
δ

2

∫
Qτ

(um)2 dz dt,

з (19) отримуємо нерiвностi∫
Ω

(um(z, τ))2 dz +

∫
Qτ

(
2a0

k∑
i,j=1

(umxixj )
2+

+ 2b0

n∑
i=1

(umzi )
2 + (2c0m − 2δ − 2g0 + 2q0)(um)2

)
dz dt ≤

≤ 1

δ

∫
QT0

(
(f(z, t))2 + (g(z, t, 0))2

)
dz dt, τ ∈ (0, T0], m ≥ 1.

Використовуючи в другому доданку цiєї рiвностi спiввiдношення (14), одержуємо∫
Ω

(um(z, τ))2 dz +

(
2a0

γ1
+

2b0
γ0

+ 2c0m − 2δ − 2g0 + 2q0

)∫
Qτ

(um)2 dz dt ≤

≤ 1

δ

∫
QT0

(
(f(z, t))2 + (g(z, t, 0))2

)
dz dt, τ ∈ (0, T0], m ≥ 1. (20)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2020, т. 23, № 2



260 Н. П. ПРОЦАХ

Якщо
2a0

γ1
+

2b0
γ0

+ 2c0m − 2δ − 2g0 + 2q0 > 0, (21)

то з нерiвностi (20) отримуємо оцiнку∫
Ω

(um(z, τ))2 dz ≤M1, τ ∈ (0, T0], m ≥ 1. (22)

Для функцiй cm, um також виконується (16). Пiднесемо обидвi частини нерiвностi (16)
до квадрату та використаємо нерiвнiсть Гельдера та (22). Тодi отримаємо

(cm(t))2 ≤ C1 + C2

∫
Ω

(um−1)2 dz ≤M2
2 , t ∈ [0, T0], m ≥ 2. (23)

Звiдси випливає, що |cm(t)| ≤ M2 для t ∈ [0, T0] i, отже, можна вважати, що c0m := −M2.
Стала M2 не залежить вiд m. Зауважимо також, що оскiльки виконується умова (15),
то також виконується припущення (21). Тодi cm(t) ≥ c0 для всiх t ∈ [0, T0] i m ∈ N, де
c0 := −M2.

Покажемо, що послiдовнiсть
{(
um(z, t), cm(t)

)}∞
m=1

збiгається до розв’язку задачi (1) –
(4). Позначимо

wm := wm(z, t) = um(z, t)− um−1(z, t),

rm(t) := cm(t)− cm−1(t), m ≥ 2.

З (18) випливає, що wm(z, 0) = 0, z ∈ Ω, m ≥ 2. Отже, з (17) знаходимо

1

2

∫
Ω

(wm(z, τ))2 dz +

∫
Qτ

(
k∑

i,j=1

aij(z, t)(w
m
xixj )

2+

+
n∑

i,j=1

bij(z, t)w
m
ziw

m
zj + q(z)(wm)2+

+
(
cm(t)um − cm−1(t)um−1

)
wm +

(
g(z, t, um)− g(z, t, um−1)

)
wm

)
dz dt = 0, (24)

τ ∈ (0, T0], m ≥ 2.

З урахуванням умов (A1)–(A6), оцiнки∫
Qτ

(
g(z, t, um)− g(z, t, um−1)

)
wm dz dt ≤ g0

∫
Qτ

(wm)2 dz dt, τ ∈ (0, T0], m ≥ 2,

та ∫
Qτ

(
cm(t)um − cm−1(t)um−1

)
wm dz dt =
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=

∫
Qτ

(
cm(t)(wm)2 + rm(t)um−1wm

)
dz dt ≥

≥
(
c0 −

δ

2

)∫
Qτ

(wm)2 dz dt− M1

2δ

T0∫
0

(rm(t))2 dt,

з (24) отримуємо нерiвностi∫
Ω

(wm(z, τ))2 dz +

∫
Qτ

(
2a0

k∑
i,j=1

(wmxixj )
2 + 2b0

n∑
i=1

(wmzi )
2 + κ(wm)2

)
dz dt ≤

≤ M1

δ

τ∫
0

(rm(t))2 dt, τ ∈ (0, T0], m ≥ 2.

Використовуючи далi нерiвностi (14), одержуємо∫
Ω

(wm(z, τ))2 dz+

(
2a0

γ1
+

2b0
γ0

+κ
)∫
Qτ

(wm)2 dz dt≤ M1

δ

τ∫
0

(rm(t))2 dt, τ ∈ (0, T0], m≥2.

Отже, оскiльки виконується (15), то знаходимо оцiнки

∫
Ω

(wm(z, τ))2 dz ≤ M1

δ

T0∫
0

(rm(t))2 dt, τ ∈ (0, T0], m ≥ 2,

∫
Qτ

(wm)2 dz dt ≤M3

T0∫
0

(rm(t))2 dt, τ ∈ (0, T0], m ≥ 2,

(25)

та ∫
Qτ

(
k∑

i,j=1

(wmxixj )
2 +

n∑
i=1

(wmzi )
2

)
dz dt ≤M4

T0∫
0

(rm(t))2 dt, τ ∈ (0, T0], m ≥ 2. (26)

З (16) для t ∈ [0, T0] i m ≥ 3 випливають рiвностi

E(t)rm(t) = −
∫
Ω

A(z, t)wm−1 dz −
∫
Ω

K(z)
(
g(z, t, um−1)− g(z, t, um−2)

)
dz. (27)

Пiднесемо до квадрату обидвi частиницих рiвностей та проiнтегруємо результат за змiнною
t; тодi з урахуванням гiпотези (A4) отримаємо

T0∫
0

(rm(t))2 dt ≤M5

∫
QT0

(wm−1)2 dz dt, m ≥ 3. (28)
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З (28) i (25) маємо
T0∫

0

(rm(t))2 dt ≤M6

T0∫
0

(rm−1(t))2 dt ≤ (M6)m−2

T0∫
0

(r2(t))2 dt, m ≥ 3. (29)

З (27) легко отримати оцiнку

(rm(t))2 ≤M5

∫
Ω

(wm−1(z, t))2 dz, t ∈ [0, T0], m ≥ 2. (30)

Далi, врахувавши (25), з (30) знайдемо

∣∣rm(t)
∣∣ ≤ (M1M5

δ

) 1
2

 T0∫
0

(rm−1(t))2 dt


1
2

, t ∈ [0, T0], m ≥ 2. (31)

Використовуючи (31), (29) та припущення M6 < 1, встановлюємо оцiнку

∥∥cm+s(t)− cm(t);C([0, T0])
∥∥ ≤ m+s∑

i=m+1

∥∥ri(t);C([0, T0])
∥∥ ≤

≤
(
M1M5

δ

) 1
2

m+s∑
i=m+1

‖ri−1(t);L2(0, T0)‖ ≤

≤
m+s∑
i=m+1

(
M1M5

δ

) 1
2

M
i−3
2

6

∥∥r2(t);L2(0, T0)
∥∥ ≤

≤ M
1
2

1 M
1
2

5 M
m−2

2
6

δ
1
2 (1−M

1
2

6 )

∥∥r2(t);L2(0, T0)
∥∥, s ∈ N, m ≥ 3. (32)

Крiм того, ∫
QT0

(
k∑

i,j=1

(
um+s
xixj − u

m
xixj

)2
+

n∑
i=1

(
um+s
zi − umzi

)2)
dz dt ≤

≤
m+s∑

p=m+1

∫
Qτ

(
k∑

i,j=1

(wpxixj )
2 +

n∑
i=1

(wpzi)
2

)
dz dt ≤

≤M4

m+s∑
p=m+1

T0∫
0

(rp(t))2 dt ≤

≤M4

m+s∑
p=m+1

Mp−2
6

∥∥r2(t);L2(0, T0)
∥∥2 ≤
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≤ M4M
m−1
6

1−M6

∥∥r2(t);L2(0, T0)
∥∥2
, s ∈ N, m ≥ 3, (33)

та∫
Ω

(um+s(z, τ)− um(z, τ))2 dz ≤
m+s∑

p=m+1

∫
Ω

(wp(z, τ))2 dz ≤

≤ M1

δ

m+s∑
p=m+1

T0∫
0

(rp(t))2 dt ≤

≤ M1M
m−1
6

δ(1−M6)

∥∥r2(t);L2(0, T0)
∥∥2
, τ ∈ (0, T0], s ∈ N, m ≥ 3,

(34)∫
Qτ

(um+s − um)2 dz dt ≤
m+s∑

p=m+1

∫
Qτ

(wp)2 dz dt ≤ M3M
m−1
6

1−M6

∥∥r2(t);L2(0, T0)
∥∥2
,

τ ∈ (0, T0], s ∈ N, m ≥ 3.

З (32) – (34) випливає, що для довiльного ε > 0 iснує таке m0, що для всiх s,m ∈ N,
m > m0, виконуються нерiвностi∥∥cm+s(t)− cm(t);C([0, T0])

∥∥ ≤ ε, ∥∥um+s − um;L2
(
0, T0;V1(Ω)

)∥∥ ≤ ε
i ∥∥um+s − um;C

(
[0, T0];L2(Ω)

)∥∥ ≤ ε.
Отже, послiдовнiсть {cm}∞m=1 є фундаментальною в просторi C([0, T0]), {um}∞m=1 — в
L2
(
0, T0;V1(Ω)

)
∩ C

(
[0, T0];L2(Ω)

)
, i тому при m→∞

um → u в L2
(
0, T0;V1(Ω)

)
∩ C

(
[0, T0];L2(Ω)

)
, cm → c в C([0, T0]). (35)

Далi, з (7) одержуємо∫
QT0

(umt )2 dz dt ≤M0

∫
Ω

(
(u0(z))2 +

n∑
i=1

(u0,zi(z))
2+

+

k∑
i,j=1

(
u0,xixj (z)

)2)
dz +

∫
QT0

(
(f(z, t))2 + (g(z, t, 0))2

)
dz dt

. (36)

Оскiльки стала M0 не залежить вiд m, то з (36) випливає, що

umt → ut слабко в L2(QT0). (37)

Врахувавши (35), (37), з (16) i (17) встановлюємо, що пара (u(z, t), c(t)) задовольняє рiвнян-
ня (10) для t ∈ [0, T0] i рiвнiсть (5) для всiх τ ∈ (0, T0], а отже, згiдно з лемою 1 (u(z, t), c(t))
є розв’язком задачi (1) – (4) в QT0 .
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Єдинiсть. Припустимо, що (u(1)(z, t), c(1)(t)) i (u(2)(z, t), c(2)(t)) — два розв’язки за-
дачi (1) – (4) в QT0 . Тодi пара функцiй (ũ(z, t), c̃(t)), де ũ(z, t) = u(1)(z, t) − u(2)(z, t),
c̃(t) = c(1)(t)− c(2)(t), задовольняє умову ũ(z, 0) ≡ 0, рiвнiсть∫

Qτ

(
ũtv +

k∑
i,j=1

aij(z, t)ũxixjvxixj+

+
n∑

i,j=1

bij(z, t)ũzivzj +
(
c(1)(t)u(1)(z, t)− c(2)(t)u(2)(z, t)

)
v+

+ q(z)ũv + (g(z, t, u(1))− g(z, t, u(2)))v

)
dz dt = 0, τ ∈ [0, T0], (38)

для всiх v ∈ V1(QT0) та виконується рiвнiсть

E(t)c̃(t) = −
∫
Ω

(
A(z, t)ũ+K(z)

(
(g(z, t, u(1))− g(z, t, u(2))

))
dz, t ∈ [0, T0]. (39)

Вибравши в (38) v = ũ, отримаємо∫
Qτ

(
ũtũ+

k∑
i,j=1

aij(z, t)(ũxixj )
2+

+
n∑

i,j=1

bij(z, t)ũzi ũzj +
(
c(1)(t)u(1)(z, t)− c(2)(t)u(2)(z, t)

)
ũ+

+ q(z)(ũ)2 +
(
g(z, t, u(1))− g(z, t, u(2))

)
ũ

)
dz dt = 0, τ ∈ (0, T0]. (40)

З (39) та умови (A4) легко отримати нерiвнiсть
T0∫

0

(c̃(t))2 dt ≤M5

∫
QT0

(ũ)2 dz dt. (41)

З рiвностi (40), так само, як iз (24) отримували (25), знаходимо оцiнку∫
QT0

(ũ)2 dz dt ≤M3

T0∫
0

(c̃(t))2 dt (42)

i з урахуванням (41), з (42) отримуємо (1 −M6)

∫
QT0

(ũ)2 dz dt ≤ 0. Оскiльки M6 < 1, то∫
QT0

(ũ)2 dz dt = 0; отже, u(1) = u(2) в QT0 . Тодi з (41) випливає, що c̃(t) ≡ 0, а тому

c(1)(t) ≡ c(2)(t) в QT0 .
Теорему 2 доведено.
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Висновки. У статтi за допомогою методу послiдовних наближень встановлено достатнi
умови iснування та єдиностi розв’язку з просторiв Соболєва оберненої задачi (1) – (4) для
слабко нелiнiйного рiвняння типу Ейдельмана. Розв’язнiсть прямої задачi та оцiнку похiд-
ної її розв’язку отримано за допомогою методу Фаедо – Гальоркiна за схемою доведення
результатiв iз [2].
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