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We find necessary and sufficient conditions of solvability of the nonlinear boundary-value problem in
the critical case. By using the Newton –Kantorovich method, we propose a new iterative scheme for the
construction of solutions of theweakly nonlinear boundary-value problem for a system ordinary differential
equations in the critical case.

Знайдено необхiднi й достатнi умови розв’язностi та схему побудови розв’язкiв нелiнiйної крайо-
вої задачi у критичному випадку. Для знаходження розв’язкiв слабконелiнiйної крайової задачi
для системи звичайних диференцiальних рiвнянь у критичному випадку з використанням методу
Ньютона –Канторовича побудовано нову iтерацiйну схему.

1. Постановка задачi. Дослiджено задачу про побудову розв’язкiв

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·) ∈ C[0, ε0]

нелiнiйної крайової задачi [1, 2]

dz

dt
= A(t)z + f(t) + εZ(z, t, ε), (1)

`z(·, ε) = α+ εJ(z(·, ε), ε). (2)

Розв’язок задачi (1), (2) шукаємо у малому околi розв’язку породжуючої задачi

dz0
dt

= A(t)z0 + f(t), `z0(·) = α, α ∈ Rm.

Тут A(t) —- (n × n)-вимiрна матриця та f(t) — n-вимiрний вектор, елементи яких —
неперервнi на вiдрiзку [a, b] дiйснi функцiї, `z(·) — лiнiйний обмежений векторний функ-
цiонал `z(·) : C[a, b] → Rm. Нелiнiйностi Z(z, t, ε), а також J(z(·, ε), ε) нетерової (m 6= n)
задачi (1), (2) припускаємо двiчi неперервно диференцiйовними за невiдомою z у малому
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околi породжуючого розв’язку та за малим параметром ε у малому додатному околi ну-
ля. Крiм того, вважаємо вектор-функцiю Z(z, t, ε) неперервною за незалежною змiнною
t на вiдрiзку [a, b]. Дослiджуємо критичний випадок (PQ∗ 6= 0), причому припускаємо
виконання умови

PQ∗
d
{α− `K[f(s)](·)} = 0. (3)

При цьому породжуюча задача (3) має r -параметричну сiм’ю розв’язкiв [3, c. 163]

z0(t, c0) = Xr(t)c0 +G[f(s);α](t), c0 ∈ Rr.

Породжуючi розв’язки z0 (t, c∗0), у малому околi яких можуть знаходитися шуканi розв’яз-
ки крайової задачi (1), (2), у критичному випадку визначає рiвняння для породжуючих
констант [1 – 3] крайової задачi (1), (2). У статтi [3] наведено схему дослiдження нелiнiй-
ної крайової задачi (1), (2) у критичному випадку, побудовану згiдно з припущенням, що
рiвняння для породжуючих констант має дiйснi сталi розв’язки c∗0 ∈ Rr.

Метою цiєї статтi є побудова альтернативної схеми дослiдження нелiнiйної крайової
задачi (1), (2) у критичному випадку, основаної на iншому, бiльш загальному, способi ви-
значення породжуючого розв’язку [4], в околi якого можуть знаходитися шуканi розв’язки
крайової задачi (1), (2), та побудовi iтерацiйної схеми для визначення розв’язку цiєї задачi
з використанням методу Ньютона –Канторовича [5, 6].

2. Рiвняння для породжуючих констант. Необхiдна та достатня умова розв’язностi кра-
йової задачi (1), (2) у критичному випадку має вигляд

F (c(ε)) := PQ∗
d

{
J(z0(·, c0) + x(·, ε), ε)− `K [Z(z0(s, c0) + x(s, ε), s, ε)] (·)

}
= 0. (4)

Спрямувавши у рiвностi (4) x(t, ε)→ 0, при фiксованому значеннi ε отримаємо необхiдну
умову розв’язностi крайової задачi (1), (2):

F0(c0(ε), ε) := PQ∗
d

{
J(z0(·, c0(ε)), ε)− `K [Z(z0(s, c0(ε)), s, ε)] (·)

}
= 0. (5)

Таким чином, доведено таку лему [4].
Лема 1. Припустимо, що для крайової задачi (1), (2) має мiсце критичний (PQ∗ 6= 0)

випадок i виконується умова (3) розв’язностi породжуючої задачi. Припустимо також, що у
малому околi породжуючого розв’язку z0 (t, c∗0(ε)) задача (1), (2) має розв’язок

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·) ∈ C[0, ε0].

Тодi вектор c∗0(ε) ∈ Rr задовольняє рiвняння (5).
Рiвняння (5) визначає породжуючi розв’язки z0(t, c

∗
0(ε)), у малому околi яких можуть

знаходитися шуканi розв’язки крайової задачi (1), (2) у критичному випадку. Аналогiчно
зi слабконелiнiйними крайовими задачами у критичному випадку [2], рiвняння (5) будемо
називати рiвнянням для породжуючих констант крайової задачi (1), (2). Гладкiсть вектора
c∗0(ε) ∈ Rr суттєво впливатиме на вигляд шуканого розв’язку крайової задачi (1), (2).

3. Практичний спосiб побудови розв’язкiв. Припустимо, що рiвняння (5) має дiйснi
коренi та не перетворюється на тотожнiсть [7, 8]. Фiксуючи один iз неперервних дiйсних
розв’язкiв c∗0(ε) ∈ C[0, ε0] рiвняння (5), приходимо до задачi про знаходження розв’язкiв

x(t, ε) : x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0]
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крайової задачi

dx

dt
= A(t)x+ εZ(z0 + x, t, ε), (6)

` x(·, ε) = ε J (z0 (·, c∗0) + x(·, ε), ε) (7)

у малому околi розв’язку породжуючої задачi

z0(t, c
∗
r) = Xr(t) c

∗
0 +G[f(s);α](t), c∗0 ∈ Rr.

Розв’язок крайової задачi (6), (7) зображуваний у виглядi

x(t, ε) = Xr(t)ξ(ε) + x(1)(t, ε),

де
x(1)(t, ε) = εG [Z (z0 (s, c∗0(ε)) + x(s, ε), s, ε) ; J (z0 (·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)] (t),

крiм того
c(ε) := c∗0(ε) + ξ(ε), ξ(ε) ∈ C[0, ε0], ξ(0) = 0.

У малому околi породжуючого розв’язку z0 (t, c∗0(ε)) має мiсце розвинення

Z
(
z0
(
t, c∗0(ε)

)
+ x(t, ε), t, ε

)
=

= Z
(
z0
(
t, c∗0(ε)

)
, t, ε

)
+A1

(
z0
(
t, c∗0(ε)

))
x(t, ε) +R1

(
z0
(
t, c∗0(ε)

)
+ x(t, ε), t, ε

)
,

де
A1 (z0(t, c

∗
0(ε))) =

∂Z(z, t, ε)

∂z

∣∣∣z=z0(t,c∗0(ε)).
Залишок R1

(
z0
(
t, c∗0(ε)

)
+ x(t, ε), t, ε

)
бiльш високого порядку мализни за x(t, ε) в околi

точки x = 0, нiж першi два члени розвинення, тому

R1(z(t, ε), t, ε)
∣∣∣z=z0(t,c∗0(ε)) ≡ 0,

∂R1(z(t, ε), t, ε)

∂z

∣∣∣z=z0(t,c∗0(ε)) ≡ 0.

Використовуючи неперервну диференцiйованiсть (у сенсi Фреше) за першим аргументом
векторного функцiоналу J (z0 (·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε), видiляємо лiнiйну `1x(·, ε) частину цьо-
го функцiоналу та член J0 (z0 (·, c∗0(ε)), ε) нульового порядку в околi точки x = 0 :

J (z0 (·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε) = J0 (z0 (·, c∗0(ε)), ε) + `1x(·, ε) + J1 (z0 (·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε),

де
`1x(·, ε) =

∂J(z(·, ε), ε)
∂z

∣∣∣z=z0(t,c∗0(ε)).
Залишок J1 (z0 (·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε) бiльш високого порядку мализни за x у малому околi
точки x = 0, нiж першi два члени розвинення, тому

J1(z(·, ε), ε)
∣∣∣z=z0(t,c∗0(ε)) ≡ 0,

∂J1(z(·, ε), ε)
∂z

∣∣∣z=z0(t,c∗0(ε)) ≡ 0.
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Позначимо (d× r)-вимiрну матрицю

B0 (c∗0(ε)) = PQ∗
d

{
`1Xr(·)− `K

[
A1

(
z0
(
t, c∗0(ε)

))
Xr(t)

]
(·)
}
.

Враховуючи одержанi розвинення та рiвняння для породжуючих констант, приходимо до
операторної системи, рiвнозначної до задачi про знаходження розв’язкiв системи (6), якi
задовольняють крайову умову (7):

x(t, ε) = Xr(t)ξ(ε) + x(1)(t, ε),

x(1)(t, ε) = εG [Z (z0 (s, c∗0(ε)) + x(s, ε), s, ε) ;J (z0 (·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)] (t),

B0 (c∗0(ε)) ξ(ε) = −PQ∗
d

{
`1x

(1)(·, ε) + J1 (z0(·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)−

− `K
[
A1

(
z0
(
t, c∗0(ε)

))
x(1)(t, ε) +R1(z(t, ε), t, ε)

]
(·)
}
.

За умови

PB∗
0
PQ∗

d
6= 0, P(B0+εB1)∗PQ∗

d
6= 0, PB∗0(c∗0(ε))PQ

∗
d

= 0, B+0 (c∗0(ε)) ∈ C[0, ε0] (8)

принаймнi один розв’язок другого рiвняння отриманої операторної системи набирає ви-
гляду

ξ(ε) = −B+0 (c∗0(ε))PQ∗
d

{
`1x

(1)(·, ε) + J1 (z0(·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)−

− `K
[
A1

(
z0
(
t, c∗0(ε)

))
x(1)(t, ε) +R1(z(t, ε), t, ε)

]
(·)
}
,

де PB∗0(c0(ε)) — (d× d)-вимiрна матриця-ортопроектор: Rd → N (B∗0(c0(ε))).
Таким чином, за умови (8) принаймнi один розв’язок крайової задачi (6), (7) визнача-

ється операторною системою

x(t, ε) = Xr(t)ξ(ε) + x(1)(t, ε), (9)

x(1)(t, ε) = ε ·G [Z (z0 (s, c∗0(ε)) + x(s, ε), s, ε) ;J (z0 (·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)] (t),

ξ(ε) = −B+0 (c∗0(ε))PQ∗
d

{
`1x

(1)(·, ε) + J1 (z0 (·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)−

− `K
[
A1

(
z0
(
t, c∗0(ε)

))
x(1)(t, ε) +R1(z(t, ε), t, ε)

]
(·)
}
.

Операторна система (9) вiдрiзняється вiд аналогiчних операторних систем [2, 4] визначен-
ням похiдних A1(s) та `1 (z0 (·, c∗0)) нелiнiйностей крайової задачi (6), (7). Для побудови
розв’язкiв цiєї операторної системи традицiйно [2, 9] застосовується iтерацiйна схема,
яка вiдповiдає методу простих iтерацiй [4, 9, 10]. Для знаходження розв’язку c(ε) ∈ Rr
рiвняння (4) може бути використаний метод Ньютона –Канторовича [5, 6]. Припустимо,
що для рiвняння (4) у малому околi точки c∗0(ε) при

0 ≤ ε ≤ ε∗ ≤ ε0
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iснує константа θ. Тодi, згiдно з [5, 6], за умов [3, c. 165]

PJ ∗
j

= 0, θ‖c(ε)− cj(ε)‖ < 1 (10)

для знаходження розв’язку c(ε) ∈ Rr рiвняння (4) у малому околi точки c∗0(ε) застосовна
iтерацiйна схема

cj+1(ε) = cj(ε)− J +
j F (cj(ε)), j = 0, 1, 2, . . . , (11)

при цьому швидкiсть збiжностi послiдовностi {cj(ε)} до розв’язку c(ε) рiвняння (4) квад-
ратична. Шуканий розв’язок задачi (1), (2) визначається iтерацiйною схемою

zk+1(t, ε) = z0 (t, c∗0(ε)) + xk+1(t, ε), xk+1(t, ε) = Xr(t)ξk+1(ε) + x
(1)
k+1(t, ε), (12)

x
(1)
k+1(t, ε) = εG

[
Z(z0 (s, c∗0(ε)) + xk(s, ε), s, ε); J(z0 (·, c∗0(ε)) + xk(·, ε), ε)

]
(t), k = 0, 1, 2, . . . ,

ck+1(ε) = c∗0(ε) + ξk+1(ε), F (ck+1(ε)) = 0.

Таким чином, доведено таке твердження.
Теорема 1 (достатня умова). Припустимо, що для крайової задачi (1), (2) має мiсце кри-

тичний (PQ∗ 6= 0) випадок i виконується умова (3) розв’язностi нетерової (m 6= n) поро-
джуючої задачi. Припустимо також, що рiвняння (5) не перетворюється на тотожнiсть та
має дiйсний корiнь c∗0(ε) ∈ C[0, ε0] i для рiвняння (4) у малому околi точки c∗0(ε) при

0 ≤ ε ≤ ε∗ ≤ ε0

iснує константа θ. За умови (10) для знаходження принаймнi одного розв’язку крайової
задачi (1), (2) у малому околi породжуючого розв’язку z0 (t, c∗0(ε)) застосовна iтерацiйна
схема (12).

Довжину вiдрiзка [0, ε∗] , на якому може бути використано iтерацiйну схему (12), можна
оцiнити з умов (10) та [5, c. 639; 11]

sup
ε∈[0;ε0]

∥∥∥∥ε ∂G [Z (z0 (s, c∗0) + x(s, ε), s, ε) ;J (z0 (·, c∗0) + x(·, ε), ε)] (t)

∂x

∥∥∥∥ ≤ λ < 1. (13)

Припустимодалi,щодля крайової задачi (1), (2) маємiсце критичний (PQ∗ 6= 0) випадок
i виконується умова (3) розв’язностi нетерової породжуючої задачi. Припустимо також,
що рiвняння (5) не перетворюється на тотожнiсть i має дiйсний корiнь c∗0(ε) ∈ C[0, ε0] i
виконуються спiввiдношення

PB∗
0
PQ∗

d
6= 0, P(B0+εB1)∗PQ∗

d
6= 0, PB∗0(c∗0(ε))

PQ∗
d
6= 0.

У малому околi породжуючого розв’язку z0 (t, c∗0(ε)) справедливе розвинення

R1

(
z0
(
t, c∗0(ε)

)
+ x(t, ε), t, ε

)
=

1

2
d2Z

(
z0
(
t, c∗0(ε)

)
, x(t, ε)

)
+

+R2

(
z0
(
t, c∗0(ε)

)
+ x(t, ε), t, ε

)
,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2020, т. 23, № 3



326 А. А. БОЙЧУК, С. М. ЧУЙКО

де
d2Z (z0 (t, c∗0(ε)), x(t, ε)) = A3 (z0 (t, c∗0(ε)), x(t, ε))x(t, ε),

крiм того,
A3 (z0 (t, c∗0(ε)), x(t, ε)) :=

∂

∂x

{
Z ′x(z, t, ε)x

} ∣∣∣z=z0(t,c∗0(ε)).
Аналогiчно,

J1 (z0 (·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε) =
1

2
d2J (z0 (·, c∗0(ε)), x(·, ε)) + J2 (z0 (·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε).

Тут
d2J (z0 (·, c∗0(ε)), x(·, ε)) = `3 (z0 (·, c∗0(ε)), x(·, ε))x(·, ε),

i, крiм того,

`3 (z0 (·, c∗0(ε)), x(·, ε))x(·, ε) :=
∂

∂x

{
J ′x(z(·, ε), ε)x

}∣∣∣∣
z=z0(t,c∗0(ε))

.

Розв’язок крайової задачi (6), (7) природно шукати в околi розв’язку задачi

dx

dt
= A(t)x+ εZ (z0 (t, c∗0(ε)), t, ε),

`x(·, ε) = ε J (z0 (·, c∗0(ε)), ε)

у виглядi

x(t, ε) = Xr(t)ξ(ε) + εG1(t), G1(t) := G
[
Z (z0 (s, c∗0(ε)) s, ε) ;J (z0 (·, c∗0(ε)), ε)

]
(t).

Позначимо (d× r)-вимiрну матрицю

B1(ε) = PQ∗
d

{
`3 (z0 (·, c∗0(ε)), G1(·))Xr(·)− `K

[
A3 (z0 (s, c∗0(ε)), G1(s))Xr(s)

]
(·)
}
.

Враховуючи другi диференцiали нелiнiйностей

Z (z0 (t, c∗0(ε)) + x(t, ε), t, ε), J (z0 (·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε),

а також рiвнiсть (5), рiвняння (4) набуває вигляду

(B0(ε) + εB1(ε)) ξ(ε) =

= PQ∗
d

{
ε `1G1(·) +

1

2
`3 (z0 (·, c∗0(ε)), Xr(·)c(ε))Xr(·)ξ(ε)+

+
ε2

2
`3 (z0 (·, c∗0(ε)), G1(·))G1(·) + J2 (z0 (·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)−

− `K

[
εA1(s)G1(s) +

ε2

2
A3 (z0 (s, c∗0(ε)), G1(s))G1(s)+
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+
1

2
A3 (z0 (t, c∗0(ε)), Xr(s)ξ(ε))Xr(s)ξ(ε) +R2 (z0 (t, c∗0(ε)) + x(t, ε), t, ε)

]
(·)

}
.

За умов

PB∗
0
PQ∗

d
6= 0, P(B0+εB1)∗PQ∗

d
6= 0, P(B0(ε)+εB1(ε))∗PQ∗

d
= 0, (14)

(B0(ε) + εB1(ε))+ ∈ C[0, ε0] (15)

принаймнi один розв’язок крайової задачi (6), (7) визначається операторною системою

x(t, ε) = Xr(t)ξ(ε) + x(1)(t, ε), (16)

x(1)(t, ε) = εG [Z (z0 (s, c∗0(ε)) + x(s, ε), s, ε) ;J (z0 (·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)] (t),

ξ(ε) = (B0(ε) + εB1(ε))+ PQ∗
d

{
ε `1G1(·) +

1

2
`3 (z0 (·, c∗0(ε)), Xr(·)c(ε))Xr(·)ξ(ε)+

+
ε2

2
`3 (z0 (·, c∗0(ε)), G1(·))G1(·) + J2 (z0 (·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)−

− `K
[
εA1(s)G1(s) +

ε2

2
A3 (z0 (s, c∗0(ε)), G1(s))G1(s)+

+
1

2
A3 (z0 (t, c∗0(ε)), Xr(s)ξ(ε))Xr(s)ξ(ε) +R2 (z0 (t, c∗0(ε)) + x(t, ε), t, ε)

]
(·)
}
,

де P(B0(ε)+εB1(ε))∗ — матриця-ортопроектор

P(B0(ε)+εB1(ε))∗ : Rd → N((B0(ε) + εB1(ε))∗).

Для побудови розв’язкiв цiєї операторної системи застосовна [2, 9] iтерацiйна схема, яка
вiдповiдає методу простих iтерацiй [4, 9, 10]. Таким чином, доведено таке твердження.

Теорема 2 (достатня умова). Припустимо, що для крайової задачi (1), (2) має мiсце кри-
тичний (PQ∗ 6= 0) випадок i виконується умова (3) розв’язностi нетерової (m 6= n) поро-
джуючої задачi. Припустимо також, що рiвняння (5) не перетворюється на тотожнiсть
i має дiйсний корiнь c∗0(ε) ∈ C[0, ε0]. За умов (14), (15) принаймнi один розв’язок крайової
задачi (6), (7) визначається операторною системою (16).

Для знаходження розв’язку c(ε) ∈ Rr рiвняння (4) може бути використано також метод
Ньютона –Канторовича [5, 6, 12].

Теорема 3 (достатня умова). Припустимо, що для крайової задачi (1), (2) має мiсце кри-
тичний (PQ∗ 6= 0) випадок i виконується умова (3) розв’язностi нетерової (m 6= n) поро-
джуючої задачi. Припустимо також, що рiвняння (5) не перетворюється на тотожнiсть
i має дiйсний корiнь c∗0(ε) ∈ C[0, ε0] i для рiвняння (4) у малому околi точки c∗0(ε) при
0 ≤ ε ≤ ε∗ ≤ ε0 iснує константа θ. За умови (10) для знаходження принаймнi одного розв’яз-
ку крайової задачi (1), (2) у малому околi породжуючого розв’язку z0 (t, c∗0(ε)) застосовна
iтерацiйна схема (12).

Довжину вiдрiзка [0, ε∗], на якому може бути використана iтерацiйна схема (12), можна
оцiнити з умов (10) та (13).
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Приклад. Умови теореми 1 справджуються у випадку 2π -перiодичної крайової задачi
для рiвняння

y′′ + y = ε Y (y, t, ε), (17)

де, зокрема,
Y (y, t, ε) :=

y3

12
− ε3 sin t

16
.

Рiвняння для породжуючих амплiтуд [1 – 3] у випадку перiодичної крайової задачi для
рiвняння (17) не перетворюється на тотожнiсть та має кратний

B0 = B1 = 0

сталий дiйсний корiнь c∗0 = 0, отже, результати з [1 – 3] не можуть бути застосованi вна-
слiдок нерiвностей

PB∗
0
PQ∗

d
6= 0, P(B0+εB1)∗PQ∗

d
6= 0.

Проте рiвняння для породжуючих констант (5) має простий

B0 (c0(ε)) = −PQ∗
d
`K
[
A1

(
z0
(
t, c∗0(ε)

))
Xr(t)

]
(·) =

π ε2

16

(
1 0
0 −3

)
неперервний дiйсний корiнь

c∗0(ε) =
(
0 ε

)∗
,

а отже, виконуються умови теореми 1. Зафiксуємо ε0 := 0. На першому кроцi iтерацiйної
схеми (12) внаслiдок повноти рангу матрицi J0 умова PJ ∗

0
= 0 виконується. Перше на-

ближення до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (17) у малому околi породжуючого
розв’язку

y0 (t, c∗0(ε)) = ε sin t

має вигляд

y1(τ, ε) = y0 (t, c∗0(ε)) + x1(t, ε), x1(t, ε) = Xr(t)ξ1(ε) + x
(1)
1 (t, ε),

де
x
(1)
1 (t, ε) =

ε

384
(sin 3t− sin t), ξ1(ε) ∈ C[0, ε0].

Покладемо ξ
(0)
1 (ε) := 0. Оскiльки умова PJ ∗

0
= 0 виконується, перше наближення до

розв’язку рiвняння F (ξ1(ε)) = 0 у випадку 2π -перiодичної задачi для рiвняння (17) має
вигляд

ξ
(1)
1 (ε) =

ε4
(
245 760− 2 240 ε3 + 7 ε6

)
64 (442 368− 7 680 ε3 + 35 ε6)

(
0
1

)
,

при цьому

F
(
ξ
(1)
1 (ε)

)
= −

(
0
1

)(
25π ε9

1 769 472
+

925π ε12

6 115 295 232
+

24 085π ε15

9 393 093 476 352
+ . . .

)
,

де ∥∥∥∥∥∥∥∥ F (ξ(1)1 (ε)
)∥∥∥∥
∞

∥∥∥∥
C[0;ε0]

≈ 4,43 864× 10−14.
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Оскiльки умова (10) на першому кроцi iтерацiйної схеми (11) виконується:

θ1 |c1 − c∗0| ≈ 0,0000 347 223� 1,

знаходимо друге наближення до розв’язку рiвняння F (ξ1(ε)) = 0 у випадку 2π -перiодичної
задачi для рiвняння (17):

ξ
(2)
1 (ε) =

(
0
1

)(
5 ε4

576
− 5 ε7

1 327 104
− ε10

286 654 464
+

625 ε13

110 075 314 176
+

+
15 415 ε16

126 806 761 930 752
+

3 104 791 ε19

2 337 302 235 907 620 864
+ . . .

)
,

при цьому

F
(
ξ
(2)
1 (ε)

)
= −

(
0
1

)(
− 625π ε15

587 068 342 272
−

− 23 125π ε18

1 014 454 095 446 016
− 3 436 625π ε21

14 023 813 415 445 725 184
+ . . .

)
,

де ∥∥∥∥∥∥∥ F (ξ(2)1 (ε)
)∥∥∥
∞

∥∥∥∥
C[0;ε0]

≈ 3,34 464× 10−24.

Умова (10) на другому кроцi iтерацiйної схеми (11) також виконується:

θ1 · |c1 − c∗0| ≈ 0,0 000 347 223� 1.

Умова (13) збiжностi iтерацiйної схеми (12) на першому∥∥∥∥∥∥∥εG′y[Y (y0(s, ε), s, ε)
]
(·)
∥∥∥
C2[0;2π]

∥∥∥∥
C[0;ε0]

≈ 0,000 712 246� 1

та другому кроцi також виконується:∥∥∥∥∥∥∥εG′y[Y (y1(s, ε), s, ε)
]
(·)
∥∥∥
C2[0;2π]

∥∥∥∥
C[0;ε0]

≈ 0,000 712 246� 1.

Знайденi нульове та перше наближення до перiодичного розв’язку рiвняння типу Дюффiн-
га (17) характеризують нев’язки

∆k(ε) =
∥∥y′′k(t, ε) + yk(t, ε)− ε Y (yk(t, ε), t, ε)

∥∥
C[0;2π] , k = 0, 1.

Зокрема, при ε = 0, 1 маємо

∆0(0, 1) ≈ 2,08 333× 10−6, ∆1(0, 1) ≈ 4,34 028× 10−11.

Порiвняємо знайденi нульове та перше наближення до перiодичного розв’язку рiвняння
типу Дюффiнга (17) з першими п’ятьма наближеннями до перiодичного розв’язку рiвняння
типу Дюффiнга (17), знайденими за допомогою методу Пуанкаре

y1p(t, ε) = y2p(t, ε) = y3p(t, ε) = y0(t, c
∗
0(ε)),
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y4p(t, ε) = y5p(t, ε) = y0 (t, c∗0(ε))−
ε4 sin t

128
+
ε4 sin 3t

384
.

Першi п’ять наближень до перiодичного розв’язку рiвняння типу Дюффiнга (17), знайденi
за допомогою методу Пуанкаре, характеризують нев’язки

∆0p(0, 1) = ∆1p(0, 1) = ∆2p(0, 1) = ∆3p(0, 1) ≈ 2,08 333× 10−6,

∆4(0, 1) = ∆5p(0, 1) ≈ 2,60 414× 10−10.

Таким чином, знайденi за допомогою iтерацiйної схеми (12) нульове та перше набли-
ження до перiодичного розв’язку рiвняння типу Дюффiнга (17) перевершують точнiсть
перших п’яти наближень до перiодичного розв’язку рiвняння типу Дюффiнга (17), знайде-
них за допомогою методу Пуанкаре.

Для знаходження розв’язку операторної системи (9) також може бути використано
метод найменших квадратiв [4, 13 – 15].

Внаслiдок рiвностi [4]
B0 (c∗0(ε)) = B0 := F ′c (c∗0(ε))

для знаходження принаймнi одного розв’язку операторної системи (9) можна застосувати
iтерацiйну схему

xk+1(t, ε) = Xr(t)ξ
(j+1)
k+1 (ε) + x

(1)
k+1(t, ε), j = 0, 1, 2, . . . ,

ξ
(j+1)
k+1 (ε) = −B+0 (c∗0(ε))PQ∗

d

{
`1x

(1)
k+1(·, ε) + J1(zk(·, ε), ε)−

− `K
[
A1

(
z0
(
t, c∗0(ε)

))
x
(1)
k+1(t, ε) +R1(zk(t, ε), t, ε)

]
(·)
}
,

яка узагальнює модифiкований метод Ньютона [5, c. 670] на випадок m 6= n. Як вiдомо,
така iтерацiйна схема має порядок збiжностi менший другого.

Покладемо ξ(0)1 (ε) := 0. Оскiльки умова PB∗0 = 0 виконується, перше наближення до
розв’язку рiвняння F (ξ1(ε)) = 0 у випадку 2π -перiодичної задачi для рiвняння (17) має
вигляд

ξ
(1)
1 (ε) ≈

(
5 ε4

576
− 35 ε7

442 368
+

7 ε10

28 311 552
+ . . .

)(
0
1

)
,

при цьому ∥∥∥∥∥∥∥∥ F(ξ(1)1 (ε)
)∥∥∥∥
∞

∥∥∥∥
C[0;ε0]

≈ 4,43 858× 10−14.

Далi знаходимо друге наближення до розв’язку рiвняння F (ξ1(ε)) = 0 у випадку 2π -
перiодичної задачi для рiвняння (17):

ξ
(2)
1 (ε) =

(
0
1

)(
5 ε4

576
− 5 ε7

1 327 104
− ε10

286 654 464
+

875 ε13

146 767 085 568
+ . . .

)
,

при цьому нев’язка ∥∥∥∥∥∥∥∥ F(ξ(2)1 (ε)
)∥∥∥∥
∞

∥∥∥∥
C[0;ε0]

≈ 3,51 177× 10−24
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лише трохи гiрша за нев’язку другого наближення, знайденого за iтерацiйною схемою (11).
Запропоновану у цiй статтi схему дослiдження нелiнiйних крайових задач аналогiчно

[1, 2, 16] можна перенести на нелiнiйнi крайовi задачi з запiзненням, а також на нелiнiйнi
матричнi [17] та диференцiально-алгебраїчнi крайовi задачi [18, 19].
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