
УДК 517.926.7

КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМИ
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We construct a solution bounded on the whole numerical axis of the boundary-value problem for a system
of linear inhomogeneous first-order differential equations with rectangular matrices.

Побудовано обмежений на всiй числовiй осi розв’язок крайової задачi для системи лiнiйних неод-
норiдних диференцiальних рiвнянь першого порядку з прямокутними матрицями.

Постановка задачi. У цiй роботi для системи

B(t)
dx

dt
= A(t)x+ f(t), t ∈ R, (1)

де A(t), B(t) — прямокутнi (m× n)-вимiрнi матрицi-функцiї, f(t) — m-вимiрна вектор-
функцiя, A(t), B(t), f(t) ∈ BC∞(R) дiйснi, BC∞(R) [1, с. 244]—множина всiх скалярних,
векторних, матричних функцiй, що належать C∞(R), обмеженi та мають обмеженi похiднi
всiх порядкiв на R, розглядається крайова задача з граничною умовою

h
(
x(t)

)
= γ, (2)

де h — лiнiйний векторний функцiонал, що вiдображає простiр n-вимiрних вектор-
функцiй, якi належать BC∞(R), у простiр сталих l -вимiрних векторiв, γ — сталий l -
вимiрний вектор.

Випадок для скiнченного вiдрiзка числової осi розглянуто в [2, 3]. У [2] матрицi A(t)
i B(t) квадратнi, в [3] — прямокутнi. В обох згаданих роботах розв’язок побудовано з
використанням жорданових наборiв векторiв матрицi B(t) вiдносно оператора

L(t) = A(t)−B(t)
d

dt

i спряженої матрицi B∗(t) вiдносно оператора

L∗(t) = A∗(t) +
d

dt
B∗(t),

формально спряженого до L(t). Вони використовуються i в цiй роботi.
Задача побудови обмеженого на всiй осi розв’язку системи лiнiйних диференцiальних

рiвнянь розглядалася в [1, 4]. У [1, с. 243 – 252] розглянуто випадок, коли B(t) —одинична
матриця, A(t) —квадратна матриця, в [4]— випадок з такоюж системою, як i в цiй роботi.
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Основнi означення.
Означення 1 [5, с. 54]. Елемент ϕ(1)(t) ∈ kerB(t) має вточцi t ∈ R скiнченнийжорданiв

ланцюжок векторiв матрицi B(t) вiдносно оператора L(t) довжини p, p ≥ 1, якщо iснують
вектори ϕ(i)(t), i = 1, p, якi задовольняють спiввiдношення

B(t)ϕ(1)(t) = 0,

B(t)ϕ(i)(t) = L(t)ϕ(i−1)(t), i = 2, p,

L(t)ϕ(p)(t) /∈ ImB(t).

Означення 2. Елемент ϕ̃(1)(t) ∈ kerB(t) має в точцi t ∈ R циклiчний жорданiв лан-
цюжок векторiв матрицi B(t) вiдносно оператора L(t) довжини p̃, p̃ ≥ 1, якщо iснують
вектори ϕ̃(i)(t), i = 1, p̃, якi задовольняють спiввiдношення

B(t)ϕ̃(1)(t) = 0,

B(t)ϕ̃(i)(t) = L(t)ϕ̃(i−1)(t), i = 2, p̃,

L(t)ϕ̃(p̃)(t) = 0.

Означення 3. Елемент ϕ̂(1)(t) має в точцi t ∈ R допомiжний ланцюжок векторiв мат-
рицi B(t) вiдносно оператора L(t) довжини p̂, p̂ ≥ 1, якщо iснують вектори ϕ̂(i)(t), i = 1, p̂,
якi задовольняють спiввiдношення

B(t)ϕ̂(i)(t) = L(t)ϕ̂(i−1)(t), i = 2, p̂,

B(t)ϕ̂(1)(t) /∈ ImL(t),

L(t)ϕ̂(p̂)(t) /∈ ImB(t).

Аналогiчно визначимо ланцюжки векторiв на R. Їхнi властивостi дослiджено в [6, 7].
Далi будемо вважати, що доводжуванi твердження виконуються на R, якщо не обумовлено
iнше.

У цiй роботi розглядається випадок, коли можуть iснувати скiнченнi, циклiчнi й допо-
мiжнi ланцюжки, але rankB(t) = const, rankL(t) = const для всiх t ∈ R (внаслiдок чого
кiлькостi й довжини зазначених ланцюжкiв сталi) i цi ранги не змiнюються при t → −∞
i t→∞.

Позначимо через 0i нульовий i-вимiрний вектор, ci — довiльний сталий i-вимiрний
вектор, c0 = 01.

Означення 4 [8, с. 236]. Система
dy

dt
= C(t)y (3)

з фундаментальною матрицею Y (t), де C(t) — квадратна матриця-функцiя порядку k,
допускає експоненцiальну дихотомiю розв’язкiв на пiвосях R− = (−∞; 0] i R+ = [0;∞),
якщо iснують сталi квадратнi матрицi-проектори Pi

(
P 2
i = Pi

)
порядку k i скалярнi сталi

Ki ≥ 1, αi > 0, i = 1, 2, такi, що виконуються нерiвностi∥∥Y (t)P1Y
−1(s)

∥∥ ≤ K1e
−α1(t−s), s ≤ t ≤ 0,
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∥∥ ≤ K1e

−α1(s−t), t ≤ s ≤ 0,∥∥Y (t)P2Y
−1(s)

∥∥ ≤ K2e
−α2(t−s), 0 ≤ s ≤ t,∥∥Y (t)(Ek − P2)Y −1(s)

∥∥ ≤ K2e
−α2(s−t), 0 ≤ t ≤ s.

Для системи (3) та iнших систем,що допускають експоненцiальну дихотомiю розв’язкiв
на пiвосях R− i R+, якi розглядаються далi, введемо такi позначення додатково до тих,
що були введенi в означеннi 4: U = P1 + P2 − Ek — стала квадратна матриця порядку k,
κ = dim kerU = dim kerU∗, 0 ≤ κ ≤ k, F i G —сталi прямокутнi (k×κ)-вимiрнi матрицi,
складенi з базисiв kerU i kerU∗ вiдповiдно. Якщо κ = 0, то покладемо F = G = 0k.

2. Отриманий результат. Аналогiчно [3, 4, 6, 7] будемо вважати, що iснують:
r̆, r̆ ≥ 0, циклiчних ланцюжкiв матрицi B(t) вiдносно оператора L(t) одиничної дов-

жини, що складаються з векторiв ϕ̆i(t), i = 1, r̆;
ř, ř ≥ 0, циклiчних ланцюжкiв матрицi B∗(t) вiдносно оператора L∗(t) одиничної

довжини, що складаються з векторiв ψ̆i(t), i = 1, ř;
r̃, r̃ ≥ 0, циклiчних ланцюжкiв матрицi B(t) вiдносно оператора L(t) довжин (s̃i + 1),

i = 1, r̃, 0 < s̃1 ≤ . . . ≤ s̃r̃, що складаються з векторiв ϕ̃(j)
i (t), j = 1, s̃i + 1, i = 1, r̃;

r̂, r̂ ≥ 0, циклiчних ланцюжкiв матрицi B∗(t) вiдносно оператора L∗(t) довжин (ŝi+1),

i = 1, r̂, 0 < ŝ1 ≤ . . . ≤ ŝr̂, що складаються з векторiв ψ̃(j)
i (t), j = 1, ŝi + 1, i = 1, r̂;

r, r ≥ 0, скiнченних ланцюжкiв матрицi B(t) вiдносно оператора L(t) довжин si,

i = 1, r, s1 ≥ . . . ≥ sr > 0, що складаються з векторiв ϕ(j)
i (t), j = 1, si, i = 1, r.

Позначимо

s =
r∑
i=1

si, s̃ =
r̃∑
i=1

s̃i, ŝ =
r̂∑
i=1

ŝi, α = n− r̆ − r̃ − s̃− s− ŝ = m− ř − r̂ − ŝ− s− s̃.

Згiдно з [6, 7] iснують також:
r скiнченних ланцюжкiв матрицi B∗(t) вiдносно оператора L∗(t) довжин si, i = 1, r,

що складаються з векторiв ψ(j)
i (t), j = 1, si, i = 1, r;

r̂ допомiжних ланцюжкiв матрицi B(t) вiдносно оператора L(t) довжин ŝi, i = 1, r̂,

що складаються з векторiв ϕ̂(j)
i (t), j = 1, ŝi, i = 1, r̂;

r̃ допомiжних ланцюжкiв матрицi B∗(t) вiдносно оператора L∗(t) довжин s̃i, i = 1, r̃,

що складаються з векторiв ψ̂(j)
i (t), j = 1, s̃i, i = 1, r̃;

ř векторiв ϕ̌i(t) /∈ ImB(t)
⋃

ImL(t), i = 1, ř;
r̆ векторiв ψ̌i(t) /∈ ImB∗(t)

⋃
ImL∗(t), i = 1, r̆;

α векторiв qi(t), i = 1, α,
α векторiв pi(t), i = 1, α, таких, що елементи кожної з наступних множин належать

BC∞(R) i лiнiйно незалежнi:
1. qi(t), i = 1, α, ϕ̆i(t), i = 1, r̆, ϕ̃

(j)
i (t), j = 1, s̃i + 1, i = 1, r̃, ϕ

(j)
i (t), j = 1, si, i = 1, r,

ϕ̂
(j)
i (t), j = 1, ŝi, i = 1, r̂ ;
2. B(t)qi(t), i = 1, α, ϕ̌i(t), i = 1, ř, L(t)ϕ̃

(j)
i (t), j = 1, s̃i, i = 1, r̃, L(t)ϕ

(j)
i (t), j = 1, si,

i = 1, r, B(t)ϕ̂
(1)
i (t), i = 1, r̂, L(t)ϕ̂

(j)
i (t), j = 1, ŝi, i = 1, r̂ ;

3. pi(t), i = 1, α, ψ̆i(t), i = 1, ř, ψ̃
(j)
i (t), j = 1, ŝi + 1, i = 1, r̂, ψ

(j)
i (t), j = 1, si, i = 1, r,

ψ̂
(j)
i (t), j = 1, s̃i, i = 1, r̃ ;
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4. B∗(t)pi(t), i = 1, α, ψ̌i(t), i = 1, r̆, L∗(t)ψ̃
(j)
i (t), j = 1, ŝi, i = 1, r̂, L∗(t)ψ

(j)
i (t),

j = 1, si, i = 1, r, B∗(t)ψ̂
(1)
i (t), i = 1, r̃, L∗(t)ψ̂

(j)
i (t), j = 1, s̃i, i = 1, r̃;

пари множин 1 i 4, 2 i 3 вiдповiдно являють собою бiортогональнi системи:

(B(t)qi(t), pk(t)) = (qi(t), B
∗(t)pk(t)) = δik, i, k = 1, α,(

ϕ̆i(t), ψ̌k(t)
)

= δik, i, k = 1, r̆,(
ϕ̌i(t), ψ̆k(t)

)
= δik, i, k = 1, ř,(

ϕ̃
(j)
i (t), L∗(t)ψ̂

(l)
k (t)

)
=
(
L(t)ϕ̃

(j)
i (t), ψ̂

(l)
k (t)

)
= δikδl+j,s̃i+1, j, l = 1, s̃i, i, k = 1, r̃,(

ϕ̃
(s̃i+1)
i (t), B∗(t)ψ̂

(1)
k (t)

)
= δik, i, k = 1, r̃,(

ϕ̂
(j)
i (t), L∗(t)ψ̃

(l)
k (t)

)
=
(
L(t)ϕ̂

(j)
i (t), ψ̃

(l)
k (t)

)
= δikδl+j,ŝi+1, j, l = 1, ŝi, i, k = 1, r̂,(

B(t)ϕ̂
(1)
i (t), ψ̃

(ŝi+1)
k (t)

)
= δik, i, k = 1, r̂,(

ϕ
(j)
i (t), L∗(t)ψ

(l)
k (t)

)
=
(
L(t)ϕ

(j)
i (t), ψ

(l)
k (t)

)
= δikδl+j,si+1, j, l = 1, si, i, k = 1, r,

всi iншi скалярнi добутки векторiв iз вiдповiдних пар множин рiвнi 0.
З елементiв множин 1 i 3 складемо прямокутнi матрицi, що належать BC∞(R) :

Q(t) = [q1(t), . . . , qα(t)],

Φi(t) =
[
ϕ

(1)
i (t), . . . , ϕ

(si)
i (t)

]
, i = 1, r,

Φ̃i(t) =
[
ϕ̃

(s̃i)
i (t), . . . , ϕ̃

(1)
i (t)

]
, i = 1, r̃,

Φ̂i(t) =
[
ϕ̂

(1)
i (t), . . . , ϕ̂

(ŝi)
i (t)

]
, i = 1, r̂,

P (t) = [p1(t), . . . , pα(t)],

Ψi(t) =
[
ψ

(si)
i (t), . . . , ψ

(1)
i (t)

]
, i = 1, r,

Ψ̃i(t) =
[
ψ̃

(ŝi)
i (t), . . . , ψ̃

(1)
i (t)

]
, i = 1, r̂,

Ψ̂i(t) =
[
ψ̂

(1)
i (t), . . . , ψ̂

(s̃i)
i (t)

]
, i = 1, r̃.

Перейдемо безпосередньо до крайової задачi (1), (2). Згiдно з [7] для розв’язностi
системи (1) необхiдно та достатньо виконання умов

ŝi∑
j=0

dj

dtj

(
f(t), ψ̃

(ŝi−j+1)
i (t)

)
= 0, i = 1, r̂, (4)
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f(t), ψ̆i(t)

)
= 0, i = 1, ř. (5)

Якщо система

dy

dt
= P ∗(t)

[
L(t)Q(t)

]
y (6)

з фундаментальною матрицею X(t) допускає експоненцiальну дихотомiю розв’язкiв на
пiвосях R− i R+, то згiдно з [4] система (1) має розв’язок, що належить BC∞(R), у тому
i тiльки тому випадку, коли виконуються рiвностi (4), (5),

∞∫
−∞

G∗P1X
−1(t)P ∗(t)f(t) dt = 0. (7)

Її розв’язки, що належать BC∞(R), мають вигляд

x(t) = Q(t)X(t)
(
P2Fcκ + x̃(t)

)
−

r∑
i=1

Φi(t)

si−1∑
j=0

Ijsi
dj

dtj
(
Ψ∗i (t)f(t)

)
−

−
r̃∑
i=1

Φ̃i(t)

s̃i−1∑
j=0

(
ITs̃i
)j dj
dtj

(
Ψ̂∗i (t)f(t)

)
−

r̂∑
i=1

Φ̂i(t)

ŝi−1∑
j=0

Ijŝi
dj

dtj

(
Ψ̃∗i (t)f(t)

)
+

+

r̃∑
i=1

s̃i∑
j=0

(
dj

dtj
β̃i(t)

)
ϕ̃

(s̃i−j+1)
i (t) +

r̆∑
i=1

β̆i(t)ϕ̆i(t), (8)

де

x̃(t) =



∫ t

−∞
P1X

−1(τ)P ∗(τ)f(τ) dτ −
∫ 0

t
(Eα − P1)X−1(τ)P ∗(τ)f(τ) dτ+

+(Eα − P1)U−
[∫ 0

−∞
P1X

−1(τ)P ∗(τ)f(τ) dτ+

+

∫ ∞
0

(Eα − P2)X−1(τ)P ∗(τ)f(τ) dτ

]
, t ≤ 0,∫ t

0
P2X

−1(τ)P ∗(τ)f(τ) dτ −
∫ ∞
t

(Eα − P2)X−1(τ)P ∗(τ)f(τ) dτ+

+P2U
−
[∫ 0

−∞
P1X

−1(τ)P ∗(τ)f(τ) dτ+

+

∫ ∞
0

(Eα − P2)X−1(τ)P ∗(τ)f(τ) dτ

]
, t ≥ 0,

(9)

— α-вимiрна вектор-функцiя, Ii — нiльпотентний i-вимiрний блок Жордана, β̃i(t) ∈
∈ BC∞(R), i = 1, r̃, β̆i(t) ∈ BC∞(R), i = 1, r̆, — довiльнi скалярнi функцiї.

Виберемо зi стовпцiв матрицi h
(
Q(t)X(t)P2F

)
i векторiв

h

 s̃i∑
j=0

(
dj

dtj
ξ̃k(t)

)
ϕ̃

(s̃i−j+1)
i (t)

, k = 1, 2, . . . , i = 1, r̃,
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h
(
ξ̆k(t)ϕ̆i(t)

)
, k = 1, 2, . . . , i = 1, r̆,

де ξ̃k(t) ∈ BC∞(R), k = 1, 2, . . . , ξ̆k(t) ∈ BC∞(R), k = 1, 2, . . . , — довiльнi скалярнi
функцiї, максимальну кiлькiсть µ, 0 ≤ µ ≤ l, лiнiйно незалежних векторiв i складемо
з вiдповiдних їм стовпцiв матрицi Q(t)X(t)P2F i векторiв

∑s̃i

j=0

(
dj

dtj
ξ̃k(t)

)
ϕ̃

(s̃i−j+1)
i (t),

ξ̆k(t)ϕ̆i(t) (n× µ)-вимiрну матрицю D(t), а якщо µ = 0, то покладемо D(t) ≡ 0n.
Завдяки довiльностi вибору вектора cκ i функцiй β̃i(t), i = 1, r̃, β̆i(t), i = 1, r̆, вираз (8)

можна замiнити виразом

x(t) = D(t)cµ +Q(t)X(t) (P2Fcκ + x̃(t))−
r∑
i=1

Φi(t)

si−1∑
j=0

Ijsi
dj

dtj
(
Ψ∗i (t)f(t)

)
−

−
r̃∑
i=1

Φ̃i(t)

s̃i−1∑
j=0

(
ITs̃i
)j dj
dtj

(
Ψ̂∗i (t)f(t)

)
−

r̂∑
i=1

Φ̂i(t)

ŝi−1∑
j=0

Ijŝi
dj

dtj

(
Ψ̃∗i (t)f(t)

)
+

+

r̃∑
i=1

s̃i∑
j=0

(
dj

dtj
β̃i(t)

)
ϕ̃

(s̃i−j+1)
i (t) +

r̆∑
i=1

β̆i(t)ϕ̆i(t). (10)

Нехай dim ker
(
h(D(t))

)∗
= ν, 0 ≤ ν ≤ µ. Складемо з елементiв базису ker

(
h(D(t))

)∗
(l × ν)-вимiрну матрицю H, а якщо ν = 0, то покладемо H = 0l.

Теорема 1. Нехай A(t), B(t), f(t) ∈ BC∞(R), для всiх t ∈ R iснують жордановi лан-
цюжки векторiв:

матрицi B(t) вiдносно оператора L(t):
r скiнченних, r ≥ 0, довжин si, si > 0, i = 1, r ;
r̃ циклiчних, r̃ ≥ 0, довжин (s̃i + 1), s̃i > 0, i = 1, r̃ ;
r̆ циклiчних, r̆ ≥ 0, довжини 1;

матрицi B∗(t) вiдносно оператора L∗(t):
r̂ циклiчних, r̂ ≥ 0, довжин (ŝi + 1), ŝi > 0, i = 1, r̂ ;
ř циклiчних, ř ≥ 0, довжини 1, система (6) допускає експоненцiальну дихотомiю

розв’язкiв на пiвосях R− i R+.
Тодi крайова задача (1), (2) має розв’язки, що належать BC∞(R), у тому i тiльки тому
випадку, коли виконуються умови (4), (5), (7),

H∗

γ − h
Q(t)X(t)x̃(t)−

r∑
i=1

Φi(t)

si−1∑
j=0

Ijsi
dj

dtj
(
Ψ∗i (t)f(t)

)
−

−
r̃∑
i=1

Φ̃i(t)

s̃i−1∑
j=0

(
ITs̃i
)j dj
dtj

(
Ψ̂∗i (t)f(t)

)
−

r̂∑
i=1

Φ̂i(t)

ŝi−1∑
j=0

Ijŝi
dj

dtj

(
Ψ̃∗i (t)f(t)

) = 0.

(11)

Цi розв’язки мають вигляд (9),

x(t) = D(t)
(
h
(
D(t)

))−γ − h
Q(t)X(t)

(
P2Fcκ + x̃(t)

)
−

r∑
i=1

Φi(t)

si−1∑
j=0

Ijsi
dj

dtj
(
Ψ∗i (t)f(t)

)
−
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−
r̃∑
i=1

Φ̃i(t)

s̃i−1∑
j=0

(
ITs̃i
)j dj
dtj

(
Ψ̂∗i (t)f(t)

)
−

r̂∑
i=1

Φ̂i(t)

ŝi−1∑
j=0

Ijŝi
dj

dtj

(
Ψ̃∗i (t)f(t)

)
+

+
r̃∑
i=1

s̃i∑
j=0

(
dj

dtj
β̃i(t)

)
ϕ̃

(s̃i−j+1)
i (t) +

r̆∑
i=1

β̆i(t)ϕ̆i(t)

+

+Q(t)X(t)
(
P2Fcκ + x̃(t)

)
−

r∑
i=1

Φi(t)

si−1∑
j=0

Ijsi
dj

dtj
(
Ψ∗i (t)f(t)

)
−

−
r̃∑
i=1

Φ̃i(t)

s̃i−1∑
j=0

(
ITs̃i
)j dj
dtj

(
Ψ̂∗i (t)f(t)

)
−

r̂∑
i=1

Φ̂i(t)

ŝi−1∑
j=0

Ijŝi
dj

dtj

(
Ψ̃∗i (t)f(t)

)
+

+

r̃∑
i=1

s̃i∑
j=0

(
dj

dtj
β̃i(t)

)
ϕ̃

(s̃i−j+1)
i (t) +

r̆∑
i=1

β̆i(t)ϕ̆i(t). (12)

Доведення. Пiдставивши (10) у (2), отримаємо систему

h(D(t))cµ = γ − h

Q(t)X(t)
(
P2Fcκ + x̃(t)

)
−

r∑
i=1

Φi(t)

si−1∑
j=0

Ijsi
dj

dtj
(
Ψ∗i (t)f(t)

)
−

−
r̃∑
i=1

Φ̃i(t)

s̃i−1∑
j=0

(
ITs̃i
)j dj
dtj

(
Ψ̂∗i (t)f(t)

)
−

r̂∑
i=1

Φ̂i(t)

ŝi−1∑
j=0

Ijŝi
dj

dtj

(
Ψ̃∗i (t)f(t)

)
+

+
r̃∑
i=1

s̃i∑
j=0

(
dj

dtj
β̃i(t)

)
ϕ̃

(s̃i−j+1)
i (t) +

r̆∑
i=1

β̆i(t)ϕ̆i(t)

.
Для її розв’язностi необхiдно й достатньо виконання умови (11), оскiльки стовпцi мат-
рицi h

(
Q(t)X(t)P2F

)
i вектори h

(∑s̃i

j=0

(
dj

dtj
β̃i(t)

)
ϕ̃

(s̃i−j+1)
i (t)

)
, i = 1, r̃, h

(
β̆i(t)ϕ̆i(t)

)
,

i = 1, r̆, є лiнiйними комбiнацiями стовпцiв матрицi h
(
D(t)

)
, при цьому, якщо µ 6= 0, то з

урахуванням dim kerh
(
D(t)

)
= 0 маємо

cµ =
(
h
(
D(t)

))−γ − h
Q(t)X(t)

(
P2Fcκ + x̃(t)

)
−

r∑
i=1

Φi(t)

si−1∑
j=0

Ijsi
dj

dtj
(
Ψ∗i (t)f(t)

)
−

−
r̃∑
i=1

Φ̃i(t)

s̃i−1∑
j=0

(
ITs̃i
)j dj
dtj

(
Ψ̂∗i (t)f(t)

)
−

r̂∑
i=1

Φ̂i(t)

ŝi−1∑
j=0

Ijŝi
dj

dtj

(
Ψ̃∗i (t)f(t)

)
+

+
r̃∑
i=1

s̃i∑
j=0

(
dj

dtj
β̃i(t)

)
ϕ̃

(s̃i−j+1)
i (t) +

r̆∑
i=1

β̆i(t)ϕ̆i(t)

. (13)
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Пiдставивши (13) в (10), отримаємо (12).
Теорему 1 доведено.
3. Приклад. Нехай в (1), (2) m = n = l = 2,

h(x(t)) = lim
t→∞

x(t)− lim
t→−∞

x(t),

B(t) =

[
1 0

0 0

]
, A(t) =

[
a11(t) a12(t)

a21(t) a22(t)

]
, f(t) =

[
f1(t)

f2(t)

]
, γ =

[
γ1

γ2

]
,

aij(t) ∈ BC∞(R), i, j = 1, 2, fi(t) ∈ BC∞(R), i = 1, 2, — дiйснi скалярнi функцiї, γi,
i = 1, 2, — дiйснi числа, iснують межi

aij(−∞) = lim
t→−∞

aij(t), aij(∞) = lim
t→∞

aij(t),

d

dt
aij(t)

∣∣∣∣
t=−∞

= lim
t→−∞

d

dt
aij(t),

d

dt
aij(t)

∣∣∣∣
t=∞

= lim
t→∞

d

dt
aij(t), i, j = 1, 2,

fi(−∞) = lim
t→−∞

fi(t), fi(∞) = lim
t→∞

fi(t), i = 1, 2.

Розглянемо такi випадки [3, 4, 6, 7]:
1. a22(t) 6= 0 ∀t ∈ −∞

⋃
R
⋃
∞. Маємо: r = 1, s1 = 1, r̆ = ř = r̃ = r̂ = 0, α = 1,

Φ1(t) = ϕ
(1)
1 (t) =

[
0

1

]
, Ψ1(t) = ψ

(1)
1 (t) =

[
0

a−1
22 (t)

]
,

Q(t) = q1(t) =

[
1

−a21(t)a−1
22 (t)

]
, P (t) = p1(t) =

[
1

−a12(t)a−1
22 (t)

]
,

умови (4), (5) вiдсутнi,

X(t) = exp

 t∫
0

λ(τ) dτ

,
де

λ(t) = a11(t)− a12(t)a21(t)a−1
22 (t)

— скалярна функцiя, для неї iснують межi

λ(−∞) = lim
t→−∞

λ(t), λ(∞) = lim
t→∞

λ(t).

Для експоненцiальної дихотомiї розв’язкiв системи (6) на пiвосях R− i R+ згiдно з
[4] необхiдно та достатньо, щоб λ(−∞) 6= 0 i λ(∞) 6= 0. Будемо припускати, що цi умови
виконуються.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2020, т. 23, № 3



КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМИ ЛIНIЙНИХ НЕОДНОРIДНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ . . . 351

Якщо λ(−∞) < 0 i λ(∞) < 0, то P1 = 1, P2 = 1, U = U− = 1, κ = 0, F = G = 0,
умова (7) виконується, система (1) має єдиний розв’язок (8), (9), що належить BC∞(R),

x(t) =

[
1

−a21(t)a−1
22 (t)

]
exp

 t∫
0

λ(z) dz

 t∫
−∞

exp

− τ∫
0

λ(z) dz

×
×
(
f1(τ)− a12(τ)a−1

22 (τ)f2(τ)
)
dτ −

[
0

a−1
22 (t)f2(t)

]
, (14)

µ = 0, D(t) ≡ 02, h
(
D(t)

)
= 02, ν = 2, H = E2,

(
h
(
D(t)

))−
= 0T2 .

(15)

Вiн є розв’язком крайової задачi (1), (2) при виконаннi умови (11):[
γ1

γ2

]
−

[
1

−a21(∞)a−1
22 (∞)

]
exp

 ∞∫
0

λ(z) dz

 ∞∫
−∞

exp

− τ∫
0

λ(z) dz

×
×
(
f1(τ)− a12(τ)a−1

22 (τ)f2(τ)
)
dτ +

[
0

a−1
22 (∞)f2(∞)

]
−

[
0

a−1
22 (−∞)f2(−∞)

]
= 0,

звiдки[
γ1

γ2

]
=

[
1

−a21(∞)a−1
22 (∞)

]
exp

 ∞∫
0

λ(z) dz

 ∞∫
−∞

exp

− τ∫
0

λ(z) dz

×
×
(
f1(τ)− a12(τ)a−1

22 (τ)f2(τ)
)
dτ −

[
0

a−1
22 (∞)f2(∞)− a−1

22 (−∞)f2(−∞)

]
.

Якщо λ(−∞) < 0 i λ(∞) > 0, то P1 = 1, P2 = 0, U = U− = 0, κ = 1, F = G = 1, при
виконаннi умови (7)

∞∫
−∞

exp

− τ∫
0

λ(z) dz

(f1(τ)− a12(τ)a−1
22 (τ)f2(τ)

)
dτ = 0

система (1) має єдиний розв’язок (8), (9), що належить BC∞(R), який спiвпадає з (14),
або, що те ж саме,

x(t) = −

[
1

−a21(t)a−1
22 (t)

]
exp

 t∫
0

λ(z) dz

 ∞∫
t

exp

− τ∫
0

λ(z) dz

×
×
(
f1(τ)− a12(τ)a−1

22 (τ)f2(τ)
)
dτ −

[
0

a−1
22 (t)f2(t)

]
. (16)
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Виконуються рiвностi (15) i вiн є розв’язком крайової задачi (1), (2) при виконаннi умо-
ви (11): [

γ1

γ2

]
+

[
0

a−1
22 (∞)f2(∞)

]
−

[
0

a−1
22 (−∞)f2(−∞)

]
= 0,

звiдки [
γ1

γ2

]
= −

[
0

a−1
22 (∞)f2(∞)− a−1

22 (−∞)f2(−∞)

]
.

Якщо λ(−∞) > 0 i λ(∞) < 0, то P1 = 0, P2 = 1, U = U− = 0, κ = 1, F = G = 1,
умова (7) виконується, система (1) має розв’язки (8), (9), що належать BC∞(R) :

x(t) =

[
1

−a21(t)a−1
22 (t)

]
exp

 t∫
0

λ(z) dz

c1 +

t∫
0

exp

− τ∫
0

λ(z)dz

×
×
(
f1(τ)− a12(τ)a−1

22 (τ)f2(τ)
)
dτ

− [ 0

a−1
22 (t)f2(t)

]
. (17)

Якщо
∞∫
−∞

λ(z) dz = 0, a21(−∞)a−1
22 (−∞) = a21(∞)a−1

22 (∞),

то справджуються рiвностi (15), при виконаннi умови (11)[
γ1

γ2

]
−

[
1

−a21(∞)a−1
22 (∞)

] ∞∫
−∞

exp

− τ∫
−∞

λ(z) dz

(f1(τ)− a12(τ)a−1
22 (τ)f2(τ)

)
dτ +

+

[
0

a−1
22 (∞)f2(∞)

]
−

[
0

a−1
22 (−∞)f2(−∞)

]
= 0,

звiдки[
γ1

γ2

]
=

[
1

−a21(∞)a−1
22 (∞)

] ∞∫
−∞

exp

− τ∫
−∞

λ(z) dz

(f1(τ)− a12(τ)a−1
22 (τ)f2(τ)

)
dτ−

−

[
0

a−1
22 (∞)f2(∞)− a−1

22 (−∞)f2(−∞)

]
,

крайова задача (1), (2) має розв’язки (9), (12), що спiвпадають з (17).
Якщо

∞∫
−∞

λ(z) dz = 0, a21(−∞)a−1
22 (−∞) 6= a21(∞)a−1

22 (∞),
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то

µ = 1, D(t) =

[
1

−a21(t)a−1
22 (t)

]
exp

 t∫
−∞

λ(z) dz

,
h
(
D(t)

)
=

[
0

−a21(∞)a−1
22 (∞) + a21(−∞)a−1

22 (−∞)

]
, ν = 1, H =

[
1
0

]
,

(
h
(
D(t)

))−
=
[
0
(
−a21(∞)a−1

22 (∞) + a21(−∞)a−1
22 (−∞)

)−1
]
,

при виконаннi умови (11)

γ1 −
∞∫
−∞

exp

− τ∫
−∞

λ(z) dz

(f1(τ)− a12(τ)a−1
22 (τ)f2(τ)

)
dτ = 0,

звiдки

γ1 =

∞∫
−∞

exp

− τ∫
−∞

λ(z) dz

(f1(τ)− a12(τ)a−1
22 (τ)f2(τ)

)
dτ,

крайова задача (1), (2) має єдиний розв’язок (9), (12):

x(t) =

[
1

−a21(t)a−1
22 (t)

]
exp

 t∫
−∞

λ(z) dz

(−a21(∞)a−1
22 (∞) + a21(−∞)a−1

22 (−∞)
)−1 ×

×

γ2 + a21(∞)a−1
22 (∞)

∞∫
−∞

exp

− τ∫
−∞

λ(z) dz

(f1(τ)− a12(τ)a−1
22 (τ)f2(τ)

)
dτ +

+ a−1
22 (∞)f2(∞)− a−1

22 (−∞)f2(−∞)

+ exp

− τ∫
−∞

λ(z) dz

×

×
(
f1(τ)− a12(τ)a−1

22 (τ)f2(τ)
)
dτ

−
[

0

a−1
22 (t)f2(t)

]
.

Якщо
∞∫
−∞

λ(z) dz 6= 0,

то

µ = 1, D(t) =

[
1

−a21(t)a−1
22 (t)

]
exp

 t∫
−∞

λ(z) dz

,
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h
(
D(t)

)
=

[
1

−a21(∞)a−1
22 (∞)

]
exp

 ∞∫
−∞

λ(z) dz

− [ 1

−a21(−∞)a−1
22 (−∞)

]
,

ν = 1, H =

[
a21(∞)a−1

22 (∞)

1

]
exp

 ∞∫
−∞

λ(z) dz

− [a21(−∞)a−1
22 (−∞)

1

]
,

(
h
(
D(t)

))−
=

exp

 ∞∫
−∞

λ(z) dz

− 1

−1

0

,
при виконаннi умови (11)

γ1

a21(∞)a−1
22 (∞) exp

 ∞∫
−∞

λ(z) dz

− a21(−∞)a−1
22 (−∞)

+

+ γ2

exp

 ∞∫
−∞

λ(z) dz

− 1

− (a21(∞)a−1
22 (∞)− a21(−∞)a−1

22 (−∞)
)
×

× exp

 ∞∫
−∞

λ(z) dz

 ∞∫
−∞

exp

− τ∫
−∞

λ(z) dz

(f1(τ)− a12(τ)a−1
22 (τ)f2(τ)

)
dτ +

+
(
a−1

22 (∞)f2(∞)− a−1
22 (−∞)f2(−∞)

)exp

 ∞∫
−∞

λ(z) dz

− 1

 = 0,

звiдки

γ2 = −γ1

a21(∞)a−1
22 (∞) exp

 ∞∫
−∞

λ(z) dz

− a21(−∞)a−1
22 (−∞)

×

×

exp

 ∞∫
−∞

λ(z) dz

− 1

−1

+
(
a21(∞)a−1

22 (∞)− a21(−∞)a−1
22 (−∞)

)
×

× exp

 ∞∫
−∞

λ(z) dz

 ∞∫
−∞

exp

− τ∫
−∞

λ(z) dz

(f1(τ)− a12(τ)a−1
22 (τ)f2(τ)

)
dτ×

×

exp

 ∞∫
−∞

λ(z) dz

− 1

−1

− a−1
22 (∞)f2(∞) + a−1

22 (−∞)f2(−∞),
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крайова задача (1), (2) має єдиний розв’язок (9), (12):

x(t) =

[
1

−a21(t)a−1
22 (t)

]
exp

 t∫
−∞

λ(z) dz


exp

 ∞∫
−∞

λ(z) dz

− 1

−1

×

×

γ1 − exp

 ∞∫
−∞

λ(z) dz

 ∞∫
−∞

exp

− τ∫
−∞

λ(z) dz

(f1(τ)− a12(τ)a−1
22 (τ)f2(τ)

)
dτ

+

+

t∫
−∞

exp

− τ∫
−∞

λ(z) dz

(f1(τ)− a12(τ)a−1
22 (τ)f2(τ)

)
dτ

−
[

0

a−1
22 (t)f2(t)

]
.

Якщо λ(−∞) > 0 i λ(∞) > 0, то P1 = 0, P2 = 0, U = U− = −1, κ = 0, F = G = 0,
умова (7) виконується, система (1) має єдиний розв’язок (8), (9), що належить BC∞(R),
який спiвпадає з (16). Виконуються рiвностi (15). Вiн є розв’язком крайової задачi (1), (2)
при виконаннi умови (11):[

γ1

γ2

]
+

[
1

−a21(∞)a−1
22 (∞)

]
exp

− 0∫
−∞

λ(z) dz

 ∞∫
−∞

exp

 0∫
τ

λ(z) dz

×
×
(
f1(τ)− a12(τ)a−1

22 (τ)f2(τ)
)
dτ +

[
0

a−1
22 (∞)f2(∞)

]
−

[
0

a−1
22 (−∞)f2(−∞)

]
= 0,

звiдки[
γ1

γ2

]
= −

[
1

−a21(∞)a−1
22 (∞)

]
exp

− 0∫
−∞

λ(z) dz

 ∞∫
−∞

exp

 0∫
τ

λ(z) dz

×
×
(
f1(τ)− a12(τ)a−1

22 (τ)f2(τ)
)
dτ −

[
0

a−1
22 (∞)f2(∞)− a−1

22 (−∞)f2(−∞)

]
.

2. a22(t) ≡ 0, a12(t) 6= 0, a21(t) 6= 0 ∀t ∈ −∞
⋃
R
⋃
∞. Маємо: r = 1, s1 = 2,

r̆ = ř = r̃ = r̂ = 0, α = 0,

ϕ
(1)
1 (t) =

[
0

1

]
, ϕ

(2)
1 (t) =

 a12(t)

a−1
12 (t)

d

dt
a12(t)− a11(t)

,
ψ

(1)
1 (t) =

[
0

a−1
12 (t)a−1

21 (t)

]
, ψ

(2)
1 (t) =

[
a−1

12 (t)

0

]
,

Φ1(t) =

0 a12(t)

1 a−1
12 (t)

d

dt
a12(t)− a11(t)

, Ψ1(t) =

[
a−1

12 (t) 0

0 a−1
12 (t)a−1

21 (t)

]
,
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умови (4), (5), (7) вiдсутнi, система (1) має єдиний розв’язок (8), (9), що належить BC∞(R) :

x(t) =

 −a−1
21 (t)f2(t)

a−1
12 (t)

[
a11(t)a−1

21 (t)f2(t)− f1(t)− d

dt

(
a−1

21 (t)f2(t)
)]
.

Виконуються рiвностi (15). Вiн є розв’язком крайової задачi (1), (2) при виконаннi умо-
ви (11):

[
γ1

γ2

]
−

 −a−1
21 (∞)f2(∞)

a−1
12 (∞)

[
a11(∞)a−1

21 (∞)f2(∞)− f1(∞)− d

dt

(
a−1

21 (t)f2(t)
)∣∣∣∣
t=∞

]+

+

 −a−1
21 (−∞)f2(−∞)

a−1
12 (−∞)

[
a11(−∞)a−1

21 (−∞)f2(−∞)− f1(−∞)− d

dt

(
a−1

21 (t)f2(t)
)∣∣∣∣
t=−∞

] = 0,

звiдки

[
γ1

γ2

]
=

 −a−1
21 (∞)f2(∞)

a−1
12 (∞)

[
a11(∞)a−1

21 (∞)f2(∞)− f1(∞)− d

dt

(
a−1

21 (t)f2(t)
)∣∣∣∣
t=∞

]−

−

 −a−1
21 (−∞)f2(−∞)

a−1
12 (−∞)

[
a11(−∞)a−1

21 (−∞)f2(−∞)− f1(−∞)− d

dt

(
a−1

21 (t)f2(t)
)∣∣∣∣
t=−∞

].
3. a22(t) ≡ 0, a12(t) 6= 0, a21(t) ≡ 0 ∀t ∈ −∞

⋃
R
⋃
∞. Маємо: r̃ = 1, s̃1 = 1, ř = 1,

r̆ = r = r̂ = 0, α = 0,

Φ̃1(t) = ϕ̃
(1)
1 (t) =

[
0

1

]
, ϕ̃

(2)
1 (t) =

 a12(t)

a−1
12 (t)

d

dt
a12(t)− a11(t)

,
ψ̆1(t) =

[
0

1

]
, Ψ̂1(t) = ψ̂

(1)
1 (t) =

[
a−1

12 (t)

0

]
, ϕ̌1(t) =

[
0

1

]
,

умови (4), (7) вiдсутнi, при виконаннi умови (5)

f2(t) ≡ 0

система (1) має розв’язки (8), (9), що належать BC∞(R) :

x(t) =

 a12(t)β̃1(t)

a−1
12 (t)β̃1(t)

d

dt
a12(t)− a11(t)β̃1(t)− a−1

12 (t)f1(t) +
d

dt
β̃1(t)

.
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Функцiї ξ̃k(t), k = 1, 2, виберемо таким чином, щоб iснували межi

ξ̃k(−∞) = lim
t→−∞

ξ̃k(t), ξ̃k(∞) = lim
t→∞

ξ̃k(t),

d

dt
ξ̃k(t)

∣∣∣∣
t=−∞

= lim
t→−∞

d

dt
ξ̃k(t),

d

dt
ξ̃k(t)

∣∣∣∣
t=∞

= lim
t→∞

d

dt
ξ̃k(t), k = 1, 2,

вектори  a12(t)ξ̃k(t)

a−1
12 (t)ξ̃k(t)

d

dt
a12(t)− a11(t)ξ̃k(t) +

d

dt
ξ̃k(t)

, k = 1, 2,

були лiнiйно незалежнi та виконувалися рiвностi

ξ̃1(∞) = a−1
12 (∞)

(
a12(−∞)ξ̃1(−∞) + 1

)
,

d

dt
ξ̃1(t)

∣∣∣∣
t=∞

= −a−1
12 (∞)ξ̃1(∞)

d

dt
a12(t)

∣∣∣∣
t=∞

+ a11(∞)ξ̃1(∞) +

+ a−1
12 (−∞)ξ̃1(−∞)

d

dt
a12(t)

∣∣∣∣
t=−∞

− a11(−∞)ξ̃1(−∞) +
d

dt
ξ̃1(t)

∣∣∣∣
t=−∞

,

ξ̃2(∞) = a−1
12 (∞)a12(−∞)ξ̃2(−∞),

d

dt
ξ̃2(t)

∣∣∣∣
t=∞

= −a−1
12 (∞)ξ̃2(∞)

d

dt
a12(t)

∣∣∣∣
t=∞

+ a11(∞)ξ̃2(∞)+

+ a−1
12 (−∞)ξ̃2(−∞)

d

dt
a12(t)

∣∣∣∣
t=−∞

− a11(−∞)ξ̃2(−∞) +
d

dt
ξ̃2(t)

∣∣∣∣
t=−∞

+ 1.

Складемо з цих векторiв матрицю D(t). Тодi

µ = 2, h
(
D(t)

)
= E2, ν = 0, H = 02,

(
h
(
D(t)

))−
= E2,

умова (11) виконується, крайова задача (1), (2) має розв’язки (9), (12):

x(t) =

 a12(t)ξ(t)

a−1
12 (t)ξ(t)

d

dt
a12(t)− a11(t)ξ(t)− a−1

12 (t)f1(t) +
d

dt
ξ(t)

,
де

ξ(t) =
(
γ1 − a12(∞)β̃1(∞) + a12(−∞)β̃1(−∞)

)
ξ̃1(t) +

+

(
γ2 − a−1

12 (∞)β̃1(∞)
d

dt
a12(t)

∣∣∣∣
t=∞

+ a11(∞)β̃1(∞) + a−1
12 (∞)f1(∞)−

− d

dt
β̃1(t)

∣∣∣∣
t=∞

+ a−1
12 (−∞)β̃1(−∞)

d

dt
a12(t)

∣∣∣∣
t=−∞

−
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−a11(−∞)β̃1(−∞)− a−1
12 (−∞)f1(−∞) +

d

dt
β̃1(t)

∣∣∣∣
t=−∞

)
ξ̃2(t) + β̃1(t)

— скалярна функцiя.
4. a22(t) ≡ 0, a12(t) ≡ 0, a21(t) 6= 0 ∀t ∈ −∞

⋃
R
⋃
∞. Маємо: r̆ = 1, r̂ = 1, ŝ1 = 1,

r̃ = r = ř = 0, α = 0,

ϕ̆1(t) =

[
0

1

]
, Ψ̃1(t) = ψ̃

(1)
1 (t) =

[
0

1

]
, ψ̃

(2)
1 (t) =

 a21(t)

−a11(t)− a−1
21 (t)

d

dt
a21(t)

,
Φ̂1(t) = ϕ̂

(1)
1 (t) =

[
a−1

21 (t)

0

]
, ψ̌1(t) =

[
0

1

]
,

умови (5), (7) вiдсутнi, при виконаннi умови (4)

a21(t)f1(t)− a11(t)f2(t)− a−1
21 (t)f2(t)

d

dt
a21(t) +

d

dt
f2(t) ≡ 0

система (1) має розв’язки (8), (9), що належать BC∞(R) :

x(t) =

−a−1
21 (t)f2(t)

β̆1(t)

.
Функцiю ξ̆1(t) виберемо таким чином, щоб

ξ̆1(t) 6= 0 ∀t ∈ −∞
⋃
R
⋃
∞, (18)

iснували межi

ξ̆1(−∞) = lim
t→−∞

ξ̆1(t), ξ̆1(∞) = lim
t→∞

ξ̆1(t) (19)

i виконувалася рiвнiсть

ξ̆1(∞) = ξ̆1(−∞) + 1. (20)

Тодi

µ = 1, D(t) =

[
0

ξ̆1(t)

]
, h

(
D(t)

)
=

[
0

1

]
, ν = 1,

H =

[
1

0

]
,

(
h
(
D(t)

))−
=
[
0 1

]
,

(21)

при виконаннi умови (11)

γ1 + a−1
21 (∞)f2(∞)− a−1

21 (−∞)f2(−∞) = 0,
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звiдки
γ1 = −a−1

21 (∞)f2(∞) + a−1
21 (−∞)f2(−∞),

крайова задача (1), (2) має розв’язки (9), (12):

x(t) =

 −a−1
21 (t)f2(t)

ξ̆1(t)
(
γ2 − β̆1(∞) + β̆1(−∞)

)
+ β̆1(t)

.
5. a22(t) ≡ 0, a12(t) ≡ 0, a21(t) ≡ 0 ∀t ∈ ∞

⋃
R
⋃
∞.Маємо: r̆ = 1, ř = 1, r̃ = r = r̂ = 0,

α = 1,

ϕ̆1(t) =

[
0

1

]
, ψ̆1(t) =

[
0

1

]
, ϕ̌1(t) =

[
0

1

]
, ψ̌1(t) =

[
0

1

]
,

Q(t) = q1(t) =

[
1

0

]
, P (t) = p1(t) =

[
1

0

]
,

умова (4) вiдсутня, умова (5) має вигляд

f2(t) ≡ 0.

Далi будемо припускати, що вона виконується,

X(t) = exp

 t∫
0

a11(τ) dτ

.
Для експоненцiальної дихотомiї розв’язкiв системи (6) на пiвосях R− i R+ згiдно з [4]

необхiдно i достатньо, щоб a11(−∞) 6= 0 i a11(∞) 6= 0. Будемо припускати, що цi умови
виконуються.

Функцiю ξ̆1(t) виберемо таким чином, щоб виконувалися умови (18)–(20).
Якщо a11(−∞) < 0 i a11(∞) < 0, то P1 = 1, P2 = 1, U = U− = 1, κ = 0, F = G = 0,

умова (7) виконується, система (1) має розв’язки (8), (9), що належать BC∞(R) :

x(t) =

[
1

0

]
exp

 t∫
0

a11(z) dz

 t∫
−∞

exp

− τ∫
0

a11(z) dz

f1(τ) dτ +

[
0

β̆1(t)

]
. (22)

Виконуються рiвностi (21) i при виконаннi умови (11)

γ1 − exp

 ∞∫
0

a11(z) dz

 ∞∫
−∞

exp

− τ∫
0

a11(z) dz

f1(τ) dτ = 0,

звiдки

γ1 = exp

 ∞∫
0

a11(z) dz

 ∞∫
−∞

exp

− τ∫
0

a11(z) dz

f1(τ) dτ,
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крайова задача (1), (2) має розв’язки (9), (12):

x(t) =

[
1

0

]
exp

 t∫
0

a11(z) dz

 t∫
−∞

exp

− τ∫
0

a11(z) dz

f1(τ) dτ+

+

 0

ξ̆1(t)
(
γ2 − β̆1(∞) + β̆1(−∞)

)
+ β̆1(t)

. (23)

Якщо λ(−∞) < 0 i λ(∞) > 0, то P1 = 1, P2 = 0, U = U− = 0, κ = 1, F = G = 1, при
виконаннi умови (7)

∞∫
−∞

exp

− τ∫
0

a11(z) dz

f1(τ) dτ = 0

система (1) має розв’язки (8), (9), що належать BC∞(R), якi спiвпадають з (22), або, що
те ж саме,

x(t) = −

[
1

0

]
exp

 t∫
0

a11(z) dz

 ∞∫
t

exp

− τ∫
0

a11(z) dz

f1(τ) dτ +

[
0

β̆1(t)

]
. (24)

Виконуються рiвностi (21) i при виконаннi умови (11)

γ1 = 0

крайова задача (1), (2) має розв’язки (9), (12), що спiвпадають з (23), або, що те ж саме,

x(t) = −

[
1

0

]
exp

 t∫
0

a11(z) dz

 ∞∫
t

exp

− τ∫
0

a11(z) dz

f1(τ) dτ +

+

 0

ξ̆1(t)
(
γ2 − β̆1(∞) + β̆1(−∞)

)
+ β̆1(t)

. (25)

Якщо a11(−∞) > 0 i a11(∞) < 0, то P1 = 0, P2 = 1, U = U− = 0, κ = 1, F = G = 1,
умова (7) виконується, система (1) має розв’язки (8), (9), що належать BC∞(R) :

x(t) =

[
1

0

]
exp

 t∫
0

a11(z) dz

c1 +

t∫
0

exp

− τ∫
0

a11(z) dz

f1(τ) dτ

+

[
0

β̆1(t)

]
.

Якщо
∞∫
−∞

a11(z) dz = 0,

то справджуються рiвностi (21), при виконаннi умови (11)

γ1 −
∞∫
−∞

exp

− τ∫
−∞

a11(z) dz

f1(τ) dτ = 0,
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звiдки

γ1 =

∞∫
−∞

exp

− τ∫
−∞

a11(z) dz

f1(τ) dτ,

крайова задача (1), (2) має розв’язки (9), (12):

x(t) =

[
1

0

]
exp

 t∫
0

a11(z) dz

c1 +

t∫
0

exp

− τ∫
0

a11(z) dz

f1(τ) dτ

+

+

 0

ξ̆1(t)
(
γ2 − β̆1(∞) + β̆1(−∞)

)
+ β̆1(t)

.
Якщо

∞∫
−∞

a11(z) dz 6= 0,

то

µ = 2, D(t) =

exp

(∫ t

−∞
a11(z) dz

)
0

0 ξ̆1(t)

,

h
(
D(t)

)
=

exp

(∫ ∞
−∞

a11(z) dz

)
− 1 0

0 1

,

ν = 0, H = 02,
(
h
(
D(t)

))−
=

(exp

(∫ ∞
−∞

a11(z) dz

)
− 1

)−1

0

0 1

,
умова (11) виконується, крайова задача (1), (2) має розв’язки (9), (12):

x(t) =

[
1

0

]
exp

 t∫
−∞

a11(z) dz


exp

 ∞∫
−∞

a11(z) dz

− 1

−1

×

×

γ1 − exp

 ∞∫
−∞

a11(z) dz

 ∞∫
−∞

exp

− τ∫
−∞

a11(z) dz

f1(τ) dτ

+

+

t∫
−∞

exp

− τ∫
−∞

a11(z) dz

f1(τ) dτ

+

 0

ξ̆1(t)
(
γ2 − β̆1(∞) + β̆1(−∞)

)
+ β̆1(t)

.
Якщо a11(−∞) > 0 i a11(∞) > 0, то P1 = 1, P2 = 1, U = U− = 1, κ = 0, F = G =

= 0, умова (7) виконується, система (1) має розв’язки (8), (9), що належать BC∞(R), якi
спiвпадають з (24). Виконуються рiвностi (21) i при виконаннi умови (11)
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γ1 + exp

− 0∫
−∞

a11(z) dz

 ∞∫
−∞

exp

 0∫
τ

a11(z) dz

f1(τ) dτ = 0,

звiдки

γ1 = − exp

− 0∫
−∞

a11(z) dz

 ∞∫
−∞

exp

 0∫
τ

a11(z) dz

f1(τ) dτ = 0,

крайова задача (1), (2) має розв’язки (9), (12), якi спiвпадають з (25).
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