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By using the method of Newton diagrams and asymptotic methods of the theory of differential equations,
we construct the asymptotics of the general solution of a linear homogeneous singularly perturbed system
of differential equations for some problems of stability of circular cylindrical shells.

З використанням методу дiаграм Ньютона та асимптотичних методiв у теорiї диференцiальних
рiвнянь дослiджено питання побудови асимптотики загального розв’язку лiнiйної однорiдної син-
гулярно збуреної системи диференцiальних рiвнянь, до якої приводять деякi задачi, що виникають
пiд час дослiдження стiйкостi кругових цилiндричних оболонок.

1. Постановка задачi. З класичної теорiї динамiки стiйкостi оболонок [1, с. 97] вiдомо, що
система стiйкостi замкнутої кругової цилiндричної оболонки має вигляд
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якi виражаються через фiзичнi константи, а u(t, α, β), v(t, α, β), ω(t, α, β) — перемiщення
кругової цилiндричної оболонки в напрямку її твiрної, дотичної i нормалi до її поверхнi
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де E — модуль пружностi матерiалу, R — радiус внутрiшньої частини оболонки, h —
товщина оболонки, m—маса оболонки, l—довжина оболонки, ν —коефiцiєнтПуассона,
T1, T2 — внутрiшнi сили, що дiють на оболонку, в початковий момент часу, c2 =

h2

12R2
.

Зазначимо, що системи диференцiальних рiвнянь, подiбнi до системи (1.1), також роз-
глядалися в роботах [2, с. 3232; 3, с. 985; 4, с. 231].

Фундаментальнi дослiдження систем диференцiальних рiвнянь iз частинними похiд-
ними в основному вiдносяться до систем, якi охоплено типовими класифiкацiями. Якщо
говорити про систему (1.1), то вона не належить до жодної iз згаданих класифiкацiй. Бiльш
того, вiдповiднi спектральнi задачi не самоспряженi, що виключає можливiсть застосуван-
ня до розв’язкiв мiшаних задач для неї методу Фур’є. У зв’язку з цим природно виникає
необхiднiсть вивчення для системи (1.1) мiшаних задач, до розв’язку яких iз точних методiв
може бути використаний метод виключення.

Для використання методу виключення потрiбно дослiдити вiдповiдну спектральну за-
дачу: 1) асимптотичне зображення фундаментальної матрицi; 2) асимптотичне зображення
матрицi Грiна спектральної задачi поза деяким δ -околом спектра власних значень i асимп-
тотичне зображення самих власних значень. У цiй статтi розглянемо першу з цих задач
для системи
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де n, λ — параметри, n ∈ N, λ ∈ C, i — уявна одиниця.
Зауважимо, що систему рiвнянь (1.2) можна отримати iз системи (1.1), якщо зробити в

нiй замiну
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ω(t, α, β) = ω̃n(α) exp
(
λn2t

)
exp(inβ) .

Зазначимо, що цю задачу ранiше дослiджували в роботi [5, с. 230]. Зокрема, в цiй ро-
ботi систему (1.1) зводили до системи (1.2), а потiм будували асимптотичне зображення
фундаментальної матрицi системи (1.2). Для цього систему (1.2) за допомогою замiни зво-
дили до системи диференцiальних рiвнянь 1-го порядку з (12× 12)-вимiрними матрицями
i для побудови фундаментальної матрицi утвореної системи диференцiальних рiвнянь 1-го
порядку використовували класичнi результати, отриманi в роботах [6, 7]. Це зi свого бо-
ку призвело до громiздких обчислень, оскiльки довелося оперувати з матрицями великої
вимiрностi. Бiльш того, для побудови фундаментальної матрицi системи диференцiальних
рiвнянь (1.2) на коефiцiєнти цiєї системи накладали додаткову умову: b1 6= b2. У цiй статтi
ми пропонуємо iнший пiдхiд до побудови фундаментальної матрицi розв’язкiв системи
диференцiальних рiвнянь (1.2), який дає можливiсть не оперувати з матрицями великої
вимiрностi й позбутися додаткової умови b1 6= b2. Суть даного пiдходу полягає в тому, що
ми не будемо зводити систему диференцiальних рiвнянь (1.2) до вiдповiдної системи дифе-
ренцiальних рiвнянь 1-го порядку, а, використовуючи результати робiт [8 – 13], застосуємо
для побудови фундаментальної матрицi розв’язкiв системи (1.2) метод дiаграм Ньютона.

Для цього перетворимо систему (1.2). З цiєю метою в системi (1.2) зробимо замiну
x = nα. Тодi згадана система набере вигляду
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ṽn = 0,

n4 d
4ω̃n
dx4

+
(
Q3n

2 − 2n4
) d2ω̃n
dx2

+ n4ω̃n+

+ nP3
dũn
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Подiливши лiву й праву частини першого та другого рiвнянь останньої системи на n2,
а третє — на n4, запишемо цю систему у векторно-матричнiй формi:
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Ã0(n−1) =
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В останнiй системi, зробивши замiну n−1 = ε2 i помноживши лiву та праву частини
отриманого рiвняння на ε4, дiстанемо лiнiйну вироджену сингулярно збурену систему
диференцiальних рiвнянь 4-го порядку
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Система рiвнянь (1.3) є виродженою лiнiйною сингулярно збуреною системою дифе-
ренцiальних рiвнянь 4-го порядку. Такi системи довiльного m-го порядку детально дослi-
джено в роботах [8 – 13]. Зокрема, в роботi [8] вивчено питання побудови асимптотичного
розв’язку такої системи у випадку простого спектра вiдповiдної граничної в’язки матриць,
а в роботах [9, 11, 13]—у випадках кратного спектра вiдповiдної граничної в’язкиматриць.
У роботi [12] розглянуто питання побудови асимптотичного розв’язку лiнiйної сингулярно
збуреної системи диференцiальних рiвнянь вищого порядку з використанням методу дiа-
грам Ньютона у випадку, коли умови теорем, отриманих у роботах [9, 10], не виконуються.

З використанням результатiв, одержаних у [8 – 13], у цiй статтi дослiдимо питання
побудови асимптотичного розв’язку системи диференцiальних рiвнянь (1.3).

2. Аналiз структури загального розв’язку. Згiдно з [8 – 13] асимптотичнi розв’язки сис-
теми (1.3) будують залежно вiд спектра граничної в’язки матриць

P (θ) = A
(0)
0 + θA

(0)
1 + θ2A

(0)
2 + θ3A

(0)
3 + θ4A

(0)
4 .

З використанням формули (1.5) в’язка матриць P (θ) набирає вигляду

P (θ) =




b1λ
2 0 0

0 b2λ
2 0

0 0 θ4


. (2.1)

Згiдно з роботою [8, с. 203] в’язка матриць (2.1) має одне власне значення θ = 0
(кратностi 4), якому вiдповiдає один скiнченний елементарний дiльник θ4 (кратностi 4) i
два нескiнченнi ξ4, ξ4 (кратностi 4 кожний).

Отже, система рiвнянь (1.3) має двi групи розв’язкiв: розв’язки першої групи, якi вiдпо-
вiдають скiнченному елементарному дiльнику, i розв’язки другої групи, якi вiдповiдають
двом нескiнченним елементарним дiльникам, в’язки матриць (2.1).

Оскiльки система диференцiальних рiвнянь (1.3) є виродженою, то її фундаментальна
система розв’язкiв складаєтьсяменше, нiж з 12 частинних лiнiйнонезалежнихрозв’язкiв.У
роботi [9] встановлено, що фундаментальна система розв’язкiв виродженої системи дифе-
ренцiальних рiвнянь (1.3) складається з 12− s її частинних лiнiйно незалежних розв’язкiв,
де натуральне число s визначаться як сума довжин усiх жорданових ланцюжкiв матрицi
A
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Так, вiдповiдно до роботи [9], матриця A
(0)
4 вiдносно операторiв Li(ε), i = 1, 4, має

жорданiв ланцюжок векторiв завдовжки s, якщо iснують ненульовi вектори ϕj , j = 1, s,
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такi, що задовольняють спiввiдношення

A
(0)
4 ϕ1 = 0, A

(0)
4 ϕj +

min(j−1,4)∑

i=1

Li(ε)ϕj−i = 0, j = 2, s,

а рiвняння

A
(0)
4 z +

min(s,4)∑

i=1

Li(ε)ϕs+1−i = 0

не має розв’язку.
Використавши результат, отриманий в [9, с. 339], досить просто можна встановити,

що матриця A(0)
4 вiдносно операторiв Li(ε), i = 1, 4, має 2 жордановi ланцюжки векторiв

завдовжки 2 кожний, тобто s = 4. Тому фундаментальна система розв’язкiв системи
рiвнянь (1.3) складається з 8 її частинних лiнiйно незалежних розв’язкiв.

3. Побудова розв’язкiв першої групи. Для побудови розв’язкiв першої групи системи
диференцiальних рiвнянь (1.3) використаємо метод дiаграм Ньютона та результати, отри-
манi в роботi [12].

Згiдно з [12] розв’язки першої групи системи (1.3) шукатимемо у виглядi

yn(x, ε) = u(ε) exp


ε−1

x∫

0

θ(ε)dτ


, (3.1)

де u(ε), θ(ε) —шуканi 3-вимiрний вектор i скалярна функцiя вiдповiдно.
Пiдставивши вектор-функцiю (3.1) в систему диференцiальних рiвнянь (1.3) i викори-

ставши результати роботи [12], отримаємо рiвняння розгалуження для визначення функцiї
θ(ε) :

θ4(ε) +
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+∞∑
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+∞∑
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[
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= 0. (3.2)

При цьому
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ϕ. (3.3)

Згiдно з [12] коефiцiєнти рiвностей (3.2), (3.3) визначаються за формулами

L0s =
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)
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)
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∑
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s∑

j=0

(−1)i4+i3+i2+i1+j−1
(
W

(s)
HΓ[i4, i3, i2, i1, j]ϕ,ψ

)
, (3.6)
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k = 1, 2, . . . , s = 1, 2, . . . ,

L̃0s =
s∑

j=1

(−1)j−1W
(s)
HΓ[0, 0, 0, 0, j], s = 1, 2, . . . , (3.7)

L̃k0 =

min(k,4)∑

j=1

∂jP (0)

j!∂θj
σk+1−j(H1, H2, H3, H4), k = 1, 2, . . . , (3.8)

L̃ks
[
θk
]

=
∑

4i4+3i3+2i2+i1=k

s∑

j=0

(−1)i4+i3+i2+i1+j−1W
(s)
HΓ[i4, i3, i2, i1, j], (3.9)

k = 1, 2, . . . , s = 1, 2, . . . .

У рiвностях (3.4) – (3.9) згiдно з [9] ϕ, ψ — елементи нуль-простору матриць P (0) =

= A
(0)
0 i P ∗(0), спряженої до матрицi P (0), вiдповiдно; H —узагальнена обернена матриця

до матрицi P (0),

H1 = −H
(
A

(0)
1 + 2 · 0A(0)

2 + 3 · 02A
(0)
3 + 4 · 03A

(0)
4

)
,

H2 = −H
(
A

(0)
2 + 3 · 0A(0)

3 + 6 · 02A
(0)
4

)
,

H3 = −H
(
A

(0)
3 + 4 · 0A(0)

4

)
,

H4 = −HA(0)
4 , σ1(H1, H2, H3, H4) = diag {1, 1, 1} ,

σi(H1, H2, H3, H4) =

min(i−1,4)∑

j=1

Hjσ
i−j(H1, H2, H3, H4), i = 2, 3, . . . ,

W̃
(s)
HΓ[i4, i3, i2, i1, i0] — сума всiх можливих добуткiв операторiв HΓ

(ski)
k , k = 0, 4, сума

верхнiх iндексiв яких ski дорiвнює s (ski ∈ N ∪ {0}, k = 1, 4, s0i ∈ N), а вирази
W

(s)
HΓ[i4, i3, i2, i1, j] вiдрiзняються вiд виразiв W̃

(s)
HΓ[i4, i3, i2, i1, j] лише вiдсутнiстю в усiх

їхнiх доданках першого множника H.
Оскiльки σi(H1, H2, H3, H4) = diag{0, 0, 0}, i = 2, 3, . . . , то згiдно з (3.5) маємо

Lk0 = 0, k = 5, 6, . . . . (3.10)

Оператори Γ
(s)
k , k = 0, 4, визначаються за формулами

Γ
(s)
0 = A

(s)
0 +

4∑

i=1

i∑

j=1

5−i∑

γ=1

Ci+γ−j−1
i+γ−1 Di−j

[
0γ−1

]
A

(s−i)
i+γ−1

dj

dxj
+

+

3∑

i=1

4−i∑

j=1

Di

[
0j
]
A

(s−i)
i+j , s = 1, 2, . . . , (3.11)
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Γ
(s)
k (θ) = θk

∂kP (s)(0)

k!∂θk
+

+

4−k∑

i=1

i∑

j=1

5−k−i∑

γ=1

Ckγ+k−1C
i+γ+k−j−1
i+γ+k−1 Di−j

[
θk · 0γ−1

]
A

(s−i)
i+γ+k−1

dj

dxj
+

+
4−k∑

i=1

5−k−i∑

j=1

Ckj+k−1Di

[
θk · 0j−1

]
A

(s−i)
i+j+k−1, k = 1, 3, s = 0, 1, . . . , (3.12)

Γ
(s)
4 (θ) = θ4 ∂

4P (s)(0)

4!∂θ4
, s = 0, 1, . . . , (3.13)

де P (s)(θ) = A
(s)
0 +θA

(s)
1 +θ2A

(s)
2 +θ3A

(s)
3 +θ4A

(s)
4 , Di

[
θj
]
—сума всiх можливих добуткiв i

операторiв диференцiювання D =
d

dx
, якi дiють на вирази, розмiщенi праворуч вiд них, та

j функцiй θ, причому останнiм множником у всiх доданках має бути θ ; також покладаємо,
що D0

[
θ0
]

= 1.

Зокрема, для системи (1.3) з урахуванням (1.4), (1.5) маємо

ϕ = col(0, 0, 1), ψ = col(0, 0, 1),

H = diag

{
1

b1λ2
,

1

b2λ2
, 0

}
,

H1 = diag{0, 0, 0}, H2 = diag{0, 0, 0},

H3 = diag{0, 0, 0}, H4 = diag{0, 0, 0},

σ2(H1, H2, H3, H4) = diag{0, 0, 0},

σ3(H1, H2, H3, H4) = diag{0, 0, 0},

σ4(H1, H2, H3, H4) = diag{0, 0, 0}.

Враховуючи (1.4), (1.5), (3.10), (3.11), (3.12), оператори Γ
(s)
0 , Γ

(s)
k (θ), k = 1, 4, визнача-

ємо за формулами

Γ
(s)
0 = A

(s)
0 +A

(s−1)
1

d

dx
+A

(s−2)
2

d2

dx2
, s = 1, 2, . . . , (3.14)

Γ
(s)
1 (θ) = θA

(s)
1 + 2θA

(s−1)
2

d

dx
+ 4θA

(s−3)
4

d3

dx3
, s = 0, 1, . . . , (3.15)

Γ
(s)
2 (θ) = θ2A

(s)
2 + 6θ2A

(s−2)
4

d2

dx2
, s = 0, 1, . . . , (3.16)

Γ
(s)
3 (θ) = 4θ3A

(s−1)
4

d

dx
, s = 0, 1, . . . , (3.17)

Γ
(s)
4 (θ) = θ4A

(s)
4 , s = 0, 1, . . . . (3.18)
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������i ����������
✓(") = ✓1"

⇢ +
X

i�2

✓i"
p+i�1

q .

���� ✓1 — ���������� ������� ���i�� ������������� �i������ ����� A1A2, �� ��i���
� [14, �. 49; 12] � ���������i (3.19) ����i������� �i���� ������ ����, � ��� �����������
��������� ����i� ����i��� ����������� ���� �i������ �������������, �������� � (3.2)
���i�� ✓(") = ✓1"

⇢ + ⌘("). ���� �i����i��� ����������� �i������ ������ ����� �������
���i��, �� ��������� ����i��� ���������, i ��� ���i.

������i��i �i�������� ����i��� �������� ��� ������ ����� �i������ �������. ���
�����, �� �������� � [14, �. 46 – 52], ��� ������ ����� �i������������� ����� ����������
��i���� ����’���i� �i������ ������������� (3.2), ���� � ������� ������i� �i�� ����� ��

�i�� ������.
-

6

k

s

0 1 2 3 4

1
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3

4

•@
@

@
@

@
@

@
@@

•

���. 2

-

6

k

s

0

•
•

•

1 2 3 4

1

2

3

4

5

6

7

8

•@
@

@
@

@
@@

•

D
D
D
D
D
D
D
D
D
DD A0

A1

A2

A3
A4

���. 3

-

6

k

s

0

•
@

@
@

A0(0; s0)s0

•

• C2

aaaaa
A1(k1; s1)

• A2(k2; s2)B1
!!!!••

• C1

Al(kl; sl)

���. 1
k1

s1

k2

s2

��������� ����� �� ����’���� ����� �����i. �������� ��������� ��i ������i ��������
✓1 i m1 � ���������� (3.19). ��� ����� ��������� ����� �i������ �i������ (3.2). � �i��
����� ���������, ��i i� ����i�i���i� Lk0, L0s, Lks

⇥
✓k
⇤
�i������ (3.2) ������ �i��i��i �i�

����.
������������ ������� (3.4), (3.11), (3.12), (3.13), ����������, �� L01 = 0, L02 = 0,

L03 = 0, � L04 = 1 + b3�
2 6= 0.

�����, ������������ �i�����i (3.6), (3.11), (3.12), (3.12), �i������� L11[✓] = 0, L12[✓] =
= 0, L21

⇥
✓2
⇤

= 0, L13[✓] = 0, L22

⇥
✓2
⇤

= 0, L31

⇥
✓3
⇤

= 0, L40 = 1.
���������� ���� �������i ��������, ��� ���������� �������� ������� ✓1 i m1 ����-

����� ����� �i������ �i������ ������������� (3.20) (���. 2). ���� �i����� ����������� �
���i�� �����, ����i�i��� ������ ���� ���i���� 1, � �����i� �� �i�� ������ 4. ����, ��i���
� ������� �i����� �������, �������� m1 = 1, � �����i� ✓1 ��� 4 ��������, ������� �
���� �i����i��� ��� ��������. �������� �����i� ✓1 ��������� � ������������� �i������

L04 + ✓4
1L40 = 0

���, ���������� ��������� L04, L40,

✓4
1 + 1 + b3�

2 = 0. (3.21)
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Рис. 1

Перейдемо тепер безпосередньо до побудови наближеного розв’язку рiвняння (3.2).
Шукатимемо його у виглядi

θ(ε) = θ1ε
m1 + θ2ε

m2 + . . .+ θsε
ms + . . . , (3.19)

де 0 ≤ m1 < m2 < . . . < ms < . . . , s ∈ N.
Невiдомi сталi функцiї θs i показники степенiв ms визначатимемо таким чином, щоб

стала функцiя (3.19) задовольняла рiвняння (3.2).
Пiдставимо (3.19) в рiвняння (3.2) i врахуємо формулу (3.10). В результатi отримаємо

(θ1ε
m1 + α(ε))4 +

+∞∑

s=1

εsL0s +

+∞∑

s=1

+∞∑

k=1

εsLks

[
(θ1ε

m1 + α(ε))k
]

= 0, (3.20)

де α(ε) = θ2ε
m2 + . . .+ θsε

ms + . . . .
Для визначення можливих значень θ1 i m1 використаємо метод дiаграм Ньютона [14,

с. 46 – 53; 12].
Згiдно з цим методом, щоб знайти θ1 i m1, кожному вiдмiнному вiд нуля коефiцiєн-

ту Lks[θ] рiвняння (3.20) поставимо у вiдповiднiсть точку A(k; s) у прямокутнiй системi
координат Oks (рис. 1). Навколо точки A0(0; s0), яка знаходиться найближче до осi Ok,
проти руху годинникової стрiлки обертатимемо пряму до моменту її зустрiчi з деякою точ-
кою A1(k1; s1). Потiм пряму в тому ж самому напрямi обертатимемо навколо точки A1 до
моменту її зустрiчi з точкою A2(k2; s2), i так далi. З’єднавши одержанi точки, побудуємо
ламану (рис. 1), яка називається першою дiаграмою рiвняння (3.20). Зауважимо, що нижче
побудованої ламаної немає жодної точки з набору точок A(k; s).

Зауважимо, що коли на осi Os немає точок, побудову дiаграми потрiбно починати з
подiбної точки прямої k = 1. Якщо ж i на прямiй k = j, j < i, точки вiдсутнi, то побудову
дiаграми потрiбно починати з точок прямої k = i.

Розглянемо, наприклад, другу ланку A1A2 дiаграми (рис. 1). На нiй, крiм точок A1, A2,
є також точка B1 набору точок A(k; s). Вiдповiдно до методу дiаграм Ньютона [14, с. 48]
число ρ =

s1 − s2

k2 − k1
=
p

q
називають коефiцiєнтом нахилу ланки A1A2, де НСД (p, q) = 1.

Число ρ дорiвнює одному з можливих значень показника m1 в розвиненнi (3.19). Тодi одне
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зi значень невiдомої функцiї θ1 буде визначатися iз визначального рiвняння
∑′

Lks
[
θk1
]

=

= 0 другої ланки A1A2 дiаграми
(
символом

∑′
позначатимемо суму виразiв Lks

[
θk1
]

таких, що (k; s) ∈ A1A2

)
.

Якщо θ1 — ненульовий простий корiнь визначального рiвняння ланки A1A2, то згiдно
з [14, c. 48; 12] цiй ланцi вiдповiдатиме розв’язок рiвняння (3.20), який зображається у
виглядi розвинення

θ(ε) = θ1ε
ρ +

∑

i≥2

θiε
p+i−1

q .

Якщо θ1 — ненульовий кратний корiнь визначального рiвняння ланки A1A2, то згiдно
з [14, с. 49; 12] в розвиненнi (3.19) зберiгається тiльки перший член, а для знаходження
наступних членiв потрiбно використати нове рiвняння розгалуження, зробивши в (3.2)
замiну θ(ε) = θ1ε

ρ + η(ε). Якщо вiдповiдне визначальне рiвняння матиме знову кратний
корiнь, то процедуру потрiбно повторити, i так далi.

Аналогiчнi мiркування потрiбно провести для кожної ланки дiаграми Ньютона. При
цьому, як показано в [14, с. 46 – 52], для кожної ланки дiаграмиНьютона можна побудувати
таке число розв’язкiв рiвняння розгалуження (3.2), яке дорiвнює довжинi проекцiї цiєї
ланки на вiсь абсцис.

Перейдемо тепер до розв’язку нашої задачi. Спочатку визначимо всi можливi значення
θ1 i m1 з розвинення (3.19). Для цього побудуємо першу дiаграму рiвняння (3.2). З цiєю
метою визначимо, якi з коефiцiєнтiв Lk0, L0s, Lks

[
θk
]
рiвняння (3.2) будуть вiдмiннi вiд

нуля.
Використавши формули (3.4), (3.11), (3.12), (3.13), встановимо, що L01 = 0, L02 = 0,

L03 = 0, а L04 = 1 + b3λ
2 6= 0.

Також, використавши рiвностi (3.6), (3.11), (3.12), (3.13), дiстанемо L11[θ] = 0, L12[θ] =
= 0, L21

[
θ2
]

= 0, L13[θ] = 0, L22

[
θ2
]

= 0, L31

[
θ3
]

= 0, L40 = 1.

Враховуючи зробленi вище викладки, для визначення можливих значень θ1 i m1 по-
будуємо першу дiаграму рiвняння розгалуження (3.20) (рис. 2). Ця дiаграма складається з
однiєї ланки, коефiцiєнт нахилу якої дорiвнює 1, а проекцiя на вiсь абсцис — 4. Тому, згiд-
но з методом дiаграм Ньютона, показник m1 = 1, а функцiя θ1 має 4 значення, кожному з
яких вiдповiдає цей показник. Значення функцiї θ1 знаходимо з визначального рiвняння

L04 + θ4
1L40 = 0

або, враховуючи структуру L04, L40,

θ4
1 + 1 + b3λ

2 = 0. (3.21)

З рiвняння (3.21) отримаємо

θ
(j)
1 = 4

√∣∣1 + b3λ2
∣∣
(

cos
arg
(
−1− b3λ2

)
+ 2π(j − 1)

4
+

+ i sin
arg
(
−1− b3λ2

)
+ 2π(j − 1)

4

)
, j = 1, 4. (3.22)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2020, т. 23, № 3



АCИМПТОТИКА ЗАГАЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ЛIНIЙНОЇ ОДНОРIДНОЇ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНОЇ . . . 373

�C��������� ���������� ����’���� �I�I���� �����I���� ���������� �������� . . . 9

������i ����������
✓(") = ✓1"

⇢ +
X

i�2

✓i"
p+i�1

q .

���� ✓1 — ���������� ������� ���i�� ������������� �i������ ����� A1A2, �� ��i���
� [14, �. 49; 12] � ���������i (3.19) ����i������� �i���� ������ ����, � ��� �����������
��������� ����i� ����i��� ����������� ���� �i������ �������������, �������� � (3.2)
���i�� ✓(") = ✓1"

⇢ + ⌘("). ���� �i����i��� ����������� �i������ ������ ����� �������
���i��, �� ��������� ����i��� ���������, i ��� ���i.

������i��i �i�������� ����i��� �������� ��� ������ ����� �i������ �������. ���
�����, �� �������� � [14, �. 46 – 52], ��� ������ ����� �i������������� ����� ����������
��i���� ����’���i� �i������ ������������� (3.2), ���� � ������� ������i� �i�� ����� ��

�i�� ������.
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���. 1
k1

s1

k2

s2

��������� ����� �� ����’���� ����� �����i. �������� ��������� ��i ������i ��������
✓1 i m1 � ���������� (3.19). ��� ����� ��������� ����� �i������ �i������ (3.2). � �i��
����� ���������, ��i i� ����i�i���i� Lk0, L0s, Lks

⇥
✓k
⇤
�i������ (3.2) ������ �i��i��i �i�

����.
������������ ������� (3.4), (3.11), (3.12), (3.13), ����������, �� L01 = 0, L02 = 0,

L03 = 0, � L04 = 1 + b3�
2 6= 0.

�����, ������������ �i�����i (3.6), (3.11), (3.12), (3.12), �i������� L11[✓] = 0, L12[✓] =
= 0, L21

⇥
✓2
⇤

= 0, L13[✓] = 0, L22

⇥
✓2
⇤

= 0, L31

⇥
✓3
⇤

= 0, L40 = 1.
���������� ���� �������i ��������, ��� ���������� �������� ������� ✓1 i m1 ����-

����� ����� �i������ �i������ ������������� (3.20) (���. 2). ���� �i����� ����������� �
���i�� �����, ����i�i��� ������ ���� ���i���� 1, � �����i� �� �i�� ������ 4. ����, ��i���
� ������� �i����� �������, �������� m1 = 1, � �����i� ✓1 ��� 4 ��������, ������� �
���� �i����i��� ��� ��������. �������� �����i� ✓1 ��������� � ������������� �i������

L04 + ✓4
1L40 = 0

���, ���������� ��������� L04, L40,

✓4
1 + 1 + b3�

2 = 0. (3.21)
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Рис. 2

Отже, згiдно з [14] маємо 4 розв’язки рiвняння (3.2): θ(j)(ε) = θ
(j)
1 ε+O(ε), j = 1, 4.

Для того щоб знайти наближений розв’язок рiвняння (3.20) з бiльшою точнiстю, визна-
чимо можливi значення θ2 i m2 з розвинень (3.19). Для цього зафiксуємо одне зi значень
θ

(j)
1 , j = 1, 4, i в рiвняннi (3.2) зробимо замiну θ = θ

(j)
1 ε + η. В результатi отримаємо нове

рiвняння розгалуження

(
θ

(j)
1 ε+ η

)4
+

+∞∑

s=4

εsL0s +
+∞∑

s=1

+∞∑

k=1

εsLks

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)k]
= 0. (3.23)

Побудуємо дiаграму рiвняння (3.23), яку називають другою дiаграмою рiвняння (3.2).
Для цього визначимо, якi коефiцiєнти L′ks

[
ηk
]
нового рiвняння розгалуження (3.23) будуть

вiдмiннi вiд нуля, де L′ks
[
ηk
]
— коефiцiєнти рiвняння (3.23), якi мiстять k сталих функцiй

η(ε).

Спочатку встановимо, який перший iз коефiцiєнтiв L′0s буде вiдмiнний вiд нуля. Вiдмi-
тимо, що L′01 = 0, L′02 = 0, L′03 = 0, оскiльки

L01 = 0, L02 = 0, L03 = 0,

L11

[
θ

(j)
1 ε+ η

]
= 0, L12

[
θ

(j)
1 ε+ η

]
= 0, L21

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)2
]

= 0.

Зокрема, коефiцiєнт L′03 складається з доданкiв, якi мiстяться в коефiцiєнтах L03,

L12

[
θ

(j)
1 ε+ η

]
, L21

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)2
]
.

Коефiцiєнт L′04 складається з доданкiв, якi мiстяться в коефiцiєнтах L04 = 1 + b3λ
2,

L22

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)2
]

= 0, L13

[
θ

(j)
1 ε+ η

]
= 0, L31

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)3
]

= 0 i
(
θ

(j)
1

)4
. Вилучивши їх,

отримаємо L′04 =
(
θ

(j)
1

)4
+ 1 + b3λ

2, а, врахувавши (3.22), дiстанемо L′04 = 0.

Дiючи аналогiчним чином, встановимо, що L′05 = 0, L′06 = 0, L′07 = 0, оскiльки

L05 = 0, L14

[
θ

(j)
1 ε+ η

]
= 0, L23

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)2
]

= 0, L32

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)3
]

= 0,
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L41

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)4
]

= 0, L06 = 0, L15

[
θ

(j)
1 ε+ η

]
= 0, L24

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)2
]

= 0,

L33

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)3
]

= 0, L42

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)4
]

= 0, L51

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)5
]

= 0, L07 = 0,

L16

[
θ

(j)
1 ε+ η

]
= 0, L25

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)2
]

= 0, L34

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)3
]

= 0,

L43

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)4
]

= 0, L52

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)5
]

= 0, L61

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)6
]

= 0.

Коефiцiєнт L′08 складається з доданкiв, якi мiстяться в коефiцiєнтах

L08 = a3 6= 0, L17

[
θ

(j)
1 ε+ η

]
= 0, L26

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)2
]

=
(
θ

(j)
1 ε+ η

)2
Q3,

L35

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)3
]

= 0, L44

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)4
]

= 0, L53

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)5
]

= 0,

L62

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)6
]

= 0, L71

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)7
]

= 0.

Вилучивши їх, отримаємо L′08 = a3+
(
θ

(j)
1

)2
Q3 6= 0. Отже, на другiй дiаграмi рiвняння (3.2)

є точка A0(0; 8).

Потiм встановимо, який перший iз коефiцiєнтiв L′1s[η] буде вiдмiнним вiд нуля. За-
уважимо, що L′11[η] = 0, L′12[η] = 0, оскiльки L11

[
θ

(j)
1 ε+ η

]
= 0, L12

[
θ

(j)
1 ε+ η

]
= 0,

L21

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)2
]

= 0.

Визначимо коефiцiєнт L′13[η]. Вираз L′13[η] складається з доданкiв, якi мiстяться в
коефiцiєнтах

L13

[
θ

(j)
1 ε+ η

]
= 0, L22

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)2
]

= 0, L31

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)3
]

= 0

i доданка 4
(
θ

(j)
1

)3
η. Вилучившицi доданки, отримаємо L′13[η] = 4

(
θ

(j)
1

)3
η. Отже, на другiй

дiаграмi рiвняння (3.2) є точка A1(1; 3).

Визначимо тепер, який перший iз коефiцiєнтiв L′2s
[
η2
]
буде вiдмiнним вiд нуля. Заува-

жимо, що коефiцiєнт L′21

[
η2
]

= 0, оскiльки L21

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)2
]

= 0. Вираз L′22

[
η2
]
склада-

ється з доданкiв, якi мiстяться в L22

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)2
]
, L31

[(
θ

(j)
1 ε+ η

)3
]
i доданка 6

(
θ

(j)
1

)2
η2.

Тому L′22

[
η2
]

= 6
(
θ

(j)
1

)2
η2.

Дiючи аналогiчно, встановимо, що L′31

[
η3
]

= 4η3θ
(j)
1 , η4L′40 = η4.

Отже, на другiй дiаграмi Ньютона рiвняння (3.2) також є точки A2(2; 2), A3(3; 1),
A4(4; 0).
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7

Якщо ✓1 – ненульовий кратний корiнь визначального рiвняння ланки A1A2, то згiдно з [5, с.
49; 13] в розвиненнi (3.19) зберiгається тiльки перший член, а для знаходження наступних членiв
потрiбно використати нове рiвняння розгалудження, зробивши в (3.2) замiну ✓(") = ✓1"

⇢ + ⌘(").
Якщо вiдповiдне визначальне рiвняння матиме знову кратний корiнь, то процедуру потрiбно
повторити, i так далi.

Аналогiчнi мiркування потрiбно провести для кожної ланки дiаграми Ньютона. При цьому,
як показано в [5, с. 46 - 52], для кожної ланки дiаграми Ньютона можна побудувати стiльки
розв’язкiв рiвняння розгалудження (3.2), якою є довжина проекцiї цiєї ланки на вiсь абсцис.
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Рис. 1

k1

s1

k2

s2

Перейдемо тепер до розв’язку нашої задачi. Спочатку визначимо всi можливi значення ✓1

i m1 з розвинення (3.19). Для цього побудуємо першу дiаграму рiвняння (3.2). З цiєю метою
визначимо, якi iз коефiцiєнтiв Lk0, L0s, Lks

⇥
✓k
⇤

рiвняння (3.2) будуть вiдмiннi вiд нуля.
Використавши формули (3.4), (3.11), (3.12), (3.13), встановимо, що L01 = 0, L02 = 0, L03 = 0,

а L04 = 1 + b3�
2 6= 0.

Також, використавши рiвностi (3.6), (3.11), (3.12), (3.12), дiстанемо L11 [✓] = 0, L12 [✓] = 0,
L21 [✓2] = 0, L13 [✓] = 0,L22 [✓2] = 0, L31 [✓3] = 0, L40 = 1.

Враховуючи вище зробленi викладки, для визначення можливих значень ✓1 i m1 побудуємо
першу дiаграму рiвняння розгалудження (3.20) (рис. 2). Дана дiаграм складається з однiєї
ланки, коефiцiєнт нахилу якої дорiвнює 1, а проецiя на вiсь абсцис 4. Тому, згiдно з методом
дiаграм Ньютона, показник m1 = 1, а функцiя ✓1 має 4 значення, кожному з яких вiдповiдає
цей показник. Значення функцiї ✓1 знаходимо з визначального рiвняння

L04 + ✓4
1L40 = 0

або, враховуючи структуру L04, L40,

✓4
1 + 1 + b3�

2 = 0. (3.21)

З рiвняння (3.21) отримаємо

✓
(j)
1 = 4

q��1 + b3�2
��
✓

cos
arg (�1 � b3�

2) + 2⇡(j � 1)

4
+ i sin

arg (�1 � b3�
2) + 2⇡(j � 1)

4

◆
, (3.22)

j = 1, 4.
Отже, згiдно з [5] маємо 4 розв’язки рiвняння (3.2): ✓(j)(") = ✓

(j)
1 "+ O("), j = 1, 4.

Для того, щоб знайти наближений розв’язок рiвняння (3.20) з бiльшою точнiстю визначимо
можливi значення ✓2 i m2 з розвинень (3.19). Для цього зафiксуємо одне iз значень ✓

(j)
1 , j =

Рис. 3

У результатi побудуємо другу дiаграму рiвняння (3.2) (рис. 3). Ця дiаграма складається
з двох ланок A0A1 i A1A4. Коефiцiєнт нахилу ланки A0A1 дорiвнює 5, а ланки A1A4 — 1.
Оскiльки для другої ланки A1A4 цiєї дiаграми коефiцiєнт нахилу дорiвнює 1, що не бiльше
вiд значення m1 = 1, розглядатимемо тiльки першу ланку A0A1, для якої m2 = 5. Оскiльки
проекцiя ланки A0A1 на вiсь абсцис Ok дорiвнює 1, то показнику m2 = 5 вiдповiдатиме
одне значення функцiї θ2. Значення θ2 знаходитимемо з визначального рiвняння

L′08 + L′13[θ2] = 0

або, врахувавши структуру L′08, L
′
13[θ2], з рiвняння

4
(
θ

(j)
1

)3
θ2 + a3

(
θ

(j)
1

)2
Q3 = 0. (3.24)

З рiвняння (3.24) дiстанемо

θ
(j)
2 = −a3Q3

4θ
(j)
1

, j = 1, 4. (3.25)

Згiдно з [12, 14] маємо чотири наближенi розв’язки рiвняння (3.2): θ(j)(ε) = θ
(j)
1 ε +

+ θ
(j)
2 ε5 + O

(
ε5
)
, j = 1, 4, де значення θ

(j)
1 , θ

(j)
2 , j = 1, 4, визначаються за формула-

ми (3.22), (3.25).
Для того щоб знайти наближений розв’язок рiвняння (3.2) з бiльшою точнiстю, потрiб-

но визначити можливi значення θ3 i m3 з розвинень (3.19). Для цього в рiвняннi (3.2)
потрiбно зробити замiну θ = θ

(j)
1 ε+θ

(j)
2 ε5 +η i з отриманого нового рiвняння розгалуження,

повторивши попереднi мiркування, визначити θ3 i m3. Використовуючи даний метод,
можна побудувати наближений розв’язок рiвняння (3.2) з будь-якою точнiстю.
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Зауважимо,щооскiльки θ(j)
1 , j = 1, 4, є простимикоренями вiдповiдного визначального

рiвняння (3.21), то згiдно з [14, с. 49] розв’язки θ(j)(ε), j = 1, 4, рiвняння (3.2) можна
побудувати також у виглядi

θ(j)(ε) = θ
(j)
1 ε+

+∞∑

i=2

εiθ̃i, (3.26)

де невiдомi коефiцiєнти θ̃i, i = 2, 3, . . . , визначатимемо так, щоб функцiї (3.26) задоволь-
няли рiвняння (3.2).

Знайшовши 4 наближенi розв’язки θ(j)(ε) = θ
(j)
1 ε + θ

(j)
2 ε5 + O

(
ε5
)
, j = 1, 4, рiвнян-

ня (3.2), за формулою (3.3) визначимо вiдповiднi значення векторiв u(j)(ε), j = 1, 4, з
точнiстю, наприклад, O

(
ε6
)
. Для цього зробимо деякi додатковi обчислення. Використав-

ши формули (3.7) – (3.9) та (3.14) – (3.18), знайдемо

L̃0s, s = 1, 6, L̃k0, k = 1, 6,

L̃11

[
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
)]
, L̃12

[
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
)]
,

L̃21

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))2
]
, L̃13

[
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
)]
,

L̃22

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))2
]
, L̃31

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))3
]
,

L̃14

[
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
)]
, L̃23

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))2
]
,

L̃32

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))3
]
, L̃41

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))4
]
,

L̃15

[
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
)]
, L̃24

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))2
]
,

L̃33

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))3
]
, L̃42

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))4
]
,

L̃51

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))5
]
.

Отже, в результатi отримаємо

L̃01 = diag{0, 0, 0}, L̃02 = diag{0, 0, 0},

L̃03 = diag{0, 0, 0}, L̃04 = Γ
(4)
0 ,

L̃05 = diag{0, 0, 0}, L̃06 = Γ
(6)
0 , L̃10 = diag{0, 0, 0},

L̃20 = diag{0, 0, 0}, L̃30 = diag{0, 0, 0}, L̃40 = A
(0)
4 ,

L̃k0 = diag{0, 0, 0}, k = 5, 6, . . . ,
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L̃11

[
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
)]

= diag{0, 0, 0},

L̃12

[
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
)]

= diag{0, 0, 0},

L̃21

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))2
]

= diag{0, 0, 0},

L̃13

[
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
)]

= Γ
(3)
1

(
x, θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))
,

L̃22

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))2
]

= Γ
(2)
2

(
x, θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))
,

L̃31

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))3
]

= Γ
(1)
3

(
x, θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))
,

L̃14

[
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
)]

= diag{0, 0, 0},

L̃23

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))2
]

= diag{0, 0, 0},

L̃32

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))3
]

= diag{0, 0, 0},

L̃41

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))4
]

= diag{0, 0, 0},

L̃15

[
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
)]

= diag{0, 0, 0},

L̃24

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))2
]

= diag{0, 0, 0},

L̃33

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))4
]

= diag{0, 0, 0},

L̃42

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))4
]

=

= −Γ
(1)
3

(
x, θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))
HΓ

(3)
1

(
x, θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))
−

− Γ
(3)
1

(
x, θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))
HΓ

(1)
3

(
x, θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))
−

− Γ
(2)
2

(
x, θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))
HΓ

(2)
2

(
x, θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))
,

L̃51

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))5
]

= diag{0, 0, 0}.

У свою чергу
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HL̃04ϕ = col(0, 0, 0), HL̃40ϕ = col(0, 0, 0), HL̃06ϕ = col

(
0,
iQ2

b2λ2
, 0

)
,

HL̃22

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))2
]
ϕ = col(0, 0, 0),

HL̃13

[
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
)]
ϕ = col(0, 0, 0),

HL̃31

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))3
]
ϕ = col(0, 0, 0),

HL̃23

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))2
]
ϕ = col(0, 0, 0),

HL̃15

[
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
)]
ϕ = col(0, 0, 0),

HL̃24

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))2
]
ϕ = col(0, 0, 0),

HL̃33

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))3
]
ϕ = col(0, 0, 0),

HL̃42

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))4
]
ϕ = col(0, 0, 0),

HL̃41

[(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))2
]
ϕ = col(0, 0, 0),

HL̃40ϕ = col(0, 0, 0).

Врахувавши зробленi вище викладки, одержимо

u(j)(ε) = col(0, 0, 1)− ε6 col

(
0,
iQ2

b2λ2
, 0

)
+O

(
ε6
)
, j = 1, 4. (3.27)

Отже, в результатi вдалося побудувати 4 розв’язки першої групи системи диференцi-
альних рiвнянь (1.3):

y(j)
n (x, ε) = u(j) exp


ε−1

x∫

0

(
θ

(j)
1 ε+ θ

(j)
2 ε5 +O

(
ε5
))
dτ


, j = 1, 4, (3.28)

де сталi функцiї θ(j)
i , i = 1, 2, j = 1, 4, визначаються за формулами (3.22), (3.25), а вектори

u(j)(ε), j = 1, 4, — за формулою (3.27).
4. Побудова розв’язкiв другої групи. Перейдемо тепер до побудови розв’язкiв другої

групи системи диференцiальних рiвнянь (1.3). Результат, отриманий в роботi [12], стосу-
ється одновимiрного випадку, коли гранична в’язка матриць P (θ) має один кратний скiн-
ченний та нескiнченний елементарнi дiльники, тому безпосередньо результати роботи [12]
не можна застосувати для знаходження розв’язкiв другої групи системи (1.3). Проте iдеї,
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викладенi у цiй роботi, а також у [11], можна використати, щоб побудувати розв’язки другої
групи системи диференцiальних рiвнянь (1.3) у цьому багатовимiрному випадку.

Тому, слiдуючи [12], кожен iз розв’язкiв другої групи, що вiдповiдають 2 нескiнчен-
ним елементарним дiльникам граничної в’язки матриць P (0) кратностi 4, шукатимемо у
виглядi

yn(x, ε) = v(ε) exp


ε−1

x∫

0

dτ

ξ(ε)


, (4.1)

де v(ε) — 3-вимiрний вектор, ξ(ε) — скалярна стала функцiя, якi потрiбно визначити.
Пiдставивши вектор (4.1) у систему (1.3) i використавши формулу

dkyn
dxk

=
k∑

i=0

i∑

j=0

ε−jCikDi−j

[
1

ξj

]
dk−iv(ε)

dxk−i
exp

(
ε−1

∫ x

0

dτ

ξ(ε)

)
, k = 1, k,

отриману в роботi [8], дiстанемо

4∑

k=0

k∑

i=0

i∑

j=0

εk−jCikDi−j

[
1

ξj

]
Ak(ε)

dk−iv(ε)

dxk−i
= 0.

Повторивши мiркування, викладенi в роботi [12] для побудови розв’язкiв другої групи
в одновимiрному випадку, останню систему подамо у виглядi

A
(0)
4 v(ε) = Φ(ξ, ε)v(ε), (4.2)

де

Φ(ξ, ε) =
4∑

k=0

Qk(ξ, ε),

а оператори Qk(ξ, ε), k = 0, 4, з урахуванням рiвностi (1.5) визначаються за формулами

Q0(ε) = diag{0, 0, 0},

Qk(ξ, ε) = εkξ4
k∑

i=0

C4−i
4 Dk−i

[
1

ξ4−k

]
A

(0)
4

di

dxi
+

+ ξ4
k−1∑

i=0

i∑

j=0

Cj+4−k
i+4−kDj

[
1

ξ4−k

]
Ai+4−k(ε)

di−j

dxi−j
, k = 1, 3,

Q4(ξ, ε) = εkξ4A
(0)
4

d4

dx4
+ ξ4

2∑

i=0

εiAi(ε)
di

dxi
.

Так само оператори Qk(ξ, ε), k = 1, 4, зображаються у виглядi

Qk(ξ, ε) =
∑

s≥0

εsQ
(s)
k (ξ), k = 0, 4,
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де

Q
(s)
0 = diag{0, 0, 0}, s = 1, 2, . . . , (4.3)

Q
(s)
k (ξ) = ξ4

k∑

i=0

i∑

j=0

Cj+4−k
i+4−kDj

[
1

ξ4−k

]
A

(s−i)
i+4−k

di−j

dxi−j
, k = 1, 3, s = 0, 1, . . . , (4.4)

Q
(s)
4 (ξ) = ξ4

4∑

i=0

A
(s−i)
i

di

dxi
, s = 0, 1, . . . . (4.5)

Система (4.2) сумiсна тодi й тiльки тодi, коли виконується умова
(

Φ(ξ, ε)v(ε), ψ̃j

)
= 0, j = 1, 2, (4.6)

де ψ̃1 = col(1, 0, 0), ψ̃2 = col(0, 1, 0) — базиснi елементи нуль-простору матрицi
(
A

(0)
4

)∗
,

спряженої до матрицi A(0)
4 .

Слiдуючи [11], введемо до розгляду оператор проектування Q̂, який вiдображає 3-
вимiрний векторний простiр Ẽ на його 2-вимiрний пiдпростiр Ẽ0 таким чином:

Q̂b(x) =
(
b(x), ψ̃1

)
ϕ̃1 +

(
b(x), ψ̃2

)
ϕ̃2, (4.7)

де ϕ̃1 = col(1, 0, 0), ϕ̃2 = col(0, 1, 0) — базиснi елементи нуль-простору матрицi A(0)
4 , а

b(x) — довiльний елемент простору Ẽ.
Тодi умова сумiсностi (4.6) еквiвалентна такiй:

Q̂Φ(ξ, ε)v(ε) = col(0, 0)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉. (4.8)

При виконаннi умови (4.8) вектор v(ε) визначається за формулою

v(ε) = −GΦ(ξ, ε)v(ε) + z,

де G—матриця узагальнено обернена до матрицi A(0)
4 , а z = col (c1, c2)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉 —довiльний

вектор пiдпростору Ẽ0.
Рiвнiсть (diag{1, 1, 1}+GΦ(ξ, ε)) v(ε) = z формально задовольняється, якщо вектор

v(ε) подати у виглядi формального ряду

v(ε) = z +

+∞∑

k=1

(−1)k(GΦ(ξ, ε))k z. (4.9)

Тодi, врахувавши умову сумiсностi (4.8) i рiвнiсть (4.9), а також проаналiзувавши мiр-
кування, викладенi в роботi [12], для виведення рiвняння розгалуження розв’язкiв другої
групи можна зробити висновок, що результати, отриманi для одновимiрного випадку, мож-
на легко переформулювати для даного двовимiрного випадку.

Отже, шукана стала функцiя ξ(ε) повинна задовольняти рiвняння розгалуження
+∞∑

s=1

εsN0s +

+∞∑

k=1

ξkNk0 +

+∞∑

s=1

+∞∑

k=1

εsNks

[
ξk
]

= 0, (4.10)
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де коефiцiєнти N0s, Nk0, Nks

[
ξk
]
визначаються за формулами

N0s =
s∑

j=1

(−1)j−1Q̂W
(s)
GQ[0, 0, 0, 0, j] z, s = 1, 2, . . . , (4.11)

Nk0 =

min(k,4)∑

j=1

Q̂A
(0)
4−jσ

k+1−j(G1, G2, G3, G4) z, k = 1, 2, . . . , (4.12)

Nks

[
ξk
]

=
∑

4i4+3i3+2i2+i1=k

s∑

j=0

(−1)i4+i3+i2+i1+j−1Q̂×W (s)
GQ[i4, i3, i2, i1, j]z, (4.13)

s = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . , in ∈ N ∪ {0}, n = 1, 4.

При цьому вектор v(ε) зображається у виглядi

v(ε) = z −
+∞∑

s=1

εsGÑ0sz −
+∞∑

k=1

ξkGÑk0z −
+∞∑

s=1

+∞∑

k=1

εsGÑks

[
ξk
]
z. (4.14)

Його коефiцiєнти визначаються за формулами

Ñ0s =

s∑

j=1

(−1)j−1W
(s)
GQ[0, 0, 0, 0, j], s = 1, 2, . . . , (4.15)

Ñk0 =

min(k,4)∑

j=1

A
(0)
4−jσ

k+1−j(G1, G2, G3, G4), k = 1, 2, . . . , (4.16)

Ñks

[
ξk
]

=
∑

4i4+3i3+2i2+i1=k

s∑

j=0

(−1)i4+i3+i2+i1+j−1W
(s)
GQ[i4, i3, i2, i1, j], (4.17)

s = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . , in ∈ N ∪ {0}, n = 1, 4.

У формулах (4.11) – (4.13), (4.15) – (4.17) W̃ (s)
GQ[i4, i3, i2, i1, i0], — сума всiх можливих

добуткiв операторiв GQ(ski)
k , k = 0, 4, сума верхнiх iндексiв ski яких дорiвнює s (ski ∈

∈ N ∪ {0}}, k = 1, 4, s0i ∈ N), а вирази W
(s)
GQ[i4, i3, i2, i1, j] вiдрiзняються вiд виразiв

W̃
(s)
GQ[i4, i3, i2, i1, j] лише вiдсутнiстю в усiх їхнiх доданках першого множника G, Gj =

= −GA(0)
4−j = diag{0, 0, 0}, j = 1, 4.

Перейдемо тепер до побудови наближеного розв’язку рiвняння (4.10).
Розв’язок рiвняння (4.10) шукатимемо у виглядi

xi(ε) = ξ1ε
m1 + ξ2ε

m2 + . . .+ ξsε
ms + . . . , (4.18)

де 0 ≤ m1 < m2 < . . . < ms < . . . , s ∈ N.
Невiдомi сталi функцiї ξs i показники степенiв ms визначатимемо таким чином, щоб

функцiя (4.14) задовольняла рiвняння (4.10).
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Пiдставивши (4.14) в (4.10), отримаємо
+∞∑

s=1

εsN0s +

+∞∑

k=1

(ξ1ε
m1 + α(ε))kNk0+

+
+∞∑

s=1

+∞∑

k=1

εsNks

[
(ξ1ε

m1 + α(ε))k
]

= col(0, 0)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉, (4.19)

де α(ε) = ξ2ε
m2 + . . .+ ξsε

ms + . . . .
Для визначення можливих значень ξ1 i m1 використаємо метод дiаграм Ньютона. Для

цього побудуємо першу дiаграму рiвняння (4.19). З цiєю метою визначимо, якi з коефiцi-
єнтiв N0s, Nk0, Nks

[
ξk
]
рiвняння (4.10) будуть вiдмiннi вiд нуль-вектора пiдпростору Ẽ0.

Використавши формули (4.3) та (4.11), встановимо, що N0s = col(0, 0)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉, s =
= 1, 2, . . . . Тому на першiй дiаграмi рiвняння (4.19) не буде точок (0; s), s = 1, 2, . . . .
Також неважко переконатися, враховуючи формули (1.5) i (4.12), що

Nk0 = col(0, 0)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉, k = 1, 2, 3, 5, 6, . . . , N40 = col
(
c1b1λ

2, c2b2λ
2
)
〈ϕ̃1,ϕ̃2〉 .

Отже, на першiй дiаграмi Ньютона рiвняння (4.19) є точка (4; 0), а iншi точки на осi
абсцис вiдсутнi.

Використавши формули (4.13), а також (4.3), (4.4), (1.5), можна досить просто встано-
вити, що

N1s[ξ] = col(0, 0)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉, s = 1, 2, . . . , N21

[
ξ2
]

= col(0, 0)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉.

Тому точок iз вiдповiдними координатами на дiаграмi рiвняння (4.10) не буде.
Обчислимо тепер коефiцiєнт N22

[
ξ2
]
рiвняння (4.10). Згiдно з формулою (4.13) маємо

N22

[
ξ2
]

=
2∑

j=0

(−1)j+1Q̂W
(2)
GQ[0, 0, 0, 2, j]z +

2∑

j=0

(−1)jQ̂W
(2)
GQ[0, 0, 1, 0, j] z.

У сумах останньої рiвностi доданки при j = 2, 3 будуть дорiвнювати нуль-вектору пiдпрос-
тору Ẽ0, оскiльки вони мiститимуть оператори Q(s)

0 = diag{0, 0, 0}, s = 1, 2. Тому

N22

[
ξ2
]

= −Q̂
(
Q

(1)
1 (ξ)GQ

(1)
1 (ξ) +Q

(0)
1 (ξ)GQ

(2)
1 (ξ) +Q

(2)
1 (ξ)GQ

(0)
1 (ξ)

)
z + Q̂Q

(2)
2 (ξ)z.

Використавшиформули (4.4) i (1.5), матимемо N22

[
ξ2
]

= Q̂ξ2z або, згiдно з (4.7), N22

[
ξ2
]

=
= ξ2z 6= col(0, 0)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉.

Отже, на дiаграмi рiвняння (4.10) також є точка (2; 2). Провiвши аналогiчнi мiркування,
можна встановити, що N31

[
ξ3
]

= col(0, 0)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉.
Врахувавши зробленi вище викладки, побудуємопершудiаграмурiвняння (4.10) (рис. 4).

Цю дiаграму було побудовано, починаючи з точок прямої k = 2. Дiаграма складається з
однiєї ланки, коефiцiєнт нахилу якої 1, а проекцiя на вiсь абсцис 2. Тому, згiдно з мето-
дом дiаграм Ньютона, показник m1 дорiвнює 1, а значення функцiї ξ1, яким вiдповiдає
показник m1 = 1, знаходиться з визначального рiвняння

N22

[
ξ2

1

]
+ ξ4

1N40 = col(0, 0)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉.
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20 �. �. �����

+i sin

arg

✓
� 1

b2�2

◆
+ 2⇡(j � 3)

2

1
CCA, j = 3, 4, (4.22)

��� �����, ���� b1 6= b2, �� ��������� ⇠
(j)
1 , j = 1, 2, ��i ������������ �� ��������

(4.21), �i����i��� ������ z1 = col(1, 0)he'1,e'2i = e'1, � ��������� ⇠
(j)
1 , j = 3, 4, ��i �������-

����� �� �������� (4.22), �i����i��� ������ z2 = col(0, 1)he'1,e'2i = e'2. ���� � b1 = b2, ��
����� ������� ⇠(j)1 , ��i ������������ �� ��������� ������ (4.21), (4.22), � �� ��� �������
��������, ���� �� �i����i��� ���i����� ������ z = col(c1, c2)he'1,e'2i �i��������� eE0. ����,
��� �������� �������� ��� ������� ⇠(1)

1 = ⇠
(3)
1 ��������� ������ z = z1 = col(1, 0)he'1,e'2i, �

��� ������� ⇠(2)
1 = ⇠

(4)
1 ��������� z = z2 = col(0, 1)he'1,e'2i.

����, ��i��� � [14]����� 4 ���������� ����’���� �i������ (4.10): ⇠(j)(") = ⇠
(j)
1 "+O("),

j = 1, 4.

��� ����, ��� ������ ���������� ����’���� �i������ (4.10) � �i����� ����i��� ����i-
��� ���������������i �������� ⇠2 i m2 � ��������� (4.18).�������� ����i��� ���i�������
���� i� ������� ⇠(j)1 , j = 1, 4, i � �i������ (4.10) ������� ���i�� ⇠ = ⌘ + ⇠

(j)
1 ". � ���������i

��������� ���� �i������ �������������

⇣
⌘ + ⇠

(j)
1 "
⌘4

col(c1b1�
2, c2b2�

2)he'1,e'2i +
+1X

k=2

+1X

s=1

"sNks

⇣
⌘ + ⇠

(j)
1 "
⌘k
�

= 0. (4.23)
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� �i������ (4.23) ����� ��������� �������� ⇠2 i m2. ��� ����� ����i��� ���������
�i��������, ���������i � �����i 3 �i� ��� �������� ����’���i� ������ �����. � ���������i
���������, �� �� ������ �i�����i ������� �i������ (4.10) ������ ����������� �����
B0(0; 6), B1(1; 3), B2(4; 0) (���. 5). ���� �i������ ����������� � ���� ����� B0B1, B1B2.
������i��,������i������� ����� B0B1, ����i�i��� ������ ���� ���i���� 3. ����, m2 = 3,
� �������� ⇠2 ������ ��������� � ������������� �i������

�
⇠
(j)
1

�3
col (c1iP1, c2iP2)he'1,e'2i + 2⇠2⇠

(j)
1 col(c1, c2)he'1,e'2i+
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Рис. 4

Тому, враховуючи N22

[
ξ2

1

]
= ξ2

1z, N40 = col
(
c1b1λ

2, c2b2λ
2
)
〈ϕ̃1,ϕ̃2〉 , маємо

ξ2
1z + ξ4

1 col
(
c1b1λ

2, c2b2λ
2
)
〈ϕ̃1,ϕ̃2〉 = col(0, 0)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉

або в базисi 〈ϕ̃1, ϕ̃2〉 пiдпростору Ẽ0 одержуємо

diag
{

1 + b1λ
2ξ2

1 ; 1 + b2λ
2ξ2

1

}
〈ϕ̃1,ϕ̃2〉 z = col(0, 0)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉. (4.20)

Система рiвнянь (4.20) має ненульовi розв’язки, якщо визначник матрицi системи до-
рiвнює нулю, тому значення ξ2

1 визначимо з умови

det
(

diag
{

1 + b1λ
2ξ2

1 ; 1 + b2λ
2ξ2

1

}
〈ϕ̃1,ϕ̃2〉

)
= 0.

В результатi отримуємо, що ξ2
1 = − 1

b1λ2
або ξ2

1 = − 1

b2λ2
.

З останнiх рiвнянь одержуємо

ξ
(j)
1 =

√∣∣∣∣
1

b1λ2

∣∣∣∣


cos

arg

(
− 1

b1λ2

)
+ 2π(j − 1)

2
+

+ i sin

arg

(
− 1

b1λ2

)
+ 2π(j − 1)

2


, j = 1, 2, (4.21)

ξ
(j)
1 =

√∣∣∣∣
1

b2λ2

∣∣∣∣


cos

arg

(
− 1

b2λ2

)
+ 2π(j − 3)

2
+

+ i sin

arg

(
− 1

b2λ2

)
+ 2π(j − 3)

2


, j = 3, 4, (4.22)
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20 �. �. �����

+i sin

arg

✓
� 1

b2�2

◆
+ 2⇡(j � 3)

2

1
CCA, j = 3, 4, (4.22)

��� �����, ���� b1 6= b2, �� ��������� ⇠
(j)
1 , j = 1, 2, ��i ������������ �� ��������

(4.21), �i����i��� ������ z1 = col(1, 0)he'1,e'2i = e'1, � ��������� ⇠
(j)
1 , j = 3, 4, ��i �������-

����� �� �������� (4.22), �i����i��� ������ z2 = col(0, 1)he'1,e'2i = e'2. ���� � b1 = b2, ��
����� ������� ⇠(j)1 , ��i ������������ �� ��������� ������ (4.21), (4.22), � �� ��� �������
��������, ���� �� �i����i��� ���i����� ������ z = col(c1, c2)he'1,e'2i �i��������� eE0. ����,
��� �������� �������� ��� ������� ⇠(1)

1 = ⇠
(3)
1 ��������� ������ z = z1 = col(1, 0)he'1,e'2i, �

��� ������� ⇠(2)
1 = ⇠

(4)
1 ��������� z = z2 = col(0, 1)he'1,e'2i.

����, ��i��� � [14]����� 4 ���������� ����’���� �i������ (4.10): ⇠(j)(") = ⇠
(j)
1 "+O("),

j = 1, 4.

��� ����, ��� ������ ���������� ����’���� �i������ (4.10) � �i����� ����i��� ����i-
��� ���������������i �������� ⇠2 i m2 � ��������� (4.18).�������� ����i��� ���i�������
���� i� ������� ⇠(j)1 , j = 1, 4, i � �i������ (4.10) ������� ���i�� ⇠ = ⌘ + ⇠

(j)
1 ". � ���������i

��������� ���� �i������ �������������

⇣
⌘ + ⇠

(j)
1 "
⌘4

col(c1b1�
2, c2b2�

2)he'1,e'2i +
+1X

k=2

+1X

s=1

"sNks

⇣
⌘ + ⇠

(j)
1 "
⌘k
�

= 0. (4.23)
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� �i������ (4.23) ����� ��������� �������� ⇠2 i m2. ��� ����� ����i��� ���������
�i��������, ���������i � �����i 3 �i� ��� �������� ����’���i� ������ �����. � ���������i
���������, �� �� ������ �i�����i ������� �i������ (4.10) ������ ����������� �����
B0(0; 6), B1(1; 3), B2(4; 0) (���. 5). ���� �i������ ����������� � ���� ����� B0B1, B1B2.
������i��,������i������� ����� B0B1, ����i�i��� ������ ���� ���i���� 3. ����, m2 = 3,
� �������� ⇠2 ������ ��������� � ������������� �i������

�
⇠
(j)
1

�3
col (c1iP1, c2iP2)he'1,e'2i + 2⇠2⇠

(j)
1 col(c1, c2)he'1,e'2i+
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Рис. 5

При цьому, якщо b1 6= b2, то значенням ξ
(j)
1 , j = 1, 2, якi визначаються за форму-

лою (4.21), вiдповiдає вектор z1 = col(1, 0)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉 = ϕ̃1, а значенням ξ
(j)
1 , j = 3, 4, якi

визначаються за формулою (4.22), — вектор z2 = col(0, 1)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉 = ϕ̃2. Якщо ж b1 = b2, то
серед значень ξ(j)

1 , якi визначаються за допомогою формул (4.21), (4.22), є по два кратних
значення, тому їм вiдповiдає довiльний вектор z = col(c1, c2)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉 пiдпростору Ẽ0. Далi,
для простоти викладок для значень ξ(1)

1 = ξ
(3)
1 покладемо вектор z = z1 = col(1, 0)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉, а

для значень ξ(2)
1 = ξ

(4)
1 покладемо z = z2 = col(0, 1)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉.

Отже, згiдно з [14] маємо 4 наближенi розв’язки рiвняння (4.10): ξ(j)(ε) = ξ
(j)
1 ε+O(ε),

j = 1, 4.

Для тогощоб знайти наближений розв’язок рiвняння (4.10) з бiльшою точнiстю, потрiб-
но визначити можливi значення ξ2 i m2 з розвинень (4.18). Для цього потрiбно зафiксувати
одне зi значень ξ(j)

1 , j = 1, 4, i в рiвняннi (4.10) зробити замiну ξ = η + ξ
(j)
1 ε. В результатi

отримаємо нове рiвняння розгалуження

(
η + ξ

(j)
1 ε
)4

col(c1b1λ
2, c2b2λ

2)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉 +

+∞∑

k=2

+∞∑

s=1

εsNks

[(
η + ξ

(j)
1 ε
)k]

= 0. (4.23)

З рiвняння (4.23) можна визначити значення ξ2 i m2. Для цього потрiбно повторити
мiркування, зробленi в п. 3 при побудовi розв’язкiв першої групи. В результатi встановимо,
що на другiй дiаграмi Ньютона рiвняння (4.10) є точки B0(0; 6), B1(1; 3), B2(4; 0) (рис. 5).
Ця дiаграма складається з двох ланок B0B1, B1B2. Зрозумiло, що нам пiдходить ланка
B0B1, коефiцiєнт нахилу якої дорiвнює 3. Тому m2 = 3, а значення ξ2 будемо знаходити з
визначального рiвняння

(
ξ

(j)
1

)3
col (c1iP1, c2iP2)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉 + 2ξ2ξ

(j)
1 col(c1, c2)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉+

+ 4ξ2

(
ξ

(j)
1

)3
col(c1b1λ

2, c2b2λ
2)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉 = col(0, 0)〈ϕ̃1,ϕ̃2〉. (4.24)
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Розв’яжемо рiвняння (4.24) залежно вiд значень коефiцiєнтiв b1, b2. Розглянемо спо-
чатку випадок, коли b1 6= b2. Тодi, якщо в рiвняннi (4.24) j = 1, 2, тобто функцiя ξ

(j)
1

визначається за формулою (4.21), то в рiвностi (4.24) c1 = 1, c2 = 0. Тому з рiвняння (4.24)
отримаємо

ξ
(j)
2 = − iP1

(
ξ

(j)
1

)2

2 + 4
(
ξ

(j)
1

)2
b1λ2

, j = 1, 2.

Врахувавши формулу (4.21), одержимо

ξ
(j)
2 = − iP1

2b1λ2
, j = 1, 2. (4.25)

Якщо ж у рiвняннi (4.24) j = 3, 4, тобто функцiя ξ(j)
1 визначається за формулою (4.22), то

в рiвностi (4.24) c1 = 0, c2 = 1. Тому

ξ
(j)
2 = − iP2

(
ξ

(j)
1

)2

2 + 4
(
ξ

(j)
1

)2
b2λ2

, j = 3, 4,

або, з урахуванням формули (4.22),

ξ
(j)
2 = − iP2

2b2λ2
, j = 3, 4. (4.26)

Якщо в рiвняннi (4.24) b1 = b2, то, провiвши аналогiчнi мiркування, встановимо, що

ξ
(j)
2 = − iP1

2b1λ2
, j = 1, 3, ξ

(j)
2 = − iP2

2b1λ2
, j = 2, 4. (4.27)

Отже, дiючи таким чином, можна побудувати наближений розв’язок рiвняння (4.10)
з будь-якою точнiстю, при цьому не важливо яким чином мiж собою спiввiдносяться
коефiцiєнти b1 i b2 системи (1.3).

Зауважимо також, що додаткова умова b1 6= b2 гарантує, що всi коренi ξ(j)
1 , j = 1, 4,

якi визначаються за формулами (4.20), (4.21), є простими, i надає можливiсть побудувати
наближений розв’язок рiвняння (4.10) за натуральними степенями малого параметра ε у
виглядi формального ряду

ξ(ε) = ξ
(j)
1 ε+

∑

i≥2

εiξ̃i.

Знайшовши 4 наближенi розв’язки ξ(j)(ε) = ξ
(j)
1 ε + ξ

(j)
2 ε3 + O

(
ε3
)
, j = 1, 4, рiвнян-

ня (4.10), за формулою (4.14) визначимо вiдповiднi значення векторiв v(j)(ε), j = 1, 4, з
точнiстю, наприклад, O

(
ε4
)
. Для цього зробимо деякi додатковi обчислення. Використав-

ши формули (4.15) – (4.17), отримаємо

Ñ0s = diag{0, 0, 0}, s = 1, 2, . . . , Ñk0 = diag{0, 0, 0}, k ∈ N \ {4},

Ñ40 = A
(0)
0 , Ñ1s[ξ] = diag{0, 0, 0}, s = 1, 2, . . . ,

Ñ31

[
ξ3
]

= diag{0, 0, 0}, Ñ22

[
ξ2
]

= ξ2A
(2)
2 .
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Тодi будемомати GÑ40 = GA
(0)
0 = diag{0, 0, 0}, GÑ22

[
ξ2
]

= ξ2GA
(2)
2 = diag

{
0, 0,−2ξ2

}
.

Отже, незалежно вiд спiввiдношень мiж коефiцiєнтами b1 i b2, остаточно отримаємо

v(j)(ε) = col(1, 0, 0) +O
(
ε4
)
, j = 1, 2,

v(j)(ε) = col(0, 1, 0) +O
(
ε4
)
, j = 3, 4.

(4.28)

В результатi вдалося побудувати 4 формальнi розв’язки другої групи системи диферен-
цiальних рiвнянь (1.3):

y(j)
n (x, ε) = v(j)(ε) exp


ε−1

x∫

0

dτ

ξ
(j)
1 ε+ ξ

(j)
1 ε3 +O (ε3)


, j = 1, 4, (4.29)

де сталi функцiї ξ(j)
k , k = 1, 2, j = 1, 4, визначаються за формулами (4.21), (4.22), (4.25),

(4.26), якщо b1 6= b2, а у випадку, коли b1 = b2 — за формулами (4.21), (4.22), (4.27);
вектори v(j)(ε), j = 1, 4, визначаються за формулою (4.28).

Використовуючи методи робiт [14, 8 – 13], можна переконатися в тому, що побудованi
в пп. 3 i 4 розв’язки першої та другої груп є лiнiйно незалежними при умовi b1 6= b2. Якщо
ж b1 = b2, то серед коренiв рiвнянь (4.20), (4.21) є по два кратних, тому в такому випадку
потрiбно додатково обчислити ще кiлька коефiцiєнтiв розвинень (4.18).

Справедливi такi теореми.
Теорема 1. Якщо коефiцiєнти Pk, Qk, k = 1, 3, −a1, −a2, a3, −b1, −b2, b3, d систе-

ми (1.3) — додатнi числа i b1 6= b2, то фундаментальна система розв’язкiв системи (1.3)
складається з 4 формальних розв’язкiв першої, якi зображаються у виглядi (3.28) та 4 фор-
мальних розв’язкiв другої групи, якi зображаються у виглядi (4.29). При цьому вектори u(j),
j = 1, 4, v(j), j = 1, 4, з рiвностей (3.28), (4.29) визначаються за формулами (3.27), (4.28),
а сталi функцiї θ(j)

k , ξ
(j)
k , k = 1, 2, j = 1, 4, з цих рiвностей за формулами (3.22), (3.25),

(4.21), (4.22), (4.25), (4.26).
Теорема 2. Якщо коефiцiєнти Pk, Qk, k = 1, 3, −a1, −a2, a3, −b1, −b2, b3, d сис-

теми (1.3) додатнi числа i b1 = b2, то фундаментальна система розв’язкiв системи (1.3)
складається з 4 формальних розв’язкiв першої, якi зображаються у виглядi (3.28) та 4 фор-
мальних розв’язкiв другої групи, якi зображаються у виглядi (4.29). При цьому вектори u(j),
j = 1, 4, v(j), j = 1, 4, з рiвностей (3.28), (4.29) визначаються за формулами (3.27), (4.28),
а сталi функцiї θ(j)

k , ξ
(j)
k , k = 1, 2, j = 1, 4, з цих рiвностей за формулами (3.22), (3.25),

(4.21), (4.22), (4.27).
5. Асимптотичнi властивостi формальних розв’язкiв. Використовуючи роботи [8, 10,

14], можна переконатися, що побудованi в пп. 3, 4 формальнi розв’язки (3.28) i (4.29)
першої та другої груп є асимптотичними розвиненнями точних розв’язкiв системи (1.3)
при ε→ 0.

При цьому справджуються такi теореми.
Теорема 3. Якщо виконуються умови теореми 1, то на вiдрiзку

[
0;
nl

R

]
для формаль-

них розв’язкiв y
(k)
n (x, ε), k = 1, 4, першої групи системи (1.3), якi визначаються за фор-

мулою (3.28), та формальних розв’язкiв y(s)
n (x, ε), s = 1, 4, другої групи системи (1.3), якi

визначаються заформулою (4.29), iснуютьтакiточнi розв’язки ỹ(k)
n (x, ε), k = 1, 4, ỹ

(s)
n (x, ε),
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s = 1, 4, цiєї системи, для яких цi формальнi розв’язки є асимптотичними розвиненнями при
ε→ 0. Для достатньо малого ε справедливi такi нерiвностi:

∥∥∥y(k)
n (x, ε)− ỹ(k)

n (x, ε)
∥∥∥ ≤ c1ε

4, k = 1, 4, (5.1)

для розв’язкiв першої групи i

∥∥∥y(s)
n (x, ε)− ỹ(s)

n (x, ε)
∥∥∥ ≤ c2ε

2 sup
[0;nl

R ]
exp


ε−1

x∫

x0

Re
(
ξ

(s)
1

)

|ξ(s)
1 + ξ

(s)
2 ε2|

dτ


, s = 1, 4, (5.2)

для розв’язкiв другої групи.
У нерiвностях (5.1), (5.2) c1, c2 — сталi, якi не залежать вiд ε, n — натуральний

параметр, значення ξ
(s)
1 , ξ

(s)
1 , s = 1, 4, визначаються за формулами (4.21), (4.22), (4.25),

(4.26).
Теорема 4. Якщо виконуються умови теореми 2, то на вiдрiзку

[
0;
nl

R

]
для формаль-

них розв’язкiв y
(k)
n (x, ε), k = 1, 4, першої групи системи (1.3), якi визначаються за фор-

мулою (3.28), та формальних розв’язкiв y(s)
n (x, ε), s = 1, 4, другої групи системи (1.3), якi

визначаються заформулою (4.29), iснуютьтакiточнi розв’язки ỹ(k)
n (x, ε), k = 1, 4, ỹ

(s)
n (x, ε),

s = 1, 4, цiєї системи, для яких цi формальнi розв’язки є асимптотичними розвиненнями при
ε→ 0. Для достатньо малого ε справедливi такi нерiвностi:

∥∥∥y(k)
n (x, ε)− ỹ(k)

n (x, ε)
∥∥∥ ≤ c1ε

4, k = 1, 4, (5.3)

для розв’язкiв першої групи i

∥∥∥y(s)
n (x, ε)− ỹ(s)

n (x, ε)
∥∥∥ ≤ c2ε

2 sup
[0;nl

R ]
exp


ε−1

x∫

x0

Re
(
ξ

(s)
1

)

|ξ(s)
1 + ξ

(s)
2 ε2|

dτ


, s = 1, 4, (5.4)

для розв’язкiв другої групи.
У нерiвностях (5.3), (5.4) c1, c2 — сталi, якi не залежить вiд ε, n — натуральний

параметр, значення ξ(s)
1 , ξ

(s)
1 , s = 1, 4, визначаються за формулами (4.21), (4.22), (4.27).

Зауваження. У наведених оцiнках фiгурують експоненцiальнi множники, якi будуть
експоненцiально малими, якщо вiдповiдним чином вибирати нижню межу iнтегрування в
iнтегралi, що мiститься пiд знаком експоненти: якщо Re

(
ξ

(s)
1

)
< 0, то покладаємо x0 = 0,

якщо ж Re
(
ξ

(s)
1

)
> 0, то покладаємо x0 = nl/R.
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