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The necessary and sufficient conditions for the invertibility of differentiable nonlinear autonomous dif-
ference operators in the space of bounded two-sided sequences are obtained.

Отримано необхiднi та достатнi умови оборотностi диференцiйовних нелiнiйних автономних рiз-
ницевих операторiв у просторi обмежених двостороннiх послiдовностей.

Уцiй статтi встановлються необхiднi та достатнi умови, при виконаннi яких нелiнiйнi авто-
номнi рiзницевi оператори, що дiють у просторi обмежених двостороннiх послiдовностей,
є C1-дифеоморфiзмами.

1. Теореми про оборотнiсть диференцiйовних вiдображень. Спочаткунаведемодопомiж-
нi загальнi результати про умови оборотностi нелiнiйного C1-вiдображення F : X → Y , де
X i Y — банаховi простори з нормами ‖ · ‖X i ‖ · ‖Y вiдповiдно.

1.1. Диференцiйовнi вiдображення та C1-дифеоморфiзми. Розглянемо потрiбнi для
подальшого викладу позначення та означення, запозиченi з [1] i [2].

Нехай L(X,Y ) — банахiв простiр лiнiйних неперервних операторiв A : X → Y з опе-
раторною нормою, U ⊂ X i V ⊂ Y — вiдкритi множини та (Df)x — похiдна Фреше
вiдображення f : U → V у точцi x ∈ U. Вiдображення f називається C1-вiдображенням,
якщо f диференцiйовне в кожнiй точцi x ∈ U i природне вiдображення Df : U → L(X,Y )
неперервне.

Вiдображення f : U → V називається C1-дифеоморфiзмом, якщо f гомеоморфно вi-
дображає U на V i вiдображення f та f−1 є C1-вiдображеннями.

Вiдображення f : X → Y називається локальним C1-дифеоморфiзмом у точцi x ∈ X ,
якщо iснує такий окiл U ⊂ X точки x, що звуження f |U вiдображення f на U встановлює
C1-дифеоморфiзм мiж U та вiдкритою пiдмножиною простору Y.

1.2. Умови оборотностi диференцiйовних вiдображень. Нехай A та B — довiльнi не-
порожнi множини.

Вiдображення g : A→ B називається iн’єктивним, якщо з x 6= y випливає g(x) 6= g(y).
Це вiдображення називається сюр’єктивним, якщо для кожного b ∈ B iснує елемент a ∈ A,
такий, що g(a) = b.

Справджуються такi твердження.
Теорема 1. C1-Вiдображення F : X → Y є C1-дифеоморфiзмом тодi та тiльки тодi,

коли:
1) вiдображення F сюр’єктивне;
2) вiдображення F iн’єктивне;
3) вiдображення F є локальним C1-дифеоморфiзмом у кожнiй точцi x ∈ X .
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Теорема 2. C1-Вiдображення F : X → Y є C1-дифеоморфiзмом тодi та тiльки тодi,
коли:

1) вiдображення F сюр’єктивне;
2) вiдображення F iн’єктивне;
3) похiдна (DF )x : X → Y є неперервно оборотним оператором для кожноїточки x ∈ X .
Цi рiвносильнi твердження автор отримав у [3] з використанням необхiдних i достатнiх

умов iснування оберненої функцiї [4].
1.3. Умови iн’єктивностi C1-вiдображення F. Очевидно, що для всiх x1, x2 ∈ X i τ ∈ R

dF (x1 + τ(x2 − x1))
dτ

= (DF )x1+τ(x2−x1)(x2 − x1)

та  1∫
0

(DF )x1+τ(x2−x1) dτ

(x2 − x1) = F (x2)− F (x1). (1)

Розглянемо оператор Ix1,x2,F : X → Y, який визначається рiвнiстю

Ix1,x2,F =

1∫
0

(DF )x1+τ(x2−x1) dτ, (2)

ядро ker Ix1,x2,F =
{
x ∈ X : Ix1,x2,Fx = 0

}
цього оператора та множину

K(X) =
{
(x1, x2) : x1, x2 ∈ X,x1 6= x2

}
.

Завдяки (1) i (2) справджується така теорема.
Теорема 3. C1-Вiдображення F : X → Y iн’єктивне тодi та тiльки тодi, коли

ker Ix1,x2,F = {0} для всiх (x1, x2) ∈ K(X). (3)

Зауваження 1. Виконання спiввiдношення (3) аналогiчне виконанню спiввiдношення
kerA = {0} для лiнiйного неперервного оператора A : X → Y (у теоремi Банаха про
обернений оператор [5]). Якщо F (x) = Ax, то (DF )x = A для всiх x ∈ X (оператор
A : X → Y є C1-вiдображенням), i тому Ix1,x2,F (x2 − x1) = A(x2 − x1). Отже, якщо
Ix1,x2,F (x2 − x1) 6= 0 для всiх x1, x2 ∈ X, x1 6= x2, то kerA = {0}, i навпаки.

Зауваження 2. Перевiрка виконання умови сюр’єктивностi для вiдображення F у тео-
ремах 1 i 2 є складною задачею навiть у випадку лiнiйного F (див., наприклад, задачi про
обмеженi розв’язки лiнiйних диференцiальних та рiзницевих рiвнянь [6 – 9]). Вимога вико-
нання цiєї умови в теоремах 1 i 2 є природною вимогою (вона є i в формулюваннi теореми
Банаха про обернений оператор [5]). Для деяких класiв вiдображень F твердження тео-
реми 1 є правильним i без умови 1). Простим прикладом такого вiдображення є лiнiйний
автономний рiзницевий оператор у випадку dimE <∞. Також ця теорема є узагальненням
теореми Банаха про обернений оператор на випадок C1-вiдображень.

1.4. Умови сюр’єктивностi вiдображення F. Позначимо через E множину всiх вiдо-
бражень A ∈ L(X,Y ), кожне з яких має неперервне обернене A−1, а через BX [0, r], де
r ∈ (0,+∞), — замкнену кулю {x ∈ X : ‖x‖X 6 r} в X.

Справджується теорема, що визначає достатнi умови сюр’єктивностi вiдображення F.
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Теорема 4. Нехай для кожного числа H > 0 iснують такi число r > 0 i вiдображення
A ∈ E , для яких:

1) вiдображення F −A : BX [0, r]→ Y є цiлком неперервним;
2) виконується спiввiдношення

sup
x∈BX [0,r]

‖Fx−Ax‖Y 6
r

‖A−1‖L(Y,X)
−H. (4)

Тодi для кожного y ∈ Y рiвняння Fx = y має хоча б один розв’язок x ∈ X.
Це твердження автор отримав у [10]. У випадку лiнiйного вiдображення F виконання

спiввiдношення (4) є необхiдним для сюр’єктивностi цього вiдображення [10].
Iншi умови сюр’єктивностi вiдображення F наведено в [3].
Зазначимо, що в теоремi 4 умова 2) виконується, якщо простiр X є скiнченновимiрним.

Також у цiй теоремi вiдображення F може не бути диференцiйовним.
2. Умови оборотностi диференцiйовних нелiнiйних автономних рiзницевих операторiв.

Нехай Z — множина всiх цiлих чисел, N — множина всiх натуральних чисел i E —
довiльний банахiв простiр iз нормою ‖·‖E . Позначимо через M банахiв простiр обмежених
двостороннiх послiдовностей x = (xn)n∈Z , xn ∈ E, з нормою

‖x‖M = sup
n∈Z
‖xn‖E

i нульовим елементом 0.
У просторi M визначимо оператор зсуву Sm, m ∈ Z, формулою

(Smx)n = xn+m, n ∈ Z.

Елемент y ∈ M називається майже перiодичним [11], якщо замикання множини {Smy :
m ∈ Z} у просторi M є компактною пiдмножиною цього простору.

Множина B всiх майже перiодичних елементiв простору M є пiдпростором цього
простору з нормою

‖x‖B = ‖x‖M.

Оператор A ∈ L(M,M) називається майже перiодичним, якщо замикання множини
{SmAS−m : m ∈ Z} у просторi L(M,M) є компактним у цьому просторi.

Позначимо через S множину всiх C1-вiдображень g : E → E, для кожного з яких
похiдна Фреше (Dg)x є рiвномiрно неперервною на кожнiй обмеженiй множинi M ⊂ E .

Розглянемо автономний рiзницевий оператор R : M→M, що визначається формулою

(Rx)n =

m∑
k=0

gk(xn−m), n ∈ Z, (5)

де x ∈M, m ∈ N i gk ∈ S, k ∈ {0, 1, . . . ,m}.
При виконаннi таких вимог до вiдображень gk, k = 0,m, рiзницевий оператор R є

C1-вiдображенням.
Справдi, з урахуванням (1) i (2) для довiльних x,u ∈M i n ∈ Z отримуємо(
R(x+ u)

)
n
− (Rx)n =
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=
m∑
k=0

gk(xn−k + un−k)−
m∑
k=0

gk(xn−k) =
m∑
k=0

(
gk(xn−k + un−k)− gk(xn−k)

)
=

=
m∑
k=0

(Dgk)xn−k
un−k +

m∑
k=0

(
gk(xn−k + un−k)− gk(xn−k)

)
−

m∑
k=0

(Dgk)xn−k
un−k =

=
m∑
k=0

(Dgk)xn−k
un−k +

m∑
k=0

1∫
0

(Dgk)xn−k+τun−k
dτ un−k −

m∑
k=0

(Dgk)xn−k
un−k =

=

m∑
k=0

(Dgk)xn−k
un−k +

m∑
k=0

1∫
0

(
(Dgk)xn−k+τun−k

− (Dgk)xn−k

)
dτ un−k.

Оскiльки на пiдставi рiвномiрної неперервностi похiдних (Dgk)x, k = 0,m, на кожнiй
обмеженiй множинi M ⊂ E виконується спiввiдношення

lim
‖u‖M→0

sup
n∈Z

∥∥∥∥∑m

k=0

∫ 1

0

(
(Dgk)xn−k+τxn−k

− (Dgk)xn−k

)
dτ un−k

∥∥∥∥
E

‖u‖M
= 0,

то згiдно з означенням похiдної Фреше (див. [12, с. 196]) похiдна (DR)x рiзницевого
оператора R в точцi x = (xn)n∈Z подається за допомогою спiввiдношення

(
(DR)xu

)
n
=

m∑
k=0

(Dgk)xn−k
un−k, u ∈M, n ∈ Z. (6)

Завдяки включенням gk ∈ S, k = 0,m, ця похiдна є неперервною по x на M. Тому
оператор R є C1-вiдображенням.

Для подальшого нам також потрiбний оператор Ix1,x2,R : M → M, який визначається
спiввiдношенням

Ix1,x2,R =

1∫
0

(DR)x1+τ(x2−x1) dτ, (7)

де x1 = (x1,n)n∈Z, x2 = (x2,n)n∈Z ∈ M. Цей оператор аналогiчний оператору Ix1,x2,F , що
визначається рiвнiстю (2).

Завдяки (6) i (7) для всiх x1,x2, u ∈M

(Ix1,x2,Ru)n =

m∑
k=0

1∫
0

(Dgk)x1,n−k+τ(x2,n−k−x1,n−k) dτ un−k, n ∈ Z.

Пiсля проведеної пiдготовчої роботи наведемо умови оборотностi рiзницевого операто-
ра R.

Згiдно з теоремами 1 – 3 справджується така теорема.
Теорема 5. Нехай gk ∈ S, k = 0,m. C1-Вiдображення R : M → M, що визначається

спiввiдношенням (5), є C1-дифеоморфiзмом тодi та тiльки тодi, коли:
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1) RM = M;
2) ker Ix1,x2,R = {0} для всiх (x1,x2) ∈ K(M);
3) для кожної точки x ∈M вiдображення (DR)x, що визначається спiввiдношенням (6),

має обернений неперервний оператор
(
(DR)x

)−1: M→M.

Зауваження 3. Для нелiнiйного автономного оператора R : M → M лiнiйнi рiзницевi
оператори (DR)x : M → M, x ∈ Cn(R, E), у випадку xn 6≡ c, c ∈ E, є неавтономними
операторами. Для перевiрки виконання умови 3) теореми 5 можна використати результати,
викладенi, наприклад, у [9, 13 – 15].

Зауваження 4. Завдяки включенням gk ∈ S, k = 0,m , i автономностi оператора R
виконується спiввiдношення RB ⊂ B. Також для кожного x ∈ B лiнiйний оператор
(DR)x : M→M є майже перiодичним i (DR)xB ⊂ B.

Отже, з урахуванням зауваження 4 та теорем 1–3 за допомогою замiни в теоремi 5
простору M на B отримаємо таку теорему.

Теорема 6. Нехай gk ∈ S, k = 0,m. C1-Вiдображення R : B → B, що визначається
спiввiдношенням (5), є C1-дифеоморфiзмом тодi та тiльки тодi, коли:

1) RB = B;
2) ker Ix1,x2,D = {0} для всiх (x1,x2) ∈ K(B);
3) для кожної точки x ∈ B вiдображення (DR)x, що визначається спiввiдношенням (6),

має обернений неперервний оператор ((DR)x)
−1 : B→ B.

3. Умови сюр’єктивностi оператора R . Будемо вважати, що банахiв простiр E скiн-
ченновимiрний. Позначимо через E множину всiх лiнiйних неперервних рiзницевих опе-
раторiв A : M→M, кожний з яких подається у виглядi

(Ax)n =

m∑
0

Akxn−k, n ∈ Z,

де x ∈M, Ak ∈ L(E,E), k = 0,m, i має обернений неперервний оператор A−1.

Справджується теорема, що дає достатнi умови сюр’єктивностi оператора R i є анало-
гiчною теоремi 4:

Теорема 7. Нехай для кожного числа H > 0 iснують такi число r > 0 i оператор A ∈ E ,
що

sup
‖x‖M≤r

‖Rx− Ax‖M ≤
r

‖A−1‖L(M,M)

−H. (8)

Тодi RM = M .
Ця теорема є окремим випадком загальної теореми автора про iснування обмежених

розв’язкiв нелiнiйних дискретних рiвнянь [16].
4. Приклад C1-вiдображення, що не є елементом множини S . Важливою вимогою

в теоремах 5 i 6 є рiвномiрна неперервнiсть похiдних (Dgk)x, k = 0,m, на обмежених
пiдмножинах банахового простору E.

У випадку скiнченновимiрного банахового простору E ця вимога для C1-вiдображень
gk : E → E, k = 0,m, виконується завдяки теоремi Кантора [17, с. 179].

Покажемо, що у випадку нескiнченновимiрного простору E C1-вiдображення g : E → E
може не бути елементом множини S .
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Вважатимемо, що простiр E збiгається з банаховим простором c0 збiжних до 0 послi-
довностей дiйсних чисел x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) з нормою

‖x‖c0 = sup
n≥1
|xn|.

Будемо використовувати елементи

e1 = (1, 0, 0, 0, . . .), e2 = (0, 1, 0, 0, . . .), e3 = (0, 0, 1, 0, . . .), . . . ∈ c0.

Розглянемо довiльне C1-вiдображення g0 : R→ R, що задовольняє умови:
а) g0(x) = 0 для всiх x з деякого околу U нуля;
б) g′0(1) = 1.

Визначимо вiдображення g : c0 → c0 рiвнiстю

g(x) =
∑
1≤n

ng0(xn)en. (9)

Покажемо, що:
1) g : c0 → c0 — диференцiйовне в кожнiй точцi x ∈ c0 вiдображення;
2) похiдна Фреше (Dg)x неперервна по x на c0 ;
3) похiдна Фреше (Dg)x є необмеженою на одиничнiй сферi.
Спочатку придiлимо увагу властивостi 1).
Розглянемо довiльний елемент u = (u1, u2, . . . , un, . . .) ∈ c0. Згiдно з (9) i вимогами до

вiдображення g0 : R→ R справджуються рiвностi

g(x+ u)− g(x) =
∑
1≤n

ng0(xn + un)en −
∑
1≤n

ng0(xn)en =

=
∑
1≤n

n
(
g0(xn + un)− g0(xn)

)
en =

=
∑
1≤n

ng′0(xn)un en +
∑
1≤n

n
(
g0(xn + un)− g0(xn)

)
en −

∑
1≤n

ng′0(xn)un en =

=
∑
1≤n

ng′0(xn)un en +
∑
1≤n

n
((
g0(xn + un)− g0(xn)

)
− g′0(xn)un

)
en =

=
∑
1≤n

ng′0(xn)un en +
∑
1≤n

n

 1∫
0

(
g′0(xn + τun)− g′0(xn)

)
dτ

un en. (10)

Оскiльки на пiдставi умови а) i рiвномiрної неперервностi похiдної g′0(x) на кожному
вiдрiзку [a, b] виконується спiввiдношення

lim
‖u‖l1→0

∑
1≤n

n

∣∣∣∣(∫ 1

0

(
g′0(xn + τun)− g′0(xn)

)
dτ

)
un

∣∣∣∣
‖u‖l1

= 0,
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то з урахуванням рiвностей (10) на пiдставi означення похiдної Фреше [12, с. 196] похiдна
(Dg)x вiдображення g : c0 → c0 в точцi x подається за допомогою рiвностей

((Dg)xu)n =
∑
1≤n

ng′0(xn)un en, n ≥ 1. (11)

Отже, вiдображення g : c0 → c0 диференцiйовне в кожнiй точцi x ∈ c0.
Далi покажемо неперервнiсть похiдної Фреше (Dg)x по x на c0, тобто, що для кожного

x ∈ c0
lim
x̃→x

∥∥(Dg)x̃ − (Dg)x
∥∥
L(c0,c0)

= 0. (12)

Згiдно з (11) та означенням норми в c0

∥∥(Dg)x̃ − (Dg)x
∥∥
L(c0,c0)

= sup
‖u‖c0=1

∥∥∥∥∥∥
∑
1≤n

ng′0(x̃n)un en −
∑
1≤n

ng′0(xn)un en

∥∥∥∥∥∥
c0

=

= sup
‖u‖c0=1

∥∥∥∥∥∥
∑
1≤n

n
(
g′0(x̃n)− g′0(xn)

)
un en

∥∥∥∥∥∥
c0

≤

≤
∑
1≤n

n
∣∣g′0(x̃n)− g′0(xn)∣∣. (13)

Завдяки умовi а) для кожного достатньо малого ε > 0 iснує номер n(ε) такий, що

∑
1≤n

n
∣∣g′0(x̃n)− g′0(xn)∣∣ = n(ε)∑

n=1

n
∣∣g′0(x̃n)− g′0(xn)∣∣,

якщо
‖x̃− x‖c0 < ε.

Тому на пiдставi рiвномiрної неперервностi похiдної g′0(x) на кожному вiдрiзку [a, b]

lim
x̃→x

∑
1≤n

n
∣∣g′0(x̃n)− g′0(xn)∣∣ = 0

i, отже, з урахуванням (13) спiввiдношення (12) справджується.
Таким чином, властивiсть 2) також виконується.
Оскiльки на пiдставi (11) та умови б) для кожних n ∈ N i u ∈ c0(

(Dg)enu
)
n
= ng′0(1)unen = nunen,

то ∥∥(Dg)en∥∥L(c0,c0) ≥ n.
Отже, також виконується властивiсть 3), тобто похiдна Фреше (Dg)x є необмеженою

на одиничнiй сферi.
Звiдси випливає, що похiдна Фреше (Dg)x не може бути рiвномiрно неперервним по x

вiдображенням на одиничнiй сферi.
Таким чином, C1-вiдображення g : c0 → c0, що визначається рiвнiстю (9), не є елемен-

том множини S.
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5. Приклад рiзницевого оператора, що є C1-дифеоморфiзмом. Розглянемо рiзницевий
оператор H : M→M у випадку E = R, що визначається спiввiдношенням

(Hx)n = xn − f(xn−1), x ∈M, n ∈ Z, (14)

де f : R→ R — неперервна функцiя. Наведемо умови, при виконаннi яких цей оператор є
C1-дифеоморфiзмом.

Справджується така теорема.
Теорема 8. Нехай виконуються умови:
1) функцiя f : R→ R є неперервно диференцiйовною та монотонною;
2) f(0) = 0 i |f ′(x)| ∈ [0, 1) для всiх x ∈ R;

3) lim
r→+∞

r

(
1−max

|x|≤r
|f ′(x)|

)
= +∞.

Тодi оператор H : M→M є C1-дифеоморфiзмом.
Доведення. Покажемо, що виконуються умови теореми 5.
Спочатку покажемо, що

HM = M. (15)

Зафiксуємо довiльне число H > 0. Кожному числу r > 0 поставимо у вiдповiднiсть
лiнiйний рiзницевий оператор Ar : M→M, що визначається спiввiдношенням

(Arx)n = xn − krxn−1, x ∈M, n ∈ Z, (16)

де

kr =
1

2


max
|x|≤r

|f ′(x)|, якщо f(a) > 0 для деякого a > 0,

−max
|x|≤r

|f ′(x)|, якщо f(a) < 0 для деякого a > 0.

Оскiльки згiдно з умовою 2) теореми

|kr| <
1

2
, (17)

то лiнiйний рiзницевий оператор Ar має неперервний обернений (Ar)
−1, що визначається

спiввiдношенням

(
(Ar)

−1y
)
n
=

+∞∑
m=0

(kr)
myn−m, y ∈M, n ∈ Z, (18)

у чому легко переконатися, використовуючи (16) – (18).
Iз (18) випливає, що ∥∥(Ar)−1∥∥L(M,M)

=
1

1− |kr|
. (19)

Позначимо через MH множину додатних чисел r, для кожного з яких виконується
нерiвнiсть

H ≤ r
(
1−max

|x|≤r
|f ′(x)|

)
. (20)
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Множина MH є непорожньою на пiдставi умови 3) теореми. Завдяки нерiвностi (20) для
кожного r ∈MH

r

(
max
|x|≤r

|f ′(x)| − |kr|
)
≤ r(1− |kr|)−H. (21)

Оскiльки з урахуванням теореми Лагранжа про скiнченi прирости [17, с. 226] та рiвностi
f(0) = 0 для всiх r > 0

max
|x|≤r

∣∣f(x)− krx∣∣ = max
|x|≤r

∣∣(f(x)− f(0))− krx∣∣ =
= max
|x|≤r

∣∣f ′(θ(x)x)x− krx∣∣ ≤ max
|x|≤r

x
∣∣f ′(θ(x)x)− kr∣∣ ≤

≤ rmax
|x|≤r

∣∣f ′(θ(x)x)− kr∣∣ ≤ rmax
|x|≤r

|f ′(x)− kr| ≤

≤ r
(
max
|x|≤r

|f ′(x)| − |kr|
)

(тут θ(x) — деяка функцiя зi значеннями в [0, 1]), то на пiдставi нерiвностi (21) та рiвно-
стi (19) для всiх r ∈MH виконується нерiвнiсть

max
|x|≤r

|f(x)− krx| ≤
r

‖(Ar)−1‖L(M,M)

−H,

аналогiчна нерiвностi (8). Звiдси завдяки довiльностi вибору H > 0 та теоремi 7 випливає
рiвнiсть (15).

Отже, рiзницевий оператор H є сюр’єктивним.
Покажемо, що цей оператор є iн’єктивним. Використаємо лiнiйний рiзницевий опера-

тор Ix1,x2,H : M→M, що визначається рiвнiстю

Ix1,x2,H =

1∫
0

(DH)x1+τ(x2−x1) dτ,

де x1 = (x1,n)n∈Z ∈M, x2 = (x2,n)n∈Z ∈M, (x1,x2) ∈ K(M), i є аналогiчною рiвностi (7).
Завдяки (14) цей оператор подається у виглядi

(Ix1,x2,Hu)n = un −
1∫

0

f ′
(
x1,n−1 + τ(x2,n−1 − x1,n−1)

)
dt un−1, u ∈M, n ∈ Z.

На пiдставi перших двох умов теореми та включень xi ∈M, i = 1, 2,

sup
n∈Z, τ∈[0,1]

∣∣f ′(x1,n−1 + τ(x2,n−1 − x1,n−1)
)∣∣ < 1.

Тому

sup
n∈Z

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

f ′
(
x1,n−1 + τ(x2,n−1 − x1,n−1)

)
dt

∣∣∣∣∣∣ < 1. (22)
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Припустимо, що u ∈ ker Ix1,x2,H, тобто

Ix1,x2,Hu = 0,

i

u 6= 0. (23)

Тодi

un ≡
1∫

0

f ′
(
x1,n−1 + τ(x2,n−1 − x1,n−1)

)
dt un−1

i на пiдставi (22) та (23) одержуємо

‖u‖M < ‖u‖M,

що неможливо.
Отже, припущення про виконання нерiвностi (23) хибне i

ker Ix1,x2,H = {0} для всiх (x1,x2) ∈ K(M).

Тому за теоремою 3 рiзницевий оператор H є iн’єктивним.
Далi розглянемо похiдну Фреше (DH)x оператора DH в точцi x ∈ M. Згiдно з (6)

та (14)

((DH)xu)n = un − f ′(xn−1)un−1, u ∈M, n ∈ Z.

Покажемо, що оператор (DH)x для кожного x ∈ M має неперервний обернений.
Використаємо рiзницеве рiвняння

un = f ′(xn−1)un−1, n ∈ Z.

Завдяки умовi 2) теореми для кожного x ∈M

sup
n∈Z
|f ′(xn−1)| < 1.

Томуце рiвняння експоненцiально дихотомiчне для кожного x ∈M [9] i, отже, для кожного
x ∈M оператор (DH)x має неперервний обернений ((DH)x)

−1.
Таким чином, за теоремою 5 рiзницевий оператор H : M → M з урахуванням сюр’-

єктивностi та iн’єктивностi цього оператора й оборотностi операторiв (DH)x, x ∈ M, є
C1-дифеоморфiзмом.

Теорему 8 доведено.
Зауваження 5. У випадку невиконання умови 3 в теоремi 8 твердження цiєї теореми є

хибним. Справдi, нехай в (14)

f(x) =

(
1− 1

1 + |x|

)
x.
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Легко перевiрити, що

f ′(x) = 1− 1

(1 + |x|)2

i для f(x) виконуються першi двi умови теореми 8. Однак, умова 3) цiєї теореми не
виконується, оскiльки

lim
r→+∞

r

(
1−max

|x|≤r
|f ′(x)|

)
= lim

r→+∞
r

(
1−max

|x|≤r

∣∣∣∣1− 1

(1 + |x|)2

∣∣∣∣) =

= lim
r→+∞

r

(
1−

(
1− 1

(1 + r)2

))
=

= lim
r→+∞

r

(1 + r)2
= 0.

У цьому випадку оператор H не має неперервного оберненого. Дiйсно, якби оператор
H мав неперервний обернений, то рiзницеве рiвняння

xn =

(
1− 1

1 + |xn−1|

)
xn−1 + 1, n ∈ Z,

мало б єдиний сталий розв’язок x ∈ R. Тодi

x =

(
1− 1

1 + |x|

)
x+ 1,

що неможливо з жодним x ∈ R.
Таким чином, невиконання умови 3) теореми 8 не гарантує правильностi твердження

цiєї теореми.
6. Додатковi зауваження та лiтературнi вказiвки. Теореми 1 i 2 є окремими випадками

тверджень про Ck -вiдображення F : X → Y, k ∈ N, що є Ck -дифеоморфiзмом [3].
Основнi в статтi теореми 5 i 6 про оборотнiсть автономного рiзницевого оператора R

класу C1 є новими.
Приклад C1-вiдображення у випадку E = c0 (п. 4), що не є елементом множини S,

наведено вперше i отримано з використанням iдеї побудови неперервних i монотонних
вiдображень, якi дiють у сепарабельному гiльбертовому просторi H i є необмеженими на
одиничнiй сферi цього простору [18, с. 41].

Теорему8про умови, при виконаннi яких рiзницевий оператор P є C1-дифеоморфiзмом,
наведено вперше.

Умови сюр’єктивностi та iн’єктивностi рiзницевих операторiв, що на пiдставi теорем 1,
2, 5 i 6 є важливими для оборотностi цих операторiв, визначалися в [19 – 29].
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