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A countable quasilinear system of differential equations defined on an infinite-dimensional torus is consi-
dered. The problem is to find sufficient conditions under which the given system of equations has an
invariant torus in the space of bounded number sequences whose generating function can be approxi-
mated with any given precision by a generating function of the invariant torus for some countable linear
system defined on a finite-dimensional torus. This allows one to approximate with any given precision a
one-parameter family of solutions almost periodic in the Bohr sense of a given system of equations by a
family of quasiperiodic solutions of the above-mentioned linear system uniformly in the parameter.

Розглянуто злiченну квазiлiнiйну систему диференцiальних рiвнянь, визначену на нескiнченно-
вимiрному торi. Задача полягає у знаходженнi достатнiх умов, при яких задана система рiвнянь
має iнварiантний тор у просторi обмежених числових послiдовностей, породжуючу функцiю якого
можна з наперед заданою точнiстю наблизити породжуючою функцiєю iнварiантного тора деякої
злiченної лiнiйної системи, визначеної на скiнченновимiрному торi. Це дає можливiсть iз наперед
заданою точнiстю наблизити однопараметричну сiм’ю майже перiодичних у сенсi Бора розв’язкiв
заданої системи рiвнянь сiм’єю квазiперiодичних розв’язкiв вказаної лiнiйної системи рiвномiрно
вiдносно параметра.

1. Вступ. Добре вiдомо,що значна кiлькiсть прикладних задач потребує дослiдження проб-
лем iснування коливних розв’язкiв диференцiальних систем, що є їхнiми математичними
моделями. Коливними рухами динамiчних систем за В. В. Немицьким [1] називають їхнi
рекурентнi рухи, до класу яких зокрема належать квазiперiодичнi та майже перiодичнi
рухи [2, 3]. Широко вiдомi фундаментальнi теореми Амерiо i Фавара [4], що стосуються
iснування майже перiодичних розв’язкiв нелiнiйних та лiнiйних систем, визначених у
скiнченновимiрних просторах. Пiзнiше теорiя Амерiо –Фавара удосконалювалася i розви-
валася багатьма вiдомими математиками, зокрема для рiвнянь у нескiнченновимiрних про-
сторах. Нарештi стало зрозумiлим, що питання iснування таких розв’язкiв тiсно пов’язане
з iснуванням у таких систем iнварiантних торiв, для побудови яких зручно застосовувати
метод функцiї Грiна –Самойленка [5 – 7]. Розвитку цього методу для еволюцiйних рiвнянь
рiзного вигляду у банаховому просторi обмежених числових послiдовностей присвячено,
наприклад, монографiї А. М. Самойленка та Ю. В. Теплiнського [6, 8, 9].

У цiй статтi розглядається квазiлiнiйна система диференцiальних рiвнянь, яка визна-
чена на декартовому добутку множини з простору обмежених послiдовностей дiйсних
чисел та нескiнченновимiрного тору. Задача полягає у вiдшуканнi достатнiх умов, при
яких задана система рiвнянь має iнварiантний тор у просторi обмежених числових по-
слiдовностей, породжуючу функцiю якого можна з наперед заданою точнiстю наблизити
породжуючою функцiєю iнварiантного тору деякої злiченної лiнiйної системи, визначеної
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на скiнченновимiрному торi. Це дає можливiсть iз наперед заданою точнiстю наблизити
однопараметричну сiм’ю майже перiодичних у сенсi Бора розв’язкiв даної системи рiв-
нянь сiм’єю квазiперiодичних розв’язкiв указаної лiнiйної системи рiвномiрно вiдносно
параметра.

2. Постановка задачi. Розглянемо квазiлiнiйну систему диференцiальних рiвнянь

dϕ

dt
= ω,

dx

dt
= A(ϕ)x+ εf(ϕ, x), (1)

де ε — додатний числовий параметр, вектор частот ω = (ω1, ω2, ω3, . . . ) ∈ m, ωi > 0 при
всiх натуральних i, ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . . ), A(ϕ) = (ai,j(ϕ))∞i,j=1 — нескiнченна матриця з
дiйсними елементами, m — простiр обмежених послiдовностей дiйсних чисел,

‖ω‖ = sup
i
{ωi} = ω0 <∞, x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ) ∈m, ‖ω‖ = sup

i
{|xi|},

f(ϕ, x) =
(
f1(ϕ, x), f2(ϕ, x), . . . , fn(ϕ, x), . . .

)
— векторна функцiя з дiйсними координата-

ми, причому матриця A(ϕ) та функцiя f(ϕ, x) 2π -перiодичнi вiдносно ϕi, i = 1, 2, 3, . . . ,
що дає можливiсть визначити їх на нескiнченновимiрному торi Θ∞ та декартовому добут-
ку Θ∞ ×D, D = {x ∈ m | ‖x‖ ≤ d = const < ∞} вiдповiдно i вважати неперервними на
своїх областях визначення. Вважатимемо також, що

sup
i

∞∑
j=1

sup
ϕ∈Θ∞

|aij(ϕ)| = A = const <∞.

Пiдставивши розв’язок першого рiвняння системи (1) ϕ = ωt+φ з початковою умовою
ϕ(0) = φ ∈ Θ∞ у друге її рiвняння, одержимо систему

dx

dt
= A(ωt+ φ)x+ εf(ωt+ φ, x), (2)

залежну вiд φ ∈ Θ∞ як вiд параметра, φ = (φ1, φ2, φ3, . . . ).

Основна задача полягає в одержаннi достатнiх умов, при яких система рiвнянь (1) має
iнварiантний тор.

Нагадаємо, що iнварiантним тором системи рiвнянь (1) називають поверхню T в про-
сторi m, визначену вiдображенням u(φ) : Θ∞ →m, а саме:

x = u(φ) = {u1(φ), u2(φ), . . . , un(φ), . . . }, φ ∈ Θ∞,

при умовi, що функцiя u(φ) ∈ C0(Θ∞), обмежена на Θ∞, функцiї ui(ωt+φ), i = 1, 2, 3, . . . ,
неперервно диференцiйовнi по t ∈ R1 i

du(ωt+ φ)

dt
= A(ωt+ φ)u(ωt+ φ) + εf(ωt+ φ, u(ωt+ φ)) (3)

для всiх t ∈ R1, φ ∈ Θ∞, де векторну функцiю u(ωt + φ) диференцiюємо в покоордина-
тному сенсi.
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3. Основна частина. Норми вектора u(ϕ) та матрицi A(ϕ) визначимо рiвностями

‖u(ϕ)‖ = sup
i
{|ui(ϕ)|}, ‖ϕ‖ = sup

i
{|ϕi|},

‖A(ϕ)‖ = sup
i

∞∑
j=1

|aij(ϕ)|, ‖f(ϕ, x)‖ = sup
i
{|fi(ϕ, x)|},

‖u(ϕ)‖0 = sup
φ∈Θ∞

‖u(ϕ)‖, ‖A(ϕ)‖0 = sup
φ∈Θ∞

‖A(ϕ)‖.

Очевидно, що

‖A(ϕ)‖ ≤ ‖A(ϕ)‖0 ≤ sup
i

∞∑
j=1

sup
ϕ∈Θ∞

|aij(ϕ)| = A.

Вважатимемо, що при всiх φ ∈ Θ∞, x ∈ D виконуються нерiвностi ‖f(ϕ, x)‖ ≤ F та
‖φ‖ ≤ 2π, де F — додатна стала.

У [6] доведено, що при вказаних вище умовах однорiдна система рiвнянь

dx

dt
= A(ωt+ φ)x, (4)

що вiдповiдає системi (2), має матрицант Ωt
τ (φ) = (ωij(t, τ, φ))∞i,j=1.

Лема 1. Нехай матрицант системи рiвнянь (4) задовольняє умови

sup
i

∞∑
j=1

sup
(t,τ,φ)∈R1×R1×Θ∞

∣∣ωij(t, τ, ϕ)
∣∣ <∞,

∥∥Ωt
τ (φ)

∥∥ ≤ K exp{−γ|t− τ |},

(5)

де K та γ — додатнi сталi, що не залежать вiд t, τ, φ. Тодi вiн неперервний у сенсi норми
‖ · ‖ по змiннiй τ ∈ R1 рiвномiрно вiдносно φ ∈ Θ∞.

Доведення. Розглянемо випадок, коли τ < τ + ∆τ < t, де ∆τ — прирiст аргументу τ.
З очевидної рiвностi

Ωt
τ+∆τ (φ)− Ωt

τ (φ) =

t∫
τ

A(ωt+ φ) =
{

Ωt
τ+∆τ (φ)− Ωt

τ (φ)
}
dt−

t+∆τ∫
τ

A(ωt+ φ)Ωt
τ+∆τ (φ)dt

випливає нерiвнiсть

∥∥Ωt
τ+∆τ (φ)− Ωt

τ (φ)
∥∥ ≤ A t∫

τ

∥∥Ωt
τ+∆τ (φ)− Ωt

τ (φ)
∥∥dt+AK∆τ,

з якої одержуємо оцiнку∥∥Ωt
τ+∆τ (φ)− Ωt

τ (φ)
∥∥ ≤ AK∆τ exp{A(t− τ)}.
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Якщо ж τ + ∆τ < τ < t, то остання оцiнка набирає вигляду∥∥Ωt
τ+∆τ (φ)− Ωt

τ (φ)
∥∥ ≤ AK|∆τ | exp{A(t− τ)}.

Випадок, коли τ > t, розглядається аналогiчно. Всi цi випадки можна об’єднати однiєю
нерiвнiстю ∥∥Ωt

τ+∆τ (φ)− Ωt
τ (φ)

∥∥ ≤ AK|∆τ | exp{A|t− τ |},

яка й завершує доведення леми 1.
Лема 2. Нехай виконуються умови (5) i матриця A(φ) є лiпшицевою на Θ∞ з коефiцiєн-

том L1 = const > 0, тобто∥∥A(φ)−A(φ)
∥∥ ≤ ∥∥φ− φ∥∥ ∀{φ, φ} ⊂ Θ∞.

Тодi матрицант Ωt
τ (φ) неперервний у сенсi норми ‖ · ‖ вiдносно параметра φ ∈ Θ∞.

Доведення. Легко переконатися, що справджується рiвнiсть

Ωt
τ (φ) + ∆φ)− Ωt

τ (φ) =

t∫
τ

A(φ+ ∆φ)
{

Ωt
τ (φ+ ∆φ)− Ωt

τ (φ)
}
dt+

+

t∫
τ

{
A(φ+ ∆φ)−A(φ)

}
Ωt
τ (φ)dt,

з якої при τ < t випливає нерiвнiсть

∥∥Ωt
τ (φ) + ∆φ)− Ωt

τ (φ)
∥∥ ≤ A t∫

τ

∥∥Ωt
τ (φ) + ∆φ)− Ωt

τ (φ)
∥∥dt+

KL1

γ
‖∆φ‖.

Звiдси одержуємо оцiнку∥∥Ωt
τ (φ) + ∆φ)− Ωt

τ (φ)
∥∥ ≤ KL1

γ
‖∆φ‖ exp{A(t− τ)}.

Розглянувши додатково випадок, коли τ ≥ t, приходимо до загальної оцiнки∥∥Ωt
τ (φ) + ∆φ)− Ωt

τ (φ)
∥∥ ≤ KL1

γ
‖∆φ‖ exp{A|t− τ |},

яка й завершує доведення леми 2, але є досить незручною, оскiльки її права частина мiстить
τ i t. У доведеннi наступної теореми ми усунемо цей недолiк.

Теорема 1. Нехай система рiвнянь (2) така, що:
1. Функцiя f(ϕ, x) є лiпшицевою на множинi Θ∞ × D вiдносно (ϕ, x) з коефiцiєнтом

L = const > 0, тобто∥∥f(ϕ, x)− f(ϕ, x)
∥∥ ≤ L{‖ϕ− ϕ‖+ ‖x− x‖

}
∀{ϕ,ϕ} ⊂ Θ∞, {x, x̄} ⊂ D.

2. Виконуються умови леми 2.
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3. Параметр ε задовольняє нерiвнiсть

ε < min

{
γ

KL
;
γd

KF
;

1

L

}
.

Тодi система рiвнянь (1) визначає iнварiантний тор T.
Доведення. Друга умова теореми забезпечує iснування для системи рiвнянь (4) функцiї

Грiна –Самойленка задачi про лiнiйнi розширення динамiчних систем на торах, що має
вигляд

G0(τ, φ) =

Ω0
τ (φ), якщо τ ≤ 0,

0, якщо τ > 0.

Розглянемо тепер лiнеаризовану систему рiвнянь

dx

dt
= A(ωt+ φ)x+ εf(ωt+ φ, 0). (6)

За умов теореми 1 виконуються очевиднi аналоги наведених в [6] достатнiх умов, при яких
ця лiнiйна вiдносно x система має iнварiантний тор T0, породжений функцiєю

u0(φ) = ε

0∫
−∞

Ω0
τ (φ)f(ωτ + φ, 0)dτ,

причому
∥∥u0(φ)

∥∥ ≤ εKF

γ
< d. Цей тор вкритий траєкторiями розв’язкiв x0(t, φ) рiвнян-

ня (6), що залежать вiд параметра φ ∈ Θ∞ i визначаються рiвностями

x0(t, φ) = u0(ωt+ φ) = ε

t∫
−∞

Ωt
τ (φ)f(ωτ + φ, 0)dτ.

Покажемо, що функцiя u0(φ) неперервна вiдносно φ ∈ Θ∞, тобто u0(φ) ∈ C0(Θ∞).
Очевидно, що ∀

{
φ, φ̄

}
⊂ Θ∞ рiзниця X(t) = Ωt

τ (φ) − Ωt
τ (φ̄) є обмеженим матричним

розв’язком неоднорiдного рiвняння

dX(t)

dt
= A(ωt+ φ)X(t) +

{
A(ωt+ φ)−A(ωt+ φ̄)

}
Ωt
τ (φ̄).

Але, як неважко переконатися, матрична функцiя

Z(t) =

t∫
−∞

Ωt
s(φ)

{
A(ωs+ φ)−A(ωs+ φ̄)

}
Ωs
τ (φ̄)ds (7)

теж єйого обмеженимрозв’язком, звiдки з урахуванням умови (5) випливає,що X(t) = Z(t)
при всiх t ∈ R1. Це дозволяє одержати оцiнку∥∥Ω0

τ (φ)− Ω0
τ (φ̄)

∥∥ = ‖Z(0)‖ ≤ K2L1

γ
‖φ− φ̄‖.
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Врахувавши другу з умов (5), одержуємо оцiнку

∥∥Ω0
τ (φ)− Ω0

τ (φ̄)
∥∥ ≤ (2K3L1

γ

)1
2

‖φ− φ̄‖
1
2 exp

{
− γ

2
|τ |
}
.

Тепер можемо записати ланцюжок нерiвностей

∥∥u0(φ)− u0(φ̄)
∥∥ ≤ ε 0∫

−∞

∥∥Ω0
τ (φ)− Ω0

τ (φ̄)
∥∥‖f(ωτ + φ, 0)‖dτ+

+ ε

0∫
−∞

∥∥Ω0
τ (φ̄)

∥∥∥∥f(ωτ + φ, 0)− f(ωτ + φ̄, 0)
∥∥dτ ≤

≤ ε

{
2F

γ

(
2K3L1

γ

)1
2

‖φ− φ̄‖
1
2 + L‖φ− φ̄‖

}
. (8)

Зрозумiло, що система

dx

dt
= A(ωt+ φ)x+ εf(ωt+ φ, u0(ωt+ φ))

також має iнварiантний тор T1, породжений функцiєю

u1(φ) = ε

0∫
−∞

Ω0
τ (φ)f(ωτ + φ, u0(ωτ + φ))dτ,

причому ‖u1(φ)‖ < d i справджуються спiввiдношення

∥∥u1(φ)− u1(φ̄)
∥∥ ≤ ε 0∫

−∞

∥∥Ω0
τ (φ)− Ω0

τ (φ̄)
∥∥∥∥f(ωτ + φ, u0(ωτ + φ))

∥∥dτ+

+ ε

0∫
−∞

∥∥Ω0
τ (φ̄)

∥∥‖f(ωτ + φ, u0(ωτ + φ))− f(ωτ + φ̄, u0(ωτ + φ̄))|dτ ≤

≤ ε(1 + εL)

{
2F

γ

(
2K3L1

γ

) 1
2

‖φ− φ̄‖
1
2 + L‖φ− φ̄‖

}
=

= (1 + εL)
∥∥u0(φ)− u0(φ̄)

∥∥.
Цiлком аналогiчно переконуємося, що система

dx

dt
= A(ωt+ φ)x+ εf(ωt+ φ, u1(ωt+ φ))
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також визначає iнварiантний тор T2, породжений функцiєю

u2(φ) = ε

0∫
−∞

Ω0
τ (φ)f(ωτ + φ, u1(ωτ + φ))dτ,

‖u2(φ)‖ < d i справджуються спiввiдношення

∥∥u2(φ)− u2(φ̄)
∥∥ ≤ ε 0∫

−∞

∥∥Ω0
τ (φ)− Ω0

τ (φ̄)
∥∥∥∥f(ωτ + φ, u1(ωτ + φ))

∥∥dτ+

+ ε

0∫
−∞

∥∥Ω0
τ (φ̄)

∥∥∥∥f(ωτ + φ, u1(ωτ + φ))− f(ωτ + φ̄, u1(ωτ + φ̄))
∥∥dτ ≤

≤ (1 + εL+ (εL)2)
∥∥u0(φ)− u0(φ̄)

∥∥.
Продовживши цей процес, методом повної математичної iндукцiї легко показати, що при
будь-якому натуральному n система рiвнянь

dx

dt
= A(ωt+ φ)x+ εf(ωt+ φ, un−1(ωt+ φ)) (9)

визначає iнварiантний тор Tn, породжений функцiєю

un(φ) = ε

0∫
−∞

Ω0
τ (φ)f(ωτ + φ, un−1(ωτ + φ))dτ

та вкритий траєкторiями розв’язкiв xn(t, φ) системи (9), якi визначаються рiвностями

xn(t, φ) = un(ωt+ φ) = ε

t∫
−∞

Ωt
τ (φ)f(ωτ + φ, un−1(ωτ + φ))dτ.

При цьому ‖un(φ)‖ < d i∥∥un(φ)− un(φ̄)
∥∥ ≤ (1 + εL+ (εL)2 + . . .+ (εL)n)

∥∥u0(φ)− u0(φ̄)
∥∥. (10)

Використавши оцiнку∥∥f(ωτ + φ, 0)− f(ωτ + φ̄, 0)
∥∥ ≤ (2LF )

1
2 ‖φ− φ̄‖

1
2 ,

iз спiввiдношень (8) одержуємо, що∥∥u0(φ)− u0(φ̄)
∥∥ ≤ ελ0‖φ− φ̄‖

1
2 ,

де

λ0 =
1

γ

{
2F

(
2K3L1

γ

)1
2

+ (2LF )
1
2

}
= const > 0.
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Отже, функцiя u0(φ) вiдносно φ задовольняє умову Гельдера з показником 1

2
, а тому таку

ж властивiсть мають функцiї un(φ) при всiх натуральних n. Оскiльки за третьою умовою
теореми εL < 1, то ∥∥un(φ)− un(φ̄)

∥∥ ≤ ελ0

1− εL
‖φ− φ̄‖

1
2 .

Таким чином,

{un(φ)}, n = 0, 1, 2, 3, . . . , (11)

є рiвностепенево вiдносно n неперервною послiдовнiстю рiвномiрно неперервних по φ ∈
∈ Θ∞ функцiй. Це означає, що для всiх t ∈ R1, φ ∈ Θ∞ справджується рiвнiсть

dun(ωt+ φ)

dt
= A(ωt+ φ)un(ωt+ φ) + εf(ωt+ φ, un(ωt+ φ)). (12)

Покажемо, що послiдовнiсть (11) при n→∞ збiгається до деякої функцiї u(φ) : Θ∞ →
→m рiвномiрно вiдносно φ ∈ Θ∞. Легко побачити, що для цього достатньо переконатися
у рiвномiрнiй збiжностi ряду

u0(φ) +

∞∑
i=1

(ui(φ)− ui−1(φ)). (13)

Виконуються нерiвностi ∥∥u0(φ)
∥∥

0
≤ KFε

γ
,

‖u1(φ)− u0(φ)‖0 ≤
K2LFε2

γ2
= C∗ = const > 0,

якi ведуть до iндуктивної оцiнки∥∥un(φ)− un−1(φ)
∥∥

0
≤
(
KLε

γ

)n−1

C∗.

Позначимо дрiб KLε

γ
через p. За третьою умовою теореми p < 1. Тодi послiдовнiсть (11)

фундаментальна в просторi m при кожному φ ∈ Θ∞. Дiйсно, нехай n > k. Тодi∥∥un(φ)− uk(φ)
∥∥ ≤ ∥∥un(φ)− un−1(φ)

∥∥+ . . .+
∥∥uk+1(φ)− uk(φ)

∥∥ ≤
≤ C∗

k∑
i=n−1

pi ≤ C∗
∞∑
i=k

pi = C∗
pk

1− p
→ 0

при k →∞, тобто вказана послiдовнiсть фундаментальна. З повноти простору m випливає
її збiжнiсть при кожному φ ∈ Θ∞. Очевидно,що ця збiжнiсть рiвномiрна вiдносно φ ∈ Θ∞,
оскiльки ряд (13) мажорується збiжним числовим рядом

∥∥u0(φ)
∥∥

0
+
∞∑
n=1

∥∥un(φ)− un−1(φ)
∥∥

0
, (14)
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сума якого дорiвнює KFε

γ
+

C∗

1− p
. Залишається довести тотожнiсть (3). Для цього до-

статньо перейти до границi при n→∞ у тотожностi (12). 2π -перiодичнiсть функцiї u(φ)
вiдносно φi, i = 1, 2, 3, . . . , є очевидною.

На завершення доведення надамо оцiнку точностi наближення функцiї u(φ) функцiєю
uk(φ). Залишковi члени рядiв (13) та (14) позначимо через Rk(φ) та R0

k(φ) вiдповiдно.
Неважко переконатися, що виконуються нерiвностi

‖Rk(φ)‖ ≤
∥∥R0

k(φ)
∥∥

0
≤ C∗ pk

1− p
,

з яких випливає, що
∥∥u(φ) − uk(φ)

∥∥ ≤ C∗
pk

1− p
при всiх φ ∈ Θ∞. Аналогiчна оцiнка∥∥x(t, φ) − xk(t, φ)

∥∥ ≤ C∗
pk

1− p
виконується i для розв’язкiв x(t, φ) та xk(t, φ) систем рiв-

нянь (2) та (9) вiдповiдно.
Теорему 1 доведено.
Тепер повернемося до системи рiвнянь (9) i розглянемо вiдповiдну їй укорочену вiднос-

но φ до m-го порядку визначену на m-вимiрному торi Θm систему рiвнянь вигляду

dx

dt
= A0

(
ω(m)t+ φ(m)

)
x+ εf0

(
ω(m)t+ φ(m), un−1(ω(m)t+ φ(m))

)
, (15)

де

ϕ(m) = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm), ω(m) = (ω1, ω2, . . . , ωm), φ(m) = (φ1, φ2, . . . , φm),

A0(ϕ(m)) = A(ϕ(m), 0, 0, . . . ), f0(ϕ(m), x) = f(ϕ(m), 0, 0, . . . , x).

З умови (5) випливає, що матрицант Ωt
τ (φ(m)) однорiдної системи

dx

dt
= A0

(
ω(m)t+ φ(m)

)
x

задовольняє нерiвнiсть ∥∥Ωt
τ (φ(m))

∥∥ ≤ K exp{−γ|t− τ |},

де K та γ — додатнi сталi, що не залежать вiд t, τ та будь-якого натурального числа m.
Тодi система (15) має iнварiантний тор Tn,m, що породжується функцiєю

un(φ(m)) = ε

0∫
−∞

Ω0
τ (φ(m))f0

(
ω(m)τ + φ(m), un−1(ω(m)τ + φ(m))

)
dτ,

i сiм’ю розв’язкiв xn(t, φ(m)), якi залежать вiд параметра φ(m) ∈ Θm, траєкторiї яких
належать цьому iнварiантному тору:

xn(t, φ(m)) = un
(
ω(m)t+ φ(m)

)
= ε

t∫
−∞

Ωt
τ (φ(m))f0

(
ω(m)τ + φ(m), un−1(ω(m)τ + φ(m))

)
dτ.
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Говорять, що матриця A(ϕ) задовольняє посилену умову Кошi –Лiпшиця вiдносно ϕ з
коефiцiєнтом ε(m), якщо∥∥A(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm, ϕm+1, ϕm+2, . . .

)
−A

(
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm, ϕm+1, ϕm+2, . . .

)∥∥ ≤
≤ L1(m) sup

{
|ϕm+1 − ϕm+1|, |ϕm+2 − ϕm+2|, . . .

}
, (16)

де m = 0, 1, 2, . . . ; L1(m)→ 0 при m→∞, а (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm, ϕm+1, ϕm+2, . . . ) та (ϕ1, ϕ2, . . .
. . . , ϕm, ϕm+1, ϕm+2, . . . ) — довiльнi точки з Θ∞, першi m вiдповiдних координат яких
попарно спiвпадають.

Зазначимо також, що функцiя f(ϕ, x) задовольняє посилену умову Кошi –Лiпшиця
вiдносно ϕ, якщо∥∥f(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm, ϕm+1, ϕm+2, . . . ;x)− f(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm, ϕm+1, ϕm+2, . . . ;x)

∥∥ ≤
≤ L(m) sup

{
|ϕm+1 − ϕm+1|, |ϕm+2 − ϕm+2|, . . .

}
+ L‖x− x̄‖ (17)

при будь-яких {x, x̄} ⊂ D, а L(m) → 0 при m → ∞. Очевидно, що при m = 0 цi умови
перетворюються у звичайнi умови Кошi –Лiпшиця, якi були використанi при доведеннi
теореми 1, якщо покласти L1(0) = L1 та L(0) = L. Зауважимо, що вперше посилену умову
Кошi –Лiпшиця застосував К. П. Персидський [10].

Сформулюємо тепер основний результат цiєї статтi.
Теорема 2. Припустимо, що для системи рiвнянь (1) виконуються такi умови:
1) справджується оцiнка (5);
2) виконуються нерiвностi (16) та (17);
3) параметр ε задовольняє нерiвнiсть

ε < min

{
γ

KL(0)
;
γd

KF
;

1

L(0)

}
;

4) γ > 1;
5)
∑∞

i=1
kiωi 6= 0 для всiх ненульових цiлочислових векторiв (k1, k2, k3, . . . ).

Тодi система рiвнянь (3) має сiм’ю майже перiодичних у сенсi Бора розв’язкiв x(t, φ),
залежних вiд параметра φ ∈ Θ∞, кожний з яких рiвномiрно вiдносно φ можна наблизити з
наперед заданою точнiстю квазiперiодичним розв’язком xn(t, φ(m)) системи рiвнянь (15).

Доведення. Нагадаємо, що векторну функцiю називають майже перiодичною або квазi-
перiодичною, якщо такими є всi її координати. Зрозумiло, що умова 5 теореми 2 забезпечує
квазiперiодичнiсть функцiй xn(t, φ(m)) при всiх φ(m) ∈ Θm та m ∈ {1, 2, 3, . . . }. Покажемо
тепер, що послiдовнiсть функцiй

{
un(φ(m))

}
при m → ∞ збiгається до функцiї un(φ) в

сенсi норми рiвномiрно вiдносно φ(m) ∈ Θm. Спiввiдношення (10) приводить до оцiнки∥∥un(φ)− un(φ(m))
∥∥ ≤ 1

1− εL(0)

∥∥u0(φ)− u0(φ(m))
∥∥, (18)

а рiвнiсть (7) — до спiввiдношень

∥∥Ω0
τ (φ)− Ω0

τ (φ(m))
∥∥ ≤

∥∥∥∥∥∥
0∫

−∞

Ω0
s(φ)

{
A(ωs+ φ)−A0(ω(m)s+ φ(m))

}
Ωs
τ (φ(m))ds

∥∥∥∥∥∥ ≤
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≤
0∫

−∞

K2 exp
{
−γ|s| − γ|s− τ |

}
L1(m)(ω0|s|+ 2π)ds ≤

≤ L1(m)K2


τ∫
∞

exp{−γ|s| − γ|s− τ |

 (ω0|s|+ 2π)ds+

+

0∫
τ

exp
{
− γ|s| − γ|s− τ |}(ω0|s|+ 2π)ds

}
≤

≤ L1(m)K2(ω0 + 2π)×

×


τ∫
∞

exp{−2γs− γτ − s}ds+

0∫
τ

exp{−γτ − s}ds

 ≤
≤ L1(m)K2(ω0 + 2π)

{
exp{(γ − 1)τ}

2γ − 1
+ exp{(γ − 1)τ}

}
=

= L1(m)
2γK2(ω0 + 2π)

2γ − 1
exp{(γ − 1)τ}. (19)

З нерiвностей (8) та (19) маємо

∥∥u0(φ)− u0(φ(m))
∥∥ ≤ ε 0∫

−∞

∥∥Ω0
τ (φ)− Ω0

τ (φ(m))
∥∥‖f(ωτ + φ, 0)‖dτ+

+ ε

0∫
−∞

‖Ω0
τ (φ(m))‖‖f(ωτ + φ, 0)− f(ω(m)τ + φ(m), 0)‖dτ ≤

≤ ε
0∫

−∞

L1(m)
2γK2(ω0 + 2π)

2γ − 1
exp{(γ − 1)τ}Fdτ+

+ ε

0∫
−∞

K exp{γτ}
∥∥f(ωτ + φ, 0)− f(ω(m)τ + φ(m), 0)

∥∥dτ ≤
≤ εL1(m)

2γFK2(ω0 + 2π)

(2γ − 1)(γ − 1)
+ L(m)

εK(ω0 + 2π)

γ − 1
=

=
εK(ω0 + 2π)

γ − 1

{
L1(m)

2γFK

(2γ − 1)
+ L(m)

}
.

Ввiвши позначення
εK(ω0 + 2π)

γ − 1
= α = const > 0,

2γFK

(2γ − 1)
= β = const > 0,
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1

1− εL(0)
= σ = const > 0,

з нерiвностi (18) одержимо, що∥∥un(φ)− un(φ(m))
∥∥ ≤ ασ(L1(m) + L(m))→ 0,

де xn(t, φ) — майже перiодична, а xn(t, φ(m)) — квазiперiодична функцiї. Таким чином,
справджується рiвнiсть

lim
n→∞

(
lim
m→∞

xn(t, φ(m))
)

= x(t, φ),

що закiнчує доведення теореми, оскiльки x(t, φ) —майже перiодичний розв’язок системи
рiвнянь (2).

4. Висновок. Робота має теоретичний характер. Дiйсно, знаючи константи, наведенi в
умовах теорем 1 i 2, можна вказати, при яких числових значеннях ε цi теореми мають
сенс. Можна також розрахувати значення n та m, при яких функцiя xn(t, φ(m)) наближає
функцiю x(t, φ) iз наперед заданою точнiстю, причому у виборi таких пар натуральних
чисел є безлiч варiантiв. Але записати систему рiвнянь (15) i знайти її розв’язок xn(t, φ(m))
є складною задачею. При умовi, що в системi рiвнянь (1) x ∈ R1, ця задача спрощується.
У iншому випадку доведеться розв’язувати додаткову задачу про укорочення системи (1)
не лише вiдносно ϕ, але й вiдносно x.
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