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We find necessary and sufficient conditions for the existence of solutions of the linear boundary-value
problem for a Fredholm-type matrix integro-differential system with degenerate kernel in the critical case.
We also determine the structure of the generalized Green operator of this problem.

Знайдено необхiднi й достатнi умови розв’язностi, а також конструкцiю узагальненого оператора
Грiна лiнiйної крайової задачi для матричної iнтегрально-диференцiальної системи типуФредголь-
ма з виродженим ядром у критичному випадку.

1. Постановка задачi. Дослiджено задачу про побудову розв’язкiв [1, 2]

Z(t) ∈ D2
α×β[a; b] := D2[a; b]⊗ Rα×β, Z ′(t) ∈ L2

α×β[a; b] := L2[a; b]⊗ Rα×β

матричної iнтегрально-диференцiальної системи типу Фредгольма з виродженим ядром

Z ′(t) = Φ(t)

b∫
a

[
A(s)Z(s) +B(s)Z ′(s)

]
Ψ(t) ds+ F (t), (1)

якi задовольняють крайову умову

LZ(·) = A, A ∈ Rµ×ν . (2)

Тут

Φ(t) ∈ L2
α×γ [a; b], A(t), B(t) ∈ L2

γ×α[a; b], Ψ(t) ∈ L2
β×β[a; b], F (t) ∈ L2

α×β[a; b];

LZ(·) : D2
α×β[a; b] → Rµ×ν — лiнiйний обмежений матричний функцiонал. Взагалi кажу-

чи, припускаємо, що α, β, γ, µ, ν ∈ N — довiльнi натуральнi числа. Матрична крайова
задача (1), (2) узагальнює традицiйнi постановки задач для iнтегрально-диференцiальної
системи типу Фредгольма [1, 2]. Розв’язок матричної iнтегрально-диференцiальної систе-
ми (1) подамо у виглядi

Z(t) =

t∫
a

Φ(s)C0 Ψ(s) ds+ C1 + F(t), F(t) :=

t∫
a

F (s) ds,

* Роботу виконано за фiнансової пiдтримки Мiнiстерства освiти i науки України (номер державної реє-
страцiї 0118U003390).
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де

C0 :=

b∫
a

[
A(s)Z(s) +B(s)Z ′(s)

]
ds ∈ Rγ×β, C1 ∈ Rα×β

—невiдомi сталi матрицi, для знаходження яких одержуємо матричне рiвняння типу Силь-
вестра [3]

C0 −
b∫
a

A(t)

t∫
a

Φ(s)C0Ψ(s) ds dt−
b∫
a

A(t)C1 dt−
b∫
a

A(s)Φ(s)C0Ψ(s) ds = B, (3)

де

B :=

b∫
a

[
A(s)F(s) +B(s)F (s)

]
ds ∈ Rγ×β

— стала матриця.
2. Узагальнений оператор Грiна задачi Кошi. Визначимо оператор [3]

A =MB : Rm×n → Rmn

як оператор, який ставить у вiдповiднiсть матрицi B ∈ Rm×n вектор-стовпецьMB ∈ Rmn,
складений з n стовпцiв матрицi B, а також обернений оператор

M−1A : Rmn → Rm×n,

який ставить у вiдповiднiсть вектору A ∈ Rmn матрицю B ∈ Rm×n. Позначимо Θ(j) ∈
∈ Rγ×β, j = 1, 2, . . . , β · γ — природний базис [4] простору Rβ×γ , а також

Ξ(j) ∈ Rα×β, j = 1, 2, . . . ,

α · β — природний базис простору Rα×β. При цьому задача про знаходження розв’язку
рiвняння (1) приводить до задачi про знаходження векторiв ξ ∈ Rβγ i ζ ∈ Rαβ, компоненти
яких визначають розвинення матриць

C0 =

βγ∑
j=1

Θ(j)ξj , C1 =

αβ∑
j=1

Ξ(j)ζj , ξj , ζj ∈ R1, c :=

(
ξ

ζ

)
∈ Rαβ+βγ .

У нових позначеннях рiвняння (3) набирає вигляду

Dc =MB, D := [D0;D1], (4)

де

D0 :=
[
D(j)

0

]βγ
j=1
∈ Rβγ×βγ ,

D(j)
0 :=MΘ(j) −

b∫
a

A(s)Φ(s)Θ(j)Ψ(s) ds−M
b∫
a

A(t)

t∫
a

Φ(s)Θ(j)Ψ(s) ds dt,
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а також

D0 :=
[
D(j)

0

]αβ
j=1
∈ Rβγ×αβ, D(j)

1 := −M
b∫
a

A(t)Ξ(j) dt

— сталi матрицi. Позначимо через PD∗ ∈ Rβγ×βγ i PD ∈ R(α+γ)β×(α+γ)β матрицi-ортопро-
ектори

PD∗ : Rβγ → N (D∗) , PD : Rαβ+βγ → N (D∗) .

За умови [1, 3, 5]

PD∗MB = 0, (5)

i лише задовольняючи цю умову, загальний розв’язок рiвняння (4)

c = D+MB + PDρcρ, cρ ∈ Rρ,

визначає загальний розв’язок

C0 = C0(B) + C0(cρ), C0(B) :=M−1
[
ξ(B)

]
, C0(cρ) :=M−1

[
ξ(cρ)

]
,

C1 = C1(B) + C1(cρ), C1(B) :=M−1
[
ζ(B)

]
, C1(cρ) :=M−1

[
ζ(cρ)

]
матричного рiвняння типу Сильвестра (3), де

ξ(B) :=
(
Iβγ O

)
D+MB, ξ(cρ) :=

(
Iβγ O

)
PDρcρ,

ζ(B) :=
(
O Iαβ

)
D+MB, ζ(cρ) :=

(
O Iαβ

)
PDρcρ,

матриця PDρ ∈ R(α+γ)β×ρ складена з ρ лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроек-
тора PD.

Лема. За умови (5) загальний розв’язок

Z(t, cρ) = W (t, cρ) +K
[
F (s)

]
(t), cρ ∈ Rρ,

задачi Кошi Z(a) = C1(cρ) для рiвняння (1) визначає узагальнений оператор Грiна матричної
задачi Кошi

K
[
F (s)

]
(t) :=

t∫
a

Φ(s)C0(B)Ψ(s) ds+ C1(B) + F(t),

де

W (t, cρ) := C1(cρ) +

t∫
a

A(s)Φ(s)C0(cρ)Ψ(s) ds, cρ ∈ Rρ,

— загальний розв’язок задачi Кошi Z(a) = 0 для однорiдної частини рiвняння (1).
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3. Узагальнений оператор Грiна iнтегрально-диференцiальної крайової задачi. Позна-
чимо

Θ(j)
ρ ∈ Rρ, j = 1, 2, . . . , ρ,

—природний базис простору Rρ. Пiдставляючи розв’язок рiвняння (1) у крайову умову (2),
приходимо до задачi про знаходження розв’язку

cρ =

ρ∑
j=1

Θ(j)
ρ ξj ∈ Rρ, ξj ∈ R1, j = 1, 2, . . . , ρ,

матричного рiвняння типу Сильвестра [3, 6, 7]

LW (·, cρ) + LK
[
F (s)

]
(·) = A ∈ Rµ×ν . (6)

У критичному випадку PQ∗ 6= 0 за умови (5) та [3, 7]

PQ∗
d
M
{
A− LK

[
F (s)

]
(·)
}

= 0, (7)

розв’язок матричного рiвняння (5) визначає вектор cρ = cρ(cr) + cρ(A, F ), де

cρ(A, F ) := Q+M
{
A− LK

[
F (s)

]
(·)
}
, cρ(cr) := PQrcr, cr ∈ Rr,

i PQ∗ — (µν × µν)-вимiрна матриця-ортопроектор

PQ∗ : Rµν → N (Q∗) ,

де
Q := [Qi]ρj=1 ∈ Rµν×ρ, Qj :=M

{
LM−1

[
W (·,Θ(j)

ρ )
]}

, j = 1, 2, . . . , ρ,

матриця PQr , утворена з r лiнiйно незалежних стовпцiв (ρ×ρ)-вимiрної матрицi-ортопро-
ектора PQ, матриця PQ∗

d
складена з d лiнiйно незалежних рядкiв матрицi-ортопроектора

PQ∗ . Таким чином, у критичному випадку, за умов (5) i (7) розв’язок матричної iнтегрально-
диференцiальної системи типу Фредгольма з виродженим ядром (1), який задовольняє
крайову умову (2):

Z(t, cr) = W (t, cr) +G
[
F (s);A

]
(t), cr ∈ Rr,

визначає узагальнений оператор Грiна

G
[
F (s);A

]
(t) := W (t, cρ(A, F )) +K

[
F (s)

]
(t)

та загальний розв’язок однорiдної частини крайової задачi (1), (2):

W (t, cr) := C1(cρ(cr)) +

t∫
a

A(s)Φ(s)C0(cρ(cr))Ψ(s) ds,

де

W (t, cρ(A, F )) := C1(cρ(A, F )) +

t∫
a

A(s)Φ(s)C0(cρ(A, F ))Ψ(s) ds.

Отже, доведено таку достатню умову розв’язностi матричної iнтегрально-диферен-
цiальної крайової задачi для системи типу Фредгольма з виродженим ядром (1), (2).
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Теорема. У критичному випадку (PQ∗ 6= 0) за умов (5) i (7) розв’язок матричної iнте-
грально-диференцiальної системитипуФредгольма з виродженим ядром (1), який задовольняє
крайову умову (2):

Z(t, cr) = W (t, cr) +G
[
F (s);A

]
(t), cr ∈ Rr,

визначає узагальнений оператор Грiна

G
[
F (s);A

]
(t) := W (t, cρ(A, F )) +K

[
F (s)

]
(t)

i загальний розв’язок однорiдної частини крайової задачi (1), (2):

W (t, cr) := C1(cρ(cr)) +

t∫
a

A(s)Φ(s)C0(cρ)Ψ(s) ds,

де

W (t, cρ(A, F )) := C1(cρ(A, F )) +

t∫
a

A(s)Φ(s)C0(cρ(A, F ))Ψ(s) ds

— загальний розв’язок однорiдної частини крайової задачi (1), (2) i

K
[
F (s)

]
(t) :=

t∫
a

Φ(s)C0(B)Ψ(s) ds+ C1(B) + F(t)

— узагальнений оператор Грiна матричної задачi Кошi Z(a) = 0 для лiнiйної матричної
iнтегрально-диференцiальної системи типу Фредгольма з виродженим ядром (1).

Знайденi умови розв’язностi (5) i (7), а також конструкцiя узагальненого оператора Грi-
на крайової задачi для матричної iнтегрально-диференцiальної системи типу Фредгольма
з виродженим ядром (1), (2) узагальнюють традицiйнi результати для нетерових крайових
задач [1, 2].

Приклад 1. Вимоги доведеної теореми задовольняє задача про побудову 2π -перiодич-
них розв’язкiв матричної iнтегрально-диференцiальної системи

Z ′(t) = Φ(t)

b∫
a

[
A(s)Z(s) +B(s)Z ′(s)

]
Ψ(t) ds+ F (t), (8)

де

A(t) :=

(
cos t sin t 0

0 0 0

)
, Φ(t) :=


cos t − sin t

sin t cos t

0 0

, Ψ(t) :=

(
cos t sin t

− sin t cos t

)
,

B(t) :=

(
cos t sin t 0

0 cos t sin t

)
, F (t) :=


sin t 0

cos t sin t

0 cos t

.
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Позначимо

Ξ1 :=


1 0

0 0

0 0

, Ξ2 :=


0 0

1 0

0 0

, . . . , Ξ6 :=


0 0

0 0

0 1


природний базис простору R3×2, а також

Θ1 :=

(
1 0

0 0

)
, Θ2 :=

(
0 0

1 0

)
, . . . , Θ4 :=

(
0 0

0 1

)

— природний базис простору R2×2, при цьому

D =



1 π −π 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

pi 0 1 π 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0


, PD∗ =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


i, крiм того,

PD =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



, PDρ =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1



.

Оскiльки PD∗ = 0, то умова (5) виконується. Матрицi

C0(B) =

(
0 π

π 0

)
, C0(cρ) =

(
0 0

0 0

)
,

C1(B) =


0 0

0 0

0 0

, C1(cρ) =


c1 c4

c2 c5

c3 c6
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визначають загальний розв’язок

W (t, cρ) = C1(cρ), cρ ∈ R6,

задачi Кошi Z(0) = 0 для однорiдної частини рiвняння (8), а також узагальнений оператор
Грiна матричної задачi Кошi

K
[
F (s)

]
(t) =


1− cos t− π sin2 t π cos t sin t

(1 + π cos t) sin t 1− cos t+ π sin2 t

0 sin t

.
Оскiльки Q = 0, A = 0 i LK[F (s)](·) = 0, то умову (7) виконано, при цьому розв’язок
матричної iнтегрально-диференцiальної системи типу Фредгольма з виродженим ядром,
що задовольняє крайову умову (8):

Z(t, cr) = W (t, cr) +G
[
F (s);A

]
(t), cr ∈ R6,

визначає узагальнений оператор Грiна

G
[
F (s);A

]
(t) = K

[
F (s)

]
(t)

i загальний розв’язок W (t, cr) = C1(cρ) однорiдної частини крайової задачi (8).
У некритичному випадку PQ∗ = 0 умова (7) виконується для будь-яких неоднорiдно-

стей крайової задачi (1), (2), при цьому розв’язок матричної iнтегрально-диференцiальної
системи типу Фредгольма з виродженим ядром (1), який задовольняє крайову умову (2),
визначає таке твердження.

Наслiдок. У некритичному випадку (PQ∗ = 0) за умови (5) розв’язок матричної iнте-
грально-диференцiальної системитипуФредгольма з виродженим ядром (1), який задовольняє
крайову умову (2):

Z(t, cr) = W (t, cr) +G
[
F (s);A

]
(t), cr ∈ Rr,

визначає узагальнений оператор Грiна

G
[
F (s);A

]
(t) := W (t, cρ(A, F )) +K

[
F (s)

]
(t)

та загальний розв’язок однорiдної частини крайової задачi (1), (2):

W (t, cr) := C1(cρ(cr)) +

t∫
a

A(s)Φ(s)C0(cρ)Ψ(s) ds.

Приклад 2. Вимоги доведеного наслiдку задовольняє задача про побудову антиперiо-
дичних розв’язкiв матричної iнтегрально-диференцiальної системи (8).

Загальний розв’язок W (t, cρ), cρ ∈ R6, задачi Кошi Z(0) = 0 для однорiдної частини
рiвняння (8), а також узагальнений оператор Грiна матричної задачi Кошi K[F (s)](t) були
здобутi в прикладi 1. Оскiльки Q = 2 I6, A = 0 i LK[F (s)](·) = 0, то єдиний розв’язок

Z(t) = G
[
F (s);A

]
(t)
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матричної iнтегрально-диференцiальної системи типу Фредгольма з виродженим ядром,
що задовольняє крайову умову Z(0) + Z(2π) = 0, визначає узагальнений оператор Грiна

G
[
F (s);A

]
(t) = K

[
F (s)

]
(t)

антиперiодичної крайової задачi (8).
Запропонованi умови розв’язку, а також конструкцiя узагальненого оператора Грiна

крайової задачi (1), (2) для матричної iнтегрально-диференцiальної системи типу Фред-
гольма з виродженим ядром (1) узагальнюють умови розв’язностi та конструкцiю уза-
гальненого оператора Грiна iнтегрально-диференцiальної крайової задачi [2, 8], а також
матричної крайової задачi [9]. Крiм того, аналогiчнi умови iснування розв’язку, а також
конструкцiя узагальненого оператора Грiна матричної iнтегрально-диференцiальної сис-
теми типу Фредгольма з виродженим ядром (1) можуть бути отриманi для аналогiчної
крайової задачi в абстрактних просторах [1, 10]. Запропонована схема дослiдження крайо-
вих задач матричної iнтегрально-диференцiальної системи типуФредгольма з виродженим
ядром (1) аналогiчно з [8] може бути перенесена на нелiнiйнi iнтегрально-диференцiальнi
системи типу Фредгольма з виродженим ядром, а також аналогiчно з [5, 11 – 17] — на
матричнi крайовi задачi для iнтегрально-диференцiальних систем типу Фредгольма з ви-
родженим ядром, що мiстять диференцiально-алгебраїчний оператор. З iншого боку, у
разi нерозв’зностi матричнi крайовi задачi для iнтегрально-диференцiальних систем типу
Фредгольма з виродженим ядром можуть бути регуляризованi аналогiчно з [18, 19].
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