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Weconsider criteria for the existence of theGreen – Samoilenko function for linear extensions of dynamical
systems on a torus. Structures of Lyapunov functions and Green – Samoilenko functions are analyzed.

Розглядаються критерiї iснування функцiї Грiна –Самойленка для лiнiйних розширень динамiчних
систем на торi. Аналiзуються конструкцiї функцiй Ляпунова i функцiй Грiна –Самойленка.

Систему диференцiальних рiвнянь вигляду
dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= A(ϕ)x, (1)

де ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm) , x = (x1, x2, . . . , xn), називають лiнiйним розширенням динамiчної
системи на торi. Векторна функцiя a(ϕ) =

{
a1(ϕ), . . . , am(ϕ)

}
, m ≥ 1, є 2π -перiодичною

по кожнiй змiннiй ϕi, i = 1,m, i задовольняє умову Лiпшиця. Ця умова дозволяє ствер-
джувати, що початкова задача Кошi dϕ

dt
= a(ϕ), ϕ|t=0 = ϕ0 має єдиний розв’язок ϕt(ϕ0).

Очевидно, цей розв’язок ϕt(ϕ0) завжди визначений при всiх t ∈ R. Матриця A(ϕ) є
(n × n)-вимiрною, її елементами є неперервнi дiйснi скалярнi функцiї, 2π -перiодичнi за
кожною змiнною ϕi, A(ϕ) ∈ C0(Tm).

Нормовану фундаментальну матрицю лiнiйної системи dx

dt
= A(ϕt(ϕ0))x з парамет-

рами ϕ0 позначимо Ωt
τ (ϕ0), Ωt

τ (ϕ0)
∣∣
t=τ

= In, де In — одинична n-вимiрна матриця.
Далi будемо використовувати такi позначення: 〈y, x〉 =

∑n

i=1
yixi — скалярний добуток

в Rn, ‖x‖ =
√∑n

i=1
x2i , ‖A‖ = max‖x‖=1 ‖Ax‖ — норма матрицi A, C1(Tm) — простiр

дiйсних функцiй F (ϕ) неперервно диференцiйовних i 2π -перiодичних за кожною змiнною
ϕi, i = 1,m.

Означення. Система (1) має функцiю Грiна –Самойленка G0(τ, ϕ) задачi про iнварiантнi
тори, якщо iснує така неперервна матриця C(ϕ) ∈ C0(Tm), при якiй функцiя

G0(τ, ϕ) =

Ω0
τ (ϕ)C (ϕτ (ϕ)) , τ ≤ 0,

Ω0
τ (ϕ) [C (ϕτ (ϕ))− In] , τ > 0,

(2)
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задовольняє оцiнку
∥∥G0(τ, ϕ)

∥∥ ≤ K exp{−γ|τ |} з додатними постiйними K, γ, незалежними
вiд τ ∈ R i ϕ ∈ Tm. Якщо iснує єдинатакафункцiя (2),то систему (1) називають регулярною.
Якщо ж iснує безлiч рiзних функцiй Грiна –Самойленка (2), то систему (1) називають слабко
регулярною.

Слiд зауважити, що вперше функцiя Грiна (2) з’явилась у вiдомiй роботi А. М. Самой-
ленка [1]. З того часу багато його учнiв дослiджували цю функцiю для рiзного вигляду
систем (1) у рiзних просторах. Опублiковано велику кiлькiсть статей i цiлий ряд важливих
для цiєї теорiї книг (деякi з них наведено в [2 – 15]).

Нагадаємо вiдоме твердження.
Теорема [3]. Для того щоб система (1) була регулярною, необхiдно i достатньо, щоб

iснувала невироджена квадратична форма

V =
〈
S(ϕ)x, x

〉
, (3)

ST (ϕ) ≡ S(ϕ), detS(ϕ) 6= 0 ∀ϕ ∈ Tm, S(ϕ) ∈ C1(Tm), похiдна якої вздовж розв’язкiв
системи (1) є додатно визначеною, тобто виконується нерiвнiсть〈[

m∑
i=1

∂S(ϕ)

∂ϕi
ai(ϕ) + S(ϕ)A(ϕ) +AT (ϕ)S(ϕ)

]
x, x

〉
≥ ‖x‖2. (4)

Оскiльки матриця S(ϕ) є невиродженою, то для оберненої матрицi S(ϕ) = S−1(ϕ) з
нерiвностi (4) випливає нерiвнiсть〈[

m∑
i=1

∂S(ϕ)

∂ϕi
ai(ϕ)− S(ϕ)AT (ϕ)−A(ϕ)S(ϕ)

]
y, y

〉
≤ −β‖y‖2, (5)

де β = const > 0. Нерiвнiсть (5) означає, що похiдна квадратичної форми W =
〈
S(ϕ)y, y

〉
вздовж розв’язкiв спряженої до (1) системи

dϕ

dt
= a(ϕ),

dy

dt
= −AT (ϕ)y (6)

є вiд’ємно визначеною. Таким чином, якщо система (1) є регулярною, то й спряжена
система (6) також буде регулярною. Причому функцiя Грiна G0(τ, ϕ) для системи (6)
пов’язана з функцiєю Грiна (2) такою тотожнiстю G0(τ, ϕ) ≡ −[Gτ (0, ϕ)]T .

Якщо припустити iснування симетричної матрицi S(ϕ) ∈ C1(Tm), яка задовольняє
нерiвнiсть (5) та detS(ϕ0) = 0 для деякого значення ϕ0 ∈ Tm, то система (1) буде мати
безлiч рiзних функцiй Грiна –Самойленка (2), тобто буде слабко регулярною, а спряжена
система (6) не матиме жодної такої функцiї. При цьому розширена система

dϕ

dt
= a(ϕ),


dx

dt
= A(ϕ)x,

dy

dt
= x−AT (ϕ)y

(7)

буде регулярною.
Розглянемо приклад регулярної системи

dϕ

dt
= sinϕ,


dx

dt
= x cosϕ,

dy

dt
= x− y cosϕ.

(8)
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Невироджену квадратичну форму (3) вибираємо у виглядi
V = λxy − y2 cosϕ. (9)

Похiдна цiєї форми вздовж розв’язкiв системи (8) при значеннях параметра λ > 1 є
додатно визначеною: V̇ ≥ (λ − 1)x21 + x22. Таким чином, система (8) має єдину функцiю
Грiна –Cамойленка (2). Для запису цiєї функцiї знайдемо матрицю проектування C(ϕ).

Для цього спочатку запишемо лiнiйну систему dx

dt
= A(ϕt(ϕ0))x з параметром ϕ0. Маємо

dx

dt
=
e−t cos2

ϕ0

2
− et sin2 ϕ0

2

e−t cos2
ϕ0

2
+ et sin2 ϕ0

2

x,
dy

dt
= x−

e−t cos2
ϕ0

2
− et sin2 ϕ0

2

e−t cos2
ϕ0

2
+ et sin2 ϕ0

2

y.

Легко знаходимо розв’язки цiєї системи:

x =
x(0)

e−t cos2
ϕ0

2
+ et sin2 ϕ0

2

, (10)

y =
(
e−t cos2

ϕ0

2
+ et sin2 ϕ0

2

)y(0) + x(0)

t∫
0

dτ(
e−τ cos2

ϕ0

2
+ eτ sin2 ϕ0

2

)2
. (11)

Звiдси отримуємо рiвняння пiдпросторiв
E+ : y(0) + x(0)k+ = 0, E− : y(0)− x(0)k+ = 0,

де позначено

k+ =

+∞∫
0

dτ(
e−τ cos2

ϕ0

2
+ eτ sin2 ϕ0

2

)2 =
1

2 sin2 ϕ0

2

,

k− =

0∫
−∞

dτ(
e−τ cos2

ϕ0

2
+ eτ sin2 ϕ0

2

)2 =
1

2 cos2
ϕ0

2

.

Використовуючи рiвняння пiдпросторiв, знаходимо матрицю проектування на пiдпростiр
E+ вздовж пiдпростору E− :

C(ϕ0) =
1

k+ + k−

(
k− −1

−k+k− k+

)
=

sin2 ϕ0

2
−2 sin2 ϕ0

2
cos2

ϕ0

2

−1

2
cos2

ϕ0

2

.
Звiдси отримуємо суперпозицiю

C (ϕτ (ϕ)) =



eτ sin2 ϕ

2

e−τ cos2
ϕ

2
+ eτ sin2 ϕ

2

−2 sin2 ϕ

2
cos2

ϕ

2(
e−τ cos2

ϕ

2
+ eτ sin2 ϕ

2

)2
−1

2

e−τ cos2
ϕ

2

e−τ cos2
ϕ

2
+ eτ sin2 ϕ

2


.
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Обчислюючи iнтеграл
t∫

0

dτ(
e−τ cos2

ϕ0

2
+ eτ sin2 ϕ0

2

)2 =
et − e−t

2
(
e−τ cos2

ϕ0

2
+ eτ sin2 ϕ0

2

) ,
iз розв’язкiв (10), (11) складаємо фундаментальну матрицю

X(t) =


(
e−t cos2

ϕ0

2
+ et sin2 ϕ0

2

)−1
0

et − e−t

2
e−t cos2

ϕ0

2
+ et sin2 ϕ0

2

.
Звiдси отримуємо нормовану в точцi t = τ фундаментальну матрицю розв’язкiв

Ωt
τ (ϕ0) = X(t)X−1(τ) =



e−τ cos2
ϕ0

2
+ eτ sin2 ϕ0

2

e−t cos2
ϕ0

2
+ et sin2 ϕ0

2

0

ω(t, τ)
e−t cos2

ϕ0

2
+ et sin2 ϕ0

2

e−τ cos2
ϕ0

2
+ eτ sin2 ϕ0

2


,

де позначено

ω(t, τ) =
et − e−t

2

(
e−τ cos2

ϕ0

2
+ eτ sin2 ϕ0

2

)
− eτ − e−τ

2

(
e−t cos2

ϕ0

2
+ et sin2 ϕ0

2

)
.

Тепер можемо записати функцiю Грiна –Самойленка (2):

G0(τ, ϕ) =




sin2 ϕ

2
−

2 cos2
ϕ

2
sin2 ϕ

2

cos2
ϕ

2
+e2τ sin2ϕ

2

−1

2

cos2
ϕ

2

cos2
ϕ

2
+e2τ sin2ϕ

2


eτ , τ ≤ 0,


− cos2

ϕ

2
−

2 cos2
ϕ

2
sin2 ϕ

2

e−2τ cos2
ϕ

2
+ sin2ϕ

2

−1

2

− sin2 ϕ

2

e−2τ cos2
ϕ

2
+ sin2ϕ

2


e−τ , τ > 0.

Подальший приклад регулярної системи

dϕ

dt
= sinϕ,


dx

dt
= x cosϕ,

dy

dt
= x(sinϕ)2k − y cosϕ, k ∈ N,

(12)
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показує, що не завжди легко вдається знайти таку квадратичну форму, похiдна якої вздовж
розв’язкiв системи (12) є знаковизначеною.Пропонуємо для системи (12) таку квадратичну
форму шукати у виглядi

V = x2 cosϕ+ 2

(
p+

1

2k
sin2k ϕ

)
xy − y2 cosϕ, (13)

де p — додатний параметр. Виберемо цей параметр так, щоб похiдна квадратичної фор-
ми (13) вздовж розв’язкiв системи (12) була б додатно визначеною. Обчислюючи цю похi-
дну, отримуємо

V̇ = x2
[
− sin2 ϕ+ 2 cos2 ϕ+ 2 sin2k ϕ

(
p+

1

2k
sin2k ϕ

)]
+ y2

(
sin2 ϕ+ 2 cos2 ϕ

)
≥

≥ x2
[
2p sin2kϕ− 3 sin2 ϕ+ 2

]
+ y2. (14)

Покажемо, що достатньо вибрати значення параметра p = 3k i тодi буде виконуватися
нерiвнiсть

2·3k sin
2k
ϕ− 3 sin2 ϕ+ 2 ≥ 1 ∀ϕ ∈ R. (15)

Позначимо σ = sin2 ϕ i розглянемофункцiю f(σ) = 2pσk−3σ+2. При значеннях σ ∈
[
0,

1

3

]
виконується нерiвнiсть f(σ) ≥ −3σ + 2 ≥ 1. Якщо ж σ ∈

[
1

3
, 1

]
, то

f(σ) ≥ 2pσk − 3 + 2 = 2pσk − 1 ≥ 2p

(
1

3

)k
− 1 ≥ 1 при p ≥ 3k.

Таким чином, при значеннi параметра p = 3k похiдна квадратичної форми (13) вздовж
розв’язкiв системи (12) є додатно визначеною. Оскiльки квадратична форма (13) є невиро-
дженою, то система (12) має єдину функцiю Грiна –Самойленка.

Звернемо увагу на те, що коли в нерiвностi (4) матриця S(ϕ) ≡ S є постiйною, то,
очевидно, вона буде невиродженою й система (1) буде регулярною при будь-яких функцiях
a(ϕ) ∈ CLip(Tm). Виявилося, що система (1) може бути регулярною при будь-яких функцiях
a(ϕ) ∈ CLip(Tm), а постiйної матрицi S, яка б задовольняла нерiвнiсть (4), не iснує. У цьому
можна переконатися, дослiджуючи систему рiвнянь

dϕ

dt
= a(ϕ),


dx

dt
= x sinϕ+ y cos2 ϕ,

dy

dt
= x− y sinϕ.

У випадку, коли в системi (1) матриця A(ϕ) ≡ A є постiйною, система (1) буде регулярною
тiльки тодi, коли дiйснi частини всiх власних значень матрицi A вiдмiннi вiд нуля. Таким
чином, якщо в цьому випадку detA = 0, то система (1) функцiї Грiна –Самойленка не ма-
тиме. Виявилося, що у випадку змiнної матрицi A(ϕ) можливий випадок, коли detA(ϕ) ≡ 0
∀ϕ ∈ Tm i система (1) є регулярною. Це видно iз системи

dϕ

dt
= 2,


dx

dt
= x cosϕ+ y(sinϕ− 1),

dy

dt
= x(sinϕ+ 1)− y cosϕ.
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Похiдна квадратичної форми V = x2 cosϕ+2xy sinϕ−y2 cosϕ вздовж розв’язкiв записаної
вище системи є додатно визначеною V̇ = 2(x2 + y2).

Продовження дослiджень властивостi регулярностi розширених систем (7) привело до
розгляду систем такого вигляду:

dϕ

dt
= a(ϕ), S(ϕ)

dx

dt
=

[
B(ϕ) +M(ϕ)− 1

2

m∑
i=1

∂S(ϕ)

∂ϕi
ai(ϕ)

]
x, (16)

де S(ϕ) — деяка фiксована симетрична матриця, невироджена й неперервно диферен-
цiйовна за кожною змiнною ϕi, тобто належить простору C1(Tm), B(ϕ) — неперервна
симетрична матриця, B(ϕ) ∈ C0(Tm), яка задовольняє нерiвнiсть

〈B(ϕ)x, x〉 ≥ 0, (17)

M(ϕ) — неперервна кососиметрична матриця, MT (ϕ) ≡ −M(ϕ), M(ϕ) ∈ C0(Tm).

Справджується таке твердження.
Теорема 1. Нехай система рiвнянь (16) при B(ϕ) ≡ 0 має хоча б одну функцiю Грiна –

Самойленка. Тодi ця функцiя буде єдиною, кiлькiсть змiнних x буде парною (x ∈ Rn ) n =
= 2k i при кожнiй симетричнiй матрицi B(ϕ) ∈ C0(Tm), яка задовольняє нерiвнiсть (17),
система (16) буде регулярною.

Тепер припустимо, що в системi (16) невироджена симетрична матриця S(ϕ) ≡ S є
постiйною, а симетрична матриця B(ϕ) має вигляд

B(ϕ) =

k∑
j=1

Bj(ϕ)νj(ϕ),

де νj(ϕ) — неперервнi скалярнi функцiї, якi задовольняють нерiвностi νj(ϕ) ≥ 0. Це
можуть бути функцiї | cosϕ|, cos2k ϕ i т. д. Неперервнi симетричнi матрицi Bj(ϕ) задо-
вольняють умову

k∑
j=1

〈Bj(ϕ)x, x〉 ≥ β‖x‖2, β = const > 0.

Пiсля цих припущень система (16) набирає вигляду

dϕ

dt
= a(ϕ), S

dx

dt
=

 k∑
j=1

Bj(ϕ)νj(ϕ) +M(ϕ)µ(ϕ)

x, (18)

де µ(ϕ) — деяка скалярна функцiя, µ(ϕ) ∈ C1(Tm), M(ϕ) — неперервна кососиметрична
матриця.

Позначимо

ν0(ϕ) = min {ν1(ϕ), ν2(ϕ), . . . , νk(ϕ)} ,

ν(ϕ) = max {ν1(ϕ), ν2(ϕ), . . . , νk(ϕ)} .

Справджується таке твердження.
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Теорема 2. Нехай в системi (18) скалярнi функцiї νj(ϕ), µ(ϕ) такi, що для будь-яких по-
стiйних L1, L2 завжди знайдеться таке значення параметра p > 0, при якому виконується
оцiнка

pν0(ϕ) + µ2(ϕ)− L1

m∑
i=1

∣∣∣∣∂µ(ϕ)

∂ϕi

∣∣∣∣− L2ν(ϕ) ≥ ε, ε = const > 0, (19)

i нехай iснує постiйна симетрична матриця Θ , яка задовольняє нерiвнiсть〈[
ΘS−1M(ϕ)−M(ϕ)S−1Θ

]
x, x

〉
≥ ‖x‖2. (20)

Тодi система (18) буде регулярною при кожнiй функцiї a(ϕ) ∈ CLip(Tm). При цьому похiдна
квадратичної форми p 〈Sx, x〉 + 〈Θx, x〉µ(ϕ) вздовж розв’язкiв системи (18) буде додатно
визначеною при достатньо великих значеннях параметра p > 0.

Наведемо приклад, який iлюструє застосування теореми 2.
Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь
dϕ

dt
= a(ϕ),

dx1
dt

= x1 sinϕ+ 3x2 cos4 ϕ,
dx2
dt

= 2x1 cos2 ϕ− x2 sinϕ. (21)

Друге й третє рiвняння запишемо у матричному виглядi(
0 1

1 0

)
d

dt

(
x1

x2

)
=

[(
2 0

0 0

)
cos2 ϕ+

(
0 0

0 3

)
cos4 ϕ+

(
0 −1

1 0

)
sinϕ

](
x1

x2

)
.

Порiвнюючи з системою (18), у розглядуваному випадку маємо

S =

(
0 1

1 0

)
, B1 =

(
2 0

0 0

)
, B2 =

(
0 0

0 3

)
, M =

(
0 −1

1 0

)
,

ν1 = cos2 ϕ, ν2 = cos4 ϕ, µ = sinϕ.

Матрицю Θ , яка задовольняє нерiвнiсть (20), вибираємо у виглядi

Θ =

(
1 0

0 −1

)
.

Перевiримо оцiнку (19). При цьому лiва сторона згаданої оцiнки має вигляд

p cos4 ϕ+ sin2 ϕ− L1|a|0| cosϕ| − L2 cos2 ϕ ≥

≥ p cos4 ϕ+ sin2 ϕ− L| cosϕ|, (22)

де |a|0 = max
∣∣a(ϕ)

∣∣, L = L1|a|0 + L2.
Позначаючи | cosϕ| = s, праву частину нерiвностi (22) запишемо у виглядi

f(s) = ps4 − s2 − Ls+ 1, s ∈ [0, 1]. (23)

Оскiльки f(0) = 1, то, очевидно, iснує таке значення δ > 0, що f(s) ≥ 1

2
при всiх s ∈ [0, δ].

Знайдемо одне iз можливих значень δ. Запишемо нерiвностi

f(s) = ps4 − s2 − Ls+ 1 ≥ −s2 − Ls+ 1 ≥ −s− Ls+ 1.
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Звiдси видно, що для виконання нерiвностi f(s) ≥ 1

2
достатньо вибирати s iз вiдрiзка[

0,
1

2(L+ 1)

]
, δ =

1

2(L+ 1)
. Тепер розглянемо функцiю (23) на вiдрiзку [δ, 1]. Маємо

f(s) = ps4−s2−Ls+1 ≥ pδ4−L ≥ 1

2
. Звiдси випливає,що коли вибрати значення параметра

p ≥ δ−4
(
L+

1

2

)
= 8(2L+ 1)(L+ 1)4, тодi буде виконуватися нерiвнiсть f(s) ≥ 1

2
при всiх

s ∈ [0, 1]. Таким чином, у нашому випадку оцiнка (19) виконується. Iз теореми 2 тепер
можна зробити висновок, що записана система (21) є регулярною при будь-яких скалярних
функцiях a(ϕ) ∈ CLip(T1).
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