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We determine necessary and sufficient conditions for the existence of solutions of the nonlinear boundary-
value problem for the system of difference-algebraic equations in the case of parametric resonance.
We construct the convergent iterative algorithm for finding approximations of solutions of the nonli-
near boundary-value problem for the system of difference-algebraic equations in the case of parametric
resonance. As an example of application of the constructed iterative scheme, we obtain approximations
of solutions of the two-point boundary-value problem for a system of Mathieu-type difference-algebraic
equations with parametric perturbation. For the control of accuracy of the obtained approximations of
solutions of the two-point boundary-value problem for a system of Mathieu-type difference-algebraic
equations with parametric perturbation, discrepancies in the original equation are used.

Одержано необхiднi й достатнi умови iснування розв’язкiв нелiнiйної крайової задачi для системи
рiзницево-алгебраїчних рiвнянь у випадку параметричного резонансу. Побудовано збiжну iтера-
цiйну схему для знаходження наближень до розв’язкiв нелiнiйної крайової задачi для системи
рiзницево-алгебраїчних рiвнянь у випадку параметричного резонансу. Як приклад застосування
побудованої iтерацiйної схеми отримано наближення до розв’язкiв двоточкової крайової задачi для
системи рiзницево-алгебраїчних рiвнянь типу Матьє з параметричним збуренням. Для контролю
точностi здобутих наближень до розв’язкiв двоточкової крайової задачi для системи рiзницево-
алгебраїчних рiвнянь типу Матьє з параметричним збуренням використовуються нев’язки у вихiд-
ному рiвняннi.

Актуальнiсть вивчення перiодичних крайових задач у випадку параметричного резонансу
пов’язана з численними додатками в електронiцi [1, 2], теорiї плазми [3], нелiнiйнiй оптицi,
механiцi [4] та верстатобудуваннi [5]. Традицiйне вивчення крайових задач у випадку
параметричного резонансу пов’язане з дослiдженням, насамперед, питань стiйкостi [6, 7].
Як правило, при вивченнi крайових задач диференцiальне рiвняння вважалося фiксованим.

Таким чином, основною вiдмiннiстю цiєї статтi є вивчення умов розв’язностi рiзни-
цево-алгебраїчних крайових задач у випадку параметричного резонансу залежно вiд влас-
ної функцiї рiзницево-алгебраїчного рiвняння. Використовувана класифiкацiя рiзницево-
алгебраїчних крайових задач у випадку параметричного резонансу залежно вiд простоти
або кратностi рiвняння для породжуючих констант iстотно вiдрiзняється вiд аналогiчної
класифiкацiї перiодичних задач у випадку параметричного резонансу [6, 7] i вiдповiдає
загальнiй класифiкацiї нетерових крайових задач [8, 9].

1. Постановка задачi. Дослiджуємо задачу про знаходження обмежених розв’язкiв [9]

z(k, ε) ∈ Rn, k ∈ Ω := {0, 1, 2, . . . , ω}, z(k, ·) ∈ C[0, ε0]
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i власної функцiї h(ε) ∈ C[0, ε0] нелiнiйної крайової задачi для системи рiзницево-алгебра-
їчних рiвнянь

A(k)z(k + 1, ε) = B(k)z(k, ε) + f(k) + εZ(z(k, ε), h(ε), k, ε), (1)

`z(·, ε) = α+ ε J(z(·, ε), h(ε), ε) (2)

у малому околi розв’язку породжуючої нетерової (p 6= n) крайової задачi

A(k)z0(k + 1) = B(k)z0(k) + f(k), `z0(·) = α, α ∈ Rp, (3)

де A(k), B(k) ∈ Rm×n — взагалi кажучи, прямокутнi (m 6= n) обмеженi матрицi; якщо
ж матриця A(k) квадратна (m = n), то припускаємо, що вона вироджена; f(k) —
дiйсний обмежений вектор-стовпець, нелiнiйна функцiя Z(z(k, ε), h(ε), k, ε) неперервно-
диференцiйовна за невiдомими z(k, ε) i h(ε) у малому околi розв’язку породжуючої задачi
та у малому околi точки h0 := h(0) ∈ Rq i обмежена за незалежною змiнною, а також непе-
рервна за малим параметром ε на вiдрiзку [0, ε0]; `z(·, ε) : Rn → Rp —лiнiйний обмежений
векторний функцiонал, визначений на просторi обмежених функцiй, J(z(·, ε), h(ε), ε) —
нелiнiйний обмежений векторний функцiонал, неперервно-диференцiйовний (по Фреше)
за невiдомими z(k, ε) та h(ε) у малому околi розв’язку породжуючої задачi й у малому
околi точки h0 := h(0) ∈ Rq, а також неперервний за малим параметром ε на вiдрiзку
[0, ε0].

Поставлена задача (1) є узагальненням задачi, розв’язаної О. А. Бойчуком [9], а також
аналогом нетерових крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь у
випадку параметричного резонансу [7, 10, 11]. За умови [12]

PA∗(k) = 0, k ∈ Ω, (4)

систему (3) можна привести до традицiйної системи рiзницевих рiвнянь [9]

z(k + 1) = A+(k)B(k)z(k) + F0(k, ν0(k)), (5)

де
rankA(k) := m < n.

Крiм того,
F0(k, ν0(k)) := A+(k)f(k) + PAρ0 (k)ν0(k),

A+(k) — псевдообернена (за Муром –Пенроузом) матриця, PA∗(k) — матриця-ортопро-
ектор

PA∗(k) : Rm → N(A∗(k)),

PAρ0 (k) — (n× ρ0)-вимiрна матриця, утворена з ρ0 лiнiйно незалежних стовпцiв (n× n)–
вимiрної матрицi-ортопроектора [8]:

PA(k) : Rn → N(A(k)),

ν0(k) ∈ Rρ0 — довiльна обмежена вектор-функцiя. Загальний розв’язок задачi Кошi

z(0) = c ∈ Rn
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для однорiдної частини системи рiзницевих рiвнянь (5)

z(k) = X0(k) c, c ∈ Rn,

визначає нормальна фундаментальна матриця

X0(k + 1) = A+(k)B(k)X0(k), X0(0) = In,

яка зображується у виглядi

X0(k) =
k−1∏
j=1

A+(j)B(j).

За умови (4) ця матриця, взагалi кажучи, вироджена:

detX0(k) = 0,

тому для побудови загального розв’язку задачi Кошi z(0) = c ∈ Rn для системи (5) схему
[9], взагалi кажучи, не можна застосувати. Разом iз тим оператор Грiна задачi Кошi для
системи (5) можна знайти таким чином [12]:

K[F0(j, ν0(j))](0) := 0, K[F0(j, ν0(j))](1) := F0(0, ν0(0)), . . . ,

K[F0(j, ν0(j))](k + 1) := A+(k)B(k)K[F0(j, ν0(j))](k) + F0(k, ν0(k)), . . . .

Отже, поставлена задача для системи (5) за умови (4) має розв’язок

z(k, c) = X0(k) c+K[f(j), ν0(j)](k), c ∈ Rn, (6)

де
K[f(j), ν0(j)](k) := K[F0(j, ν0(j))](k)

— оператор Грiна задачi Кошi для системи (3). По аналогiї з класифiкацiєю диферен-
цiально-алгебраїчних рiвнянь [13 – 15] за умови (4) будемо казати, що система лiнiй-
них рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (3) є невиродженою. Зауважимо, що на вiдмiну вiд
традицiйної системи лiнiйних рiзницевих рiвнянь розв’язок системи лiнiйних рiзницево-
алгебраїчних рiвнянь (3) за умови (4) залежить вiд довiльної обмеженої вектор-функцiї
ν0(k) ∈ Rρ0 . Припустимо для початку цю функцiю фiксованою. Позначимо матрицю
Q0 := `X0(·) ∈ Rp×n, а також

PQ0 : Rn → N(Q0), PQ∗
0
: Rp → N

(
Q∗0
)

—матрицi-ортопроектори [9]. Пiдставляючи загальний розв’язок задачi Кошi z(0) = c для
системи (3) у крайову умову (3), приходимо до рiвняння, розв’язного тодi й тiльки тодi,
коли

PQ∗
0

{
α− `K

[
f(j), ν0(j)

]
(·)
}

= 0. (7)

Задача про знаходження обмежених розв’язкiв лiнiйної нетерової (n 6= p) крайової задачi
для системи (3) за умов (4) i (7) має розв’язок

z(k, cr) = Xr(k) cr +G[f(j), ν0(j), α](k), k ∈ Ω, cr ∈ Rr,
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де Xr(k) := X0(k)PQr —фундаментальна матриця розв’язкiв однорiдної частини крайової
задачi (3) i

G[f(j), ν0(j), α](k) := K
[
F0(j, ν0(j))

]
(k) +X0(k)Q+

0

{
α− `K[f(j), ν0(j)](·)

}
— узагальнений оператор Грiна лiнiйної нетерової крайової задачi для системи (3), Q+

0 ∈
∈ Rn×p — псевдообернена за Муром –Пенроузом матриця [9]; матриця PQr ∈ Rn×r утво-
рена з r лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроектора PQ0 ∈ Rn×n.

2. Необхiдна умова розв’язностi. За умов (4) i (7) розв’язок нелiнiйної крайової зада-
чi (1), (2) шукаємо в малому околi розв’язку породжуючої крайової задачi (3):

z(k, ε) = z0(k, cr) + x(k, ε), h(ε) = h0 + µ(ε).

Для знаходження вiдхилень

x(k, ε) ∈ Rn, k ∈ Ω, x(k, ·) ∈ C[0, ε0], µ(ε) ∈ C[0, ε0]

отримуємо крайову задачу

x(k + 1, ε) = A+(k)B(k)x(k, ε)+

+ εA+(k)Z(z0(k, c0) + x(k, ε), h0 + µ(ε), k, ε), (8)

`x(·, ε) = ε J(z0(·, cr) + x(·, ε), h0 + µ(ε), ε). (9)

Позначимо вектор

č0 :=

[
c∗r

h∗0

]
∈ Rr+q.

За умов (4) i (7) крайова задача (1), (2) розв’язна тодi й тiльки тодi, коли

PQ∗
d

{
J(z0(·, cr) + x(·, ε), h0 + µ(ε), ε)−

− `K
[
Z(z0

(
k, c∗r

)
+ x(k, ε), h0 + µ(ε), k, ε)

]
(·)
}

= 0.

Таким чином, доведено таку лему.
Лема. За умов (4) i (7) розв’язок породжуючої крайової задачi (3) має вигляд

z0(k, cr) = Xr(k) cr +G[f(j), ν0(j), α](k), k ∈ Ω, cr ∈ Rr. (10)

Припустимо, що в малому околi породжуючого розв’язку z0

(
k, c∗r

)
крайова задача (1), (2) має

розв’язок
z(k, ε) ∈ Rn, k ∈ Ω, z(k, ·) ∈ C[0, ε0], z(k, 0) = z0

(
k, c∗r

)
,

при цьому в малому околi константи h∗0 iснує власнафункцiя h(ε) ∈ C[0, ε0]. Тодi виконується
рiвнiсть

PQ∗
d

{
J(z0

(
·, c∗r

)
, h∗0, 0)− `K

[
Z
(
z0

(
k, c∗r

)
, h∗0, k, 0

)]
(·)
}

= 0. (11)
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Рiвняння (11) за аналогiєю з нетеровими крайовими задачами в критичному випадку [8]
будемо називати рiвнянням для породжуючих констант задачi про знаходження розв’язку
i власної функцiї крайової задачi (1), (2). Коренi рiвняння для породжуючих констант ви-
значають породжуючий розв’язок z0

(
k, c∗r

)
, у малому околi якого можуть iснувати шуканi

розв’язки вихiдної крайової задачi (1), (2), а також початкове значення власної функцiї h∗0.
Якщож рiвняння (11) не має дiйсних коренiв, то вихiдна задача про знаходження розв’язку
крайової задачi (1), (2) i власної функцiї не має шуканих розв’язкiв.

3. Достатня умова розв’язностi. Фiксуючи один iз розв’язкiв

č0 ∈ Rr+q

рiвняння (11), приходимо до задачi про знаходження розв’язку крайової задачi (1), (2)

z(k, ε) = z0

(
k, c∗r

)
+ x(k, ε)

в околi породжуючого розв’язку z0

(
k, c∗r

)
, а також власної функцiї

h(ε) := h∗0 + µ(ε), µ(ε) ∈ C[0, ε0]

у малому околi точки h∗0. У зазначеному околi має мiсце наступне розвинення

Z
(
z0

(
k, c∗r

)
+ x(k, ε), h∗0 + µ(ε), k, ε

)
=

= Z
(
z0

(
k, c∗r

)
, h∗0, k, 0

)
+A1

(
z0

(
k, c∗r

)
, h∗0, k

)
x(k, ε)+

+A2

(
z0

(
k, c∗r

)
, h∗0, k

)
µ(ε) + εA3

(
z0

(
k, c∗r

)
, h∗0, k

)
+

+R
(
z0

(
k, c∗r) + x(k, ε), h∗0 + µ(ε), k, ε

)
,

де

A1

(
z0

(
k, c∗r

)
, h∗0, k

)
:=

∂Z(z(k, ε), h(ε), k, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣z(k,ε)=z0(k,c∗r),
h(ε)=h∗0,
ε=0

,

A2

(
z0

(
k, c∗r

)
, h∗0, k

)
:=

∂Z(z(k, ε), h(ε), k, ε)

∂h

∣∣∣∣∣∣∣z(k,ε)=z0(k,c∗r),
h(ε)=h∗0,
ε=0

,

A3

(
z0

(
k, c∗r

)
, h∗0, k

)
:=

∂Z(z(k, ε), h(ε), k, ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣z(k,ε)=z0(k,c∗r),
h(ε)=h∗0,
ε=0

.

Залишок
R
(
z0

(
k, c∗r

)
+ x(k, ε), h∗0 + µ(ε), k, ε

)
розвинення функцiї

Z
(
z0

(
k, c∗r

)
+ x(k, ε), h∗0 + µ(ε), k, ε

)
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бiльш високого порядку малостi за x(k, ε), µ(ε) i ε в околi породжуючого розв’язку z0(t, c∗r)
i точки h∗0, нiж першi чотири члени розвинення, тому

R(z0(k, c∗r) + x(k, ε), h∗0 + µ(ε), k, ε)

∣∣∣∣∣∣∣z(k,ε)=z0(k,c∗r),
h(ε)=h∗0,
ε=0

≡ 0,

∂R(z0(k, c∗r) + x(k, ε), h∗0 + µ(ε), k, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣z(k,ε)=z0(k,c∗r),
h(ε)=h∗0,
ε=0

≡ 0,

∂R(z0(k, c∗r) + x(k, ε), h∗0 + µ(ε), k, ε)

∂h

∣∣∣∣∣∣∣z(k,ε)=z0(k,c∗0),
h(ε)=h∗0,
ε=0

≡ 0,

∂R(z0(k, c∗0) + x(k, ε), h∗0 + µ(ε), k, ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣z(k,ε)=z0(k,c∗r),
h(ε)=h∗0,
ε=0

≡ 0.

Аналогiчно, використовуючи неперервну диференцiйовнiсть (у сенсi Фреше) векторного
функцiонала J(z(·, ε), h(ε), ε) за першимаргументом i неперервнiсть за другим аргументом,
видiляємо лiнiйнi за x, ε i µ(ε) частини `1

(
z0

(
·, c∗r

))
, `2

(
z0

(
·, c∗r

))
i `3
(
z0

(
·, c∗r

))
цих функ-

цiоналiв та член J
(
z0

(
·, c∗0

)
, h∗0, 0

)
нульового порядку малостi за ε в околi точок x = 0,

ε = 0 та µ(ε) = 0 :

J
(
z0

(
·, c∗r

)
+ x(·, ε), h∗0 + µ(ε), ε

)
= J

(
z0

(
·, c∗r

)
, h∗0, 0

)
+

+ `1
(
z0

(
·, c∗r

))
x(·, ε) + `2

(
z0

(
·, c∗r

))
µ(ε) + ε `3

(
z0

(
·, c∗r

))
+

+ J1

(
z0

(
·, c∗r

)
+ x(·, ε), h∗0 + µ(ε), ε

)
,

де

`1
(
z0

(
·, c∗r

))
:=

∂J(z(·, ε), h(ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣z(k,ε)=z0(k,c∗r),
h(ε)=h∗0,
ε=0

,

`2
(
z0

(
·, c∗r

))
:=

∂J(z(·, ε), h(ε), ε)

∂h

∣∣∣∣∣∣∣z(k,ε)=z0(k,c∗r),
h(ε)=h∗0,
ε=0

,

`3
(
z0

(
·, c∗r

))
:=

∂J(z(·, ε), h(ε), ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣z(k,ε)=z0(k,c∗r),
h(ε)=h∗0,
ε=0

.

Розв’язок крайової задачi (8), (9) зображується у виглядi

x(k, ε) = Xr(k)ν(ε) + x(1)(k, ε),
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де

x(1)(k, ε):=εG
[
Z
(
z0

(
j, c∗r

)
, h∗0, j, 0

)
+A1

(
z0

(
j, c∗r

)
, h∗0, j

)
x(j, ε)+

+A2

(
z0

(
j, c∗r

)
, h∗0, j

)
µ(ε) + εA3

(
z0

(
j, c∗r

)
, h∗0, j

)
+

+R
(
z0

(
j, c∗r

)
+ x(j, ε), h∗0 + µ(ε), j, ε

)
; J
(
z0

(
·, c∗r

)
, h∗0, 0

)
+

+ `1
(
z0

(
·, c∗r

))
x(·, ε) + `2

(
z0

(
·, c∗r

))
µ(ε) + ε `3

(
z0

(
·, c∗r

))
+

+ J1

(
z0

(
·, c∗r

)
+ x(·, ε), h∗0 + µ(ε), ε

)]
(k).

Позначимо (d× (r + q))-вимiрну матрицю

D0(č0) = PQ∗
d

{
`1
(
z0

(
·, c∗r

))
Xr(·)−

− `K
[
A1

(
z0(k, c∗r), h

∗
0, k
)
Xr(k)

]
(·);

`2
(
z0

(
·, c∗r

))
− `K

[
A2

(
z0

(
k, c∗r

)
, h∗0, k

)]
(·)
}
.

Для знаходження функцiй ν(ε) та µ(ε) приходимо до рiвняння

D0(č0)

[
ν(ε)

µ(ε)

]
= −PQ∗

d

{
`1
(
z0

(
·, c∗r

))
x(1)(·, ε)+

+ ε `3
(
z0

(
·, c∗r

))
+ J1(z(·, ε), h(ε), ε)−

− `K
[
A1

(
z0

(
k, c∗r

)
, h∗0, k

)
x(1)(k, ε) + εA3

(
z0

(
k, c∗r

)
, h∗0, k

)
+

+R
(
z0

(
k, c∗r

)
+ x(k, ε), h∗0 + µ(ε), k, ε

)]
(·)
}
.

Таким чином, за умови PD∗
0(č0)PQ∗

d
= 0 задача (1), (2) має принаймнi один розв’язок i власну

функцiю, якi визначає операторна система

z(k, ε) = z0

(
k, c∗r

)
+ x(k, ε),

x(k, ε) = Xr(k)ν(ε) + x(1)(k, ε),

x(1)(k, ε) := εG
[
Z
(
z0

(
j, c∗r

)
, h∗0, j, 0

)
+A1

(
z0

(
j, c∗r

)
, h∗0, j

)
x(j, ε)+

+A2

(
z0

(
j, c∗r

)
, h∗0, j

)
µ(ε) + εA3

(
z0

(
j, c∗r

)
, h∗0, j

)
+

+R
(
z0

(
j, c∗r

)
+ x(j, ε), h∗0 + µ(ε), j, ε

)
; J
(
z0

(
·, c∗r

)
, h∗0, 0

)
+

+ `1
(
z0

(
·, c∗r

))
x(·, ε) + `2

(
z0

(
·, c∗r

))
µ(ε) + ε `3

(
z0

(
·, c∗r

))
+ (12)

+ J1

(
z0

(
·, c∗r

)
+ x(·, ε), h∗0 + µ(ε), ε

) ]
(k),[

ν(ε)

µ(ε)

]
= −D+

0 (č0)PQ∗
d

{
`1
(
z0

(
·, c∗r

))
x(1)(·, ε)+
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+ ε `3
(
z0

(
·, c∗r

))
+ J1(z(·, ε), h(ε), ε)−

− `K
[
A1

(
z0

(
k, c∗r

)
, h∗0, k

)
x(1)(k, ε) + εA3

(
z0

(
k, c∗r

)
, h∗0, k

)
+

+R
(
z0

(
k, c∗r

)
+ x(k, ε), h∗0 + µ(ε), k, ε

) ]
(·)
}
, h(ε) = h∗0 + µ(ε).

Тут PD∗
0(č0) —(d× d)-вимiрна матриця-ортопроектор

PD∗
0(č0) : Rd → N (D∗0(č0)) ,

D+
0 (č0) —псевдообернена за Муром –Пенроузом матриця [8]. Для побудови наближеного

розв’язку операторної системи (12) у випадку PD∗
0(č0)PQ∗

d
= 0 можна застосувати метод

простих iтерацiй [8]. Таким чином, доведено таку теорему.
Теорема. Нехай для крайової задачi (1), (2) має мiсце критичний випадок PQ∗ 6= 0. За

умов (4) i (7) розв’язок породжуючої крайової задачi має вигляд (10). Для кожного кореня
c∗r ∈ Rr, h∗0 ∈ Rq рiвняння для породжуючих констант (11) за умови PD∗

0(č0)PQ∗
d

= 0 у
малому околi розв’язку z0

(
k, c∗r

)
породжуючої задачi й у достатньо малому околi початкового

значення функцiї h∗0 задача (8), (9) має принаймнi один обмежений розв’язок

x(k, ε) : x(k, ·) ∈ C[0, ε0],

визначений операторною системою (12), якому вiдповiдає власна неперервна функцiя

h(ε) : h(0) := h∗0 ∈ Rq.

Для побудови розв’язку операторної системи (12) для ε ∈
[
0, ε∗

]
застосовна iтерацiйна схема

zj+1(k, ε) = z0

(
k, c∗r

)
+ xj+1(k, ε),

hj+1(ε) = h∗0 + µj+1(ε),

xj+1(k, ε) = Xr(k)νj+1(ε) + x
(1)
j+1(k, ε), (13)

x
(1)
j+1(k, ε) := εG

[
Z
(
z0

(
i, c∗r

)
, h∗0, i, 0

)
+A

(
z0

(
i, c∗r

)
, h∗0, i

)
xj(i, ε)+

+A2

(
z0

(
i, c∗r

)
, h∗0, i

)
µj(ε) + εA3

(
z0

(
i, c∗r

)
, h∗0, i

)
+

+R
(
z0

(
i, c∗r

)
+ xj(i, ε), h

∗
0 + µj(ε), i, ε

)
; J
(
z0

(
·, c∗r

)
, h∗0, 0

)
+

+ `1
(
z0

(
·, c∗r

))
xj(·, ε) + `2

(
z0

(
·, c∗r

))
µj(ε) + ε `3

(
z0

(
·, c∗r

))
+

+ J1

(
z0

(
·, c∗r

)
+ xj(·, ε), h∗0 + µj(ε), ε

)]
(k),
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νj+1(ε)

µj+1(ε)

]
= −D+

0 (č0)PQ∗
d

{
`1
(
z0

(
·, c∗r

))
x

(1)
j+1(·, ε)+

+ ε `3
(
z0

(
·, c∗r

))
+ J1(zj(·, ε), hj(ε), ε)−

− `K
[
A1

(
z0

(
k, c∗r

)
, h∗0, k

)
x

(1)
j+1(k, ε)+

+ εA3

(
z0

(
k, c∗r

)
, h∗0, k

)
+R

(
z0

(
k, c∗r

)
+

+xj(k, ε), h
∗
0 + µj(ε), k, ε)

]
(·)
}
, j = 0, 1, 2, . . . .

Довжину вiдрiзка [0, ε∗], на якому може бути застосована iтерацiйна схема (13), можна
оцiнити як за допомогою мажоруючих рiвнянь Ляпунова [8], так i безпосередньо з умови
стиснення оператора, визначеного системою (12) аналогiчно [16, 17].

Приклад. Дослiджуємо задачу про знаходження обмежених розв’язкiв

z(k, ε) ∈ R3, k ∈ Ω := {0, 1, 2, 3}, z(k, ·) ∈ C[0, ε0]

i власної функцiї h(ε) лiнiйної крайової задачi для системи рiзницево-алгебраїчних рiвнянь
типу Матьє

A(k)z(k + 1, ε) = B(k)z(k, ε) + f(k) + εZ(z(k, ε), h(ε), k), `z(·, ε) = α, (14)

де
Z(z(k, ε), h(ε), k) := Θ(k, h(ε))z(k, ε), `z(·, ε) := z(0, ε)− z(3, ε) = α,

крiм того,

A(k) :=

 0 1 0 0

−1 0 0 1

0 0 −1 0

, B(k) :=

0 1 0 0

1 0 0 1

0 0 1 0

, f(k) =

1

2

3

,

Θ(k, h(ε)) :=

h(ε) 0 1 0

0 h(ε) + cos kπ 0 h(ε) + cos kπ

1 0 h(ε) 0

, α :=


1

−3

3

−1

.
Оскiльки умову (4) виконано, то породжуюча система (3) має розв’язок вигляду (6), де

X0(0) = I4, X0(1) =
1

2


−1 0 0 −1

0 2 0 0

0 0 −2 0

1 0 0 1

,

X0(2) =


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

, X0(3) =


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0

, c ∈ R4.
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Також

K[f(j)](0) := 0, K[f(j)](1) =


−1

1

−3

1

,

K[f(j)](2) =


−1

2

0

1

, K[f(j)](3) =


−1

3

−3

1

.
Уданому випадкуматриця A(k) прямокутна, при цьому ρ0 = 1 6= 0, тому знайдений розв’я-
зок залежить вiд довiльної неперервної функцiї; в даному випадку ν0(k) := 0. Оскiльки
виконується нерiвнiсть PQ∗

0
6= 0, то для породжуючої крайової задачi має мiсце критичний

випадок, при цьому виконано умову розв’язностi (7); тут

Q0 = X0(0)−X0(3) =


1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 2 0

0 0 0 1

,
крiм того, r = d = 1,

PQ∗
0

= PQ0 =


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

, PQr = P ∗Q∗
d

=


0

1

0

0

.
Розв’язок (10) породжуючої крайової задачi

z0(k, cr) = Xr(k) cr +G
[
f(j), ν0(j), α

]
(k), cr ∈ R1,

визначає узагальнений оператор Грiна породжуючої крайової задачi

G
[
f(j), ν0(j), α

]
(k) = K

[
f(j), ν0(j)

]
(k),

а також
Xr(k) := X0(k)PQr = PQr , k ∈ Ω,

— фундаментальна матриця розв’язкiв однорiдної частини породжуючої крайової задачi.
Крiм того,

G[f(j), ν0(j), α](0) :=


0

0

0

0

, G[f(j), ν0(j), α](1) :=


−1

1

−3

1

,
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G[f(j), ν0(j), α](0) :=


−1

2

0

1

, G[f(j), ν0(j), α](1) :=


−1

3

−3

1

.
Рiвняння для породжуючих констант у випадку крайової задачi (14) має корiнь

č0 ∈ R2, c∗0 = 1, h∗0 = −3

2
,

якому вiдповiдає матриця повного рангу

D0(č0) =
(
0 2

)
.

Таким чином, згiдно з доведеною теоремою крайова задача (14) має принаймнi один розв’я-
зок, який при ε = 0 перетворюється на породжуючий z0

(
k, c∗r

)
:

z0

(
0, c∗r

)
=


0

1

0

0

, z0

(
1, c∗r

)
=


−1

2

−3

1

,

z0

(
2, c∗r

)
=


−1

3

0

1

, z0

(
3, c∗r

)
=


−1

4

−3

1

,
для знаходження якого може бути застосована iтерацiйна схема (13). Перше наближення
до розв’язку крайової задачi (14)

z1(k, ε) = z0

(
k, c∗0

)
+ x1(k, ε),

x1(k, ε) = Xr(k)ν1(ε) + x
(1)
1 (k, ε), h1(ε) = h∗0 + µ1(ε)

визначає функцiя

x
(1)
1 (0, ε) =

ε

4


8

0

15

−8

, x
(1)
1 (1, ε) =

ε

4


1

0

−15

−1

,

x
(1)
1 (2, ε) =

ε

4


15

−6

1

−15

, x
(1)
1 (3, ε) =

ε

4


4

0

3

−4
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i вектор
č1(ε) = −35 ε

8

(
0 1

)∗
.

Таким чином, знаходимо

z1(0, ε) =
1

4


8 ε

4

15 ε

−8 ε

, z1(1, ε) =
1

4


ε− 4

8

−3 (4 + 5 ε)

4− ε

,

z1(2, ε) =
1

4


15 ε− 4

6 (2− ε)

ε

4− 15 ε

, z1(3, ε) =
1

4


4 ( ε− 1)

16

3 ( ε− 4)

4− 4 ε

.

Обмежимо промiжок змiни малого параметра ε вiдрiзком [0; 0, 1]. Для оцiнки точностi
знайдених наближень до розв’язку крайової задачi (14) визначимо нев’язки

∆j :=
∥∥∥∥∥A(k)zj(k + 1, ε)−B(k)zj(k, ε)−

− f(k)− εZ(zj(k, ε), hj(ε), k, ε)
∥∥
∞

∥∥∥
C[0;ε0]

, j = 0, 1.

Зокрема,
∆0 ≈ 0,75, ∆1 ≈ 0,206 406.

Зазначимо також, що знайдене нульове наближення до розв’язку крайової задачi (14)
задовольняє крайову умову. Разом iз тим при пiдстановцi першого наближення до розв’язку
крайової задачi (14) у крайову умову виникає нев’язка

`z1(·, ε)− α =


ε

0

3 ε

−ε

.
Щоб уникнути появи нев’язки крайовiй умовi, для наближень до розв’язку крайової зада-
чi (1), (2) може бути використаний метод найменших квадратiв [18, 19] i рiзнi модифiкацiї
методу Ньютона –Канторовича [20 – 22].

У випадку параметричного резонансу доведена теорема узагальнює вiдповiднi тверд-
ження [9, 12, 23, 24].
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