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We investigate the base operations (argument shift, differentiation, etc.) in generalized spaces of type S ,
some classes of analytic functions and pseudodifferential operators in such spaces, properties of the Fourier
transform of generalized functions, convolutions, convoluters, and multiplicators. The correct solvability
of the nonlocal time problem for one class of pseudo-differential equations in generalized spaces of type
S is proved, the solution is given in the form of a convolution of the fundamental solution with the initial
function, which is an element of the space of generalized functions of ultradistribution type.

Дослiджуються основнi операцiї (зсуву аргументу, диференцiювання та iн.) в узагальнених про-
сторах типу S, деякi класи аналiтичних функцiй та псевдодиференцiальних операторiв у таких
просторах, вивчаються властивостi перетворення Фур’є узагальнених функцiй, згорток, згортува-
чiв та мультиплiкаторiв. Доведено коректну розв’язнiсть нелокальної за часом задачi для одного
класу псевдодиференцiальних рiвнянь в узагальнених просторах типу S, наведено зображення
розв’язку у виглядi згортки фундаментального розв’язку з початковою функцiєю, яка є елементом
простору узагальнених функцiй типу ультрарозподiлiв.

Вступ. Псевдодиференцiальнi оператори (ПДО) та рiвняння з псевдодиференцiальними
операторами тiсно пов’язанi з важливими задачами аналiзу, сучасної математичної фiзи-
ки, теорiєю ймовiрностей, теорiєю фракталiв. До класу ПДО належать диференцiальнi
оператори, оператори дробового диференцiювання та iнтегрування, згортки, тощо.

Широкий клас ПДО формально можна подати у виглядi A = J−1
σ→x[a(t, x;σ)Jx→σ],

{x, σ} ⊂ R, t > 0, де a—символ оператора A, щозадовольняє певнi умови, J, J−1 —пряме
та обернене перетворення Фур’є або Бесселя. Якщо символ a є цiлою парною функцiєю ар-
гументу σ, то еволюцiйнi рiвняння з оператором A мiстять також сингулярнi диференцiаль-
нi рiвняння, зокрема, з оператором Бесселя Bν = d2/dx2 +(2ν+1)x−1d/dx, ν > −1/2, який
у своїй структурi мiстить вираз 1/x i формально зображається у виглядi Bν = F−1

Bν
[−σ2FBν ],

де FBν — iнтегральне перетворення Бесселя. Якщо a(t, x;σ) ≡ P (t, x;σ), де P — полiном
змiнної σ при фiксованих t, x, який задовольняє умову “параболiчностi”, то такi рiвняння
належать до параболiчних рiвнянь, якщо Jx→σ = F — перетворення Фур’є, або до B -
параболiчних рiвнянь, якщо Jx→σ = FBν ; B -параболiчнi рiвняння вироджуються на межi
й за своїми внутрiшнiми властивостями близькi до рiвномiрно параболiчних рiвнянь [1].

Дослiдженням задачi Кошi для еволюцiйних рiвнянь зПДО займалося багато математи-
кiв, використовуючи при цьому рiзнi методи й пiдходи (M. Nagase, R. Shinkai, C. Tsutsumi,
М. А.Шубiн,М. Тейлор, Л. Хермандер, А. Н. Кочубей,Ю. А. Дубiнський, Б. Й. Пташник та
iн.). Одержано важливi результати про розв’язнiсть задачi Кошi в рiзних функцiональних
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просторах. При цьому часто початковi функцiї мають особливостi в однiй або декiлькох
точках i допускають регуляризацiю у певних просторах узагальнених функцiй типу роз-
подiлiв Соболєва –Шварца, ультрарозподiлiв, гiперфункцiй та iн. Отже, задача Кошi для
зазначених рiвнянь має природну постановку й у класах узагальнених функцiй скiнченного
та нескiнченного порядкiв.

Узагальненням задачi Кошi є нелокальна багатоточкова за часом задача, коли початкову
умову u(t, ·)|t=0 = f замiнює умова

m∑
k=0

αku(t, ·)|t=tk = f,

де t0 = 0, {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ], 0 < t1 < t2 < . . . < tm ≤ T, {α0, α1, . . . , αm} ⊂ R,
m ∈ N, — фiксованi числа (якщо α0 = 1, α1 = . . . = αm = 0, то маємо, очевидно, задачу
Кошi); вiдповiдна умова трактується в класичному розумiннi або в слабкому сенсi, якщо
f — узагальнена функцiя, тобто як граничне спiввiдношення

m∑
k=0

αk lim
t→tk
〈u(t, ·), ϕ〉 = 〈f, ϕ〉

для довiльної функцiї ϕ з основного простору (тут 〈f, ϕ〉 позначає дiю функцiонала f на
основну функцiю ϕ).

Нелокальна багатоточкова за часом задача вiдноситься до нелокальних задач для
диференцiально-операторних рiвнянь та рiвнянь iз частинними похiдними. Такi задачi
виникають при моделюваннi багатьох процесiв та практичних задач крайовими задачами
з нелокальними умовами для рiвнянь iз частинними похiдними, при описi всiх коректних
задач для конкретних операторiв, при побудовi загальної теорiї крайових задач (див., на-
приклад, [2 – 8]).

У цiй роботi дослiджується нелокальна багатоточкова за часом задача для рiвняння

∂u

∂t
+ ϕ

(
i∂

∂x

)
u = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× R, (1)

де ϕ

(
i∂

∂x

)
трактується як псевдодиференцiальний оператор в узагальнених просторах

типу S, побудований за символом-функцiєю ϕ, яка задовольняє певнi умови. Вказане
рiвняння мiстить, зокрема, оператор диференцiювання дробового порядку ϕ

(
i∂

∂x

)
=

=

√
I −

(
∂

∂x

)2

, побудований за функцiєю-символом ϕ(σ) = (1+σ2)1/2, σ ∈ R. Встановле-

но коректну розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за часом задачi для рiвняння (1), дано
зображення розв’язку у виглядi згортки фундаментального розв’язку з початковою функ-
цiєю, яка є елементом простору узагальнених функцiй типу ультрарозподiлiв, дослiджено
властивостi фундаментального розв’язку нелокальної задачi.

Зазначимо, що простори типу S, введенi I. М. Гельфандом та Г. Є. Шиловим у [9],
використовуються при дослiдженнi проблеми про класи єдностi та класи коректностi
задачi Кошi для рiвнянь iз частинними похiдними зi сталими або залежними лише вiд
часової змiнної коефiцiєнтами. Простори типу S

(
простори Sβα ≡ Sn

nβ

kkα

)
будуються за
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двома послiдовностями
{
kkα
}
,
{
nnβ

}
, {k, n} ⊂ Z+, де α, β > 0 — фiксованi параметри;

елементи таких просторiв— нескiнченно диференцiйовнi на R функцiї, якi задовольняють
умову ∣∣xkϕ(n)(x)

∣∣ ≤ cAkBnkkαnnβ, {k, n} ⊂ Z+,

з деякими сталими c, A,B > 0, залежними вiд функцiї ϕ. У [9] доведено, що кожна
функцiя з простору Sβα разом з усiма своїми похiдними при |x| → +∞ спадає швидше, нiж
exp

{
−a|x|1/α

}
, a > 0, x ∈ R. У працях [10 – 16] встановлено, що простори типу S та S′,

топологiчно спряженi з S, є природними множинами початкових даних задачi Кошi для
широких класiв рiвнянь iз частинними похiдними скiнченного та нескiнченного порядкiв,
при яких розв’язки є цiлими функцiями за просторовою змiнною. Представляє науковий
iнтерес дослiдження просторiв Sbnak , якi є узагальненнями просторiв типу S i будуються за
певними послiдовностями {ak} та {bn} додатних чисел (дослiдження топологiчної струк-
тури, властивостей функцiй, основних операцiй у вказаних просторах). У першiй частинi
цiєї роботи (пп. 1 – 4) даються вiдповiдi саме на цi питання. Дослiджуються також деякi
класи аналiтичних функцiй в узагальнених просторах типу S, деякi класи псевдодифе-
ренцiальних операторiв у таких просторах, властивостi перетворення Фур’є узагальнених
функцiй з просторiв типу S′.

1. Попереднi вiдомостi. Узагальненi простори типу S . Розглянемо послiдовнiсть додат-
них чисел {mn, n ∈ Z+}, яка має властивостi:

1) ∀n ∈ Z+ : mn ≤ mn+1, m0 = 1;

2) ∃M > 0 ∃ h > 0 ∀n ∈ Z+ : mn+1 ≤Mhnmn;

3) ∃ ω ≥ 1 ∃ L ≥ 1 : mkmn−k ≤ ωLnmn, 0 ≤ k ≤ n, n ∈ Z+.

Прикладами таких послiдовностей є послiдовностi Жевре вигляду mn = nnα, mn =
= (n!)α, n ∈ Z+, де α > 0 — фiксований параметр (00 = 1).

Покладемо γ(x) = infn∈Z+

mn

|x|n
, x 6= 0. Очевидно, що γ — невiд’ємна парна на R \ {0}

функцiя. Якщо x ∈ [−1, 1] \ {0}, то, з урахуванням властивостi 1) послiдовностi {mn, n ∈
∈ Z+}, маємо infn∈Z+

mn

|x|n
= 1, тобто γ(x) = 1 для x ∈ [−1, 1] \ {0}.

Якщо 1 ≤ x1 < x2, то γ(x2) ≤ γ(x1) ≤ γ(1) = 1, тобто γ монотонно спадає на промiжку
[1,+∞). Звiдси, з урахуванням властивостi парностi функцiї γ на R \ {0}, дiстаємо, що γ
монотонно зростає на промiжку (−∞,−1], 0 < γ(x) ≤ 1 ∀x ∈ R \ {0}.

Наприклад, якщо mn = nnα, n ∈ Z+, α > 0, то в [9, с. 205] встановлено таку оцiнку
функцiї γ на промiжку [1,+∞) :

γ(ξ) = inf
n∈Z+

nnα

ξn
≤ e

αe
2 e−

α
e
ξ1/α , ξ ≥ 1.

Якщо 0 < ξ < 1, то infn∈Z+

nnα

ξn
= 1 ≤ e

α
e e−

α
e
ξ1/α . Отже,

∀ξ : 0 < ξ <∞ : γ(ξ) ≤ ce−
α
e
ξ1/α , c = e

αe
2 .

Крiм того, на R \ {0} функцiя γ задовольняє нерiвнiсть [9, с. 204]:

e−
α
e
|ξ|1/α ≤ inf

n∈Z+

nnα

|ξ|n
≤ ce−

α
e
|ξ|1/α , c = e

αe
2 , ξ ∈ R \ {0}. (∗)
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Лема 1. Виконується нерiвнiсть

ln γ(x1) + ln γ(x2) ≥ ln γ(x1 + x2) ∀{x1, x2} ⊂ (0,+∞). (2)

Доведення. Передусiм зазначимо, що {γ(x1), γ(x2), γ(x1 + x2)} ⊂ (0, 1] для довiльних
фiксованих {x1, x2} ⊂ (0,+∞). Оскiльки γ(x) = 1 для x ∈ (0, 1], то нерiвнiсть (2) досить
довести на промiжку (1,+∞). Справдi, якщо {x1, x2} ⊂ (0, 1] i (x1 + x2) ∈ (0, 1], то нерiв-
нiсть (2) перетворюється у рiвнiсть. Якщо {x1, x2} ⊂ (0, 1] i x1 + x2 > 1, то нерiвнiсть (2)
також справджується, тому що 0 < γ(x1 + x2) < 1, ln γ(x1 + x2) < 0, а γ(x1) = γ(x2) = 1
i ln γ(x1) = ln γ(x2) = 0. Якщо x1 ∈ (0, 1], а x2 > 1, то x1 + x2 > 1, ln γ(x1) = 0,
ln γ(x1)+ln γ(x2) = ln γ(x2) ≥ ln γ(x1 +x2), оскiльки γ(x1 +x2) ≤ γ(x2) (тут враховано, що
γ монотонно спадає на промiжку (1,+∞)). Аналогiчно розглядається випадок x2 ∈ (0, 1],
x1 > 1.

Отже, нехай {x1, x2} ⊂ (1,+∞). Нерiвнiсть (2) рiвносильна нерiвностi

γ(x1)γ(x2) ≥ γ(x1 + x2), {x1, x2} ⊂ (1,+∞). (3)

Для доведення (3) досить встановити, що

γ(x1)γ(x2)

γ(x1 + x2)
≥ 1, {x1, x2} ⊂ (1,+∞).

Нехай 1 < x1 ≤ x2. Оскiльки γ монотонно спадає на (1,+∞), то γ(x1) ≥ γ(x2). Отже,

γ(x1)γ(x2)

γ(x1 + x2)
≥ γ2(x2)

γ(x1 + x2)
.

За означенням, γ(x2) = infn∈Z+

mn

xn2
, x2 ∈ (1,+∞). Розглянемо послiдовнiсть {εk =

= βkγ(x2), k ∈ N}, де послiдовнiсть {βk, k ∈ N} додатних чисел монотонно прямує до
нуля. Тодi для εk > 0 знайдеться номер nk = nk(εk) такий, що

mnk

xnk2

< γ(x2) + εk = (1 + βk)γ(x2),

тобто
γ(x2) >

1

1 + βk

mnk

xnk2

, k ∈ N.

Вiдповiдно,
γ(x1 + x2) ≤ mnk

(x1 + x2)nk
, k ∈ N.

Урахувавши цi нерiвностi, знайдемо, що для послiдовностi номерiв {nk, k ∈ N} справджу-
ється нерiвнiсть

γ(x1)γ(x2)

γ(x1 + x2)
≥ γ2(x2)

γ(x1 + x2)
≥

m2
nk

(1 + βk)2

(x1 + x2)nk

x2nk
2 mnk

≥ mnk

(1 + β1)2xnk2

, k ∈ N

(тут враховано, що x1 + x2 ≥ x2, βk < β1 ∀k ≥ 2). Крiм того,

γ(α) ≤ mn

αn
, n ∈ Z+,
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для довiльного α > 1 або

∀α > 1 ∀k ∈ N : mnk ≥ α
nkγ(α).

Покладемо α = x2δ, де δ > 1 — фiксоване число i пiдберемо номер nk так, щоб викону-
валася нерiвнiсть δnkγ(x2δ) ≥ (1 + β1)2. Безпосередньо знаходимо, що

nk ≥
[
ln

(
(1 + β1)2

γ(x2δ)

)
(ln δ)−1 + 1

]
.

Для такого номера справджується нерiвнiсть

γ(x1)γ(x2)

γ(x1 + x2)
≥ xnk2 δnkγ(x2δ)

(1 + β1)2xnk2

=
δnkγ(x2δ)

(1 + β1)2
≥ 1,

що й потрiбно було довести.
Нехай {ak, k ∈ Z+}, {bn, n ∈ Z+} — послiдовностi, якi мають властивостi 1) – 3).

Символом Sbnak позначимо сукупнiсть функцiй ϕ ∈ C∞(R), якi задовольняють умову

∃ c, A,B > 0 ∀{k, n} ⊂ Z+ ∀x ∈ R :
∣∣xkϕ(n)(x)

∣∣ ≤ cAkBnakbn (4)

(сталi c, A,B > 0 залежать вiд функцiї ϕ).
Sbnak збiгається з об’єднанням просторiв Sbn,Bak,A

за всiма iндексами {A,B} ⊂ N, де симво-
лом Sbn,Bak,A

позначено сукупнiсть функцiй ϕ ∈ Sbnak , якi для довiльних δ, ρ > 0 задовольняють
нерiвностi ∣∣xkϕ(n)(x)

∣∣ ≤ cδρ(A+ δ)k(B + ρ)nakbn, {k, n} ⊂ Z+, x ∈ R,

з одними й тимиж сталими A,B > 0, Sbn,Bak,A
перетворюється в повний злiченно-нормований

простiр, якщо систему норм у цьому просторi задати за допомогою формул

‖ϕ‖δρ = sup
x,k,n

∣∣xkϕ(n)(x)
∣∣

(A+ δ)k(B + ρ)nakbn
, {δ, ρ} ⊂

{
1,

1

2
,
1

3
, . . .

}
.

Послiдовнiсть {ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Sbnak збiгається до нуля в цьому просторi, якщо функцiї
ϕν та їхнi похiднi довiльного порядку збiгаються до нуля рiвномiрно на кожному вiдрiзку
[a, b] ⊂ R i при цьому справджуються нерiвностi∣∣xkϕ(n)

ν (x)
∣∣ ≤ cAkBnakbn, {k, n} ⊂ Z+, x ∈ R,

де сталi c, A, B > 0 не залежать вiд ν.
Лема 2. Функцiя ϕ ∈ C∞(R) є елементом простору Sbnak тодi й лише тодi, коли вона

задовольняє умову

∃ c, a,B > 0 ∀x ∈ R \ {0} ∀{k, n} ⊂ Z+ :∣∣ϕ(n)(x)
∣∣ ≤ cBnbnγ(ax),

∣∣ϕ(n)(0)
∣∣ ≤ CBnbn, (5)

де γ(x) = infk∈Z+

ak
|x|k

, x ∈ R \ {0}.
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Доведення. Нехай ϕ ∈ Sbnak , тобто виконується умова (4). Тодi, подiливши обидвi час-
тини нерiвностi (4) на |x|k, x 6= 0, i у правiй частинi перейшовши до нижньої межi по k,
дiстанемо, що∣∣ϕ(n)(x)

∣∣ ≤ cBnbn inf
k∈Z+

Akak
|x|k

= cBnbn inf
k∈Z+

ak∣∣A−1x
∣∣k = cBnbnγ(ax), x 6= 0,

де a = A−1 > 0. При цьому з (4) випливає оцiнка
∣∣ϕ(n)(0)

∣∣ ≤ cBnbn, n ∈ Z+.
Навпаки, нехай функцiя ϕ ∈ C∞(R) задовольняє умову (5). Тодi∣∣ϕ(n)(x)

∣∣ ≤ cBnbn inf
k∈Z+

ak
|ax|k

, n ∈ Z+, x 6= 0.

Звiдси випливає нерiвнiсть

∀x ∈ R \ {0} : |ax|k
∣∣ϕ(n)(x)

∣∣ ≤ cBnbnak, {k, n} ⊂ Z+.

З урахуванням оцiнки
∣∣ϕ(n)(0)

∣∣ ≤ cBnbn, n ∈ Z+, маємо∣∣xkϕ(n)(x)
∣∣ ≤ cAkBnakbn, A = a−1 ∀{k, n} ⊂ Z+ ∀x ∈ R,

що й потрiбно було довести.
Якщо розглянути функцiю

γ1(x) =


1, |x| ≤ 1,

infk∈Z+

ak
|x|k

, x > 1,

то умову (5) можна замiнити еквiвалентною умовою

∃ c, a,B > 0 ∀x ∈ R ∀n ∈ Z+ :
∣∣ϕ(n)(x)

∣∣ ≤ cBnbnγ1(ax).

Якщо ak = kkα, bn = nnβ, {k, n} ⊂ Z+, де α, β > 0 —фiксованi параметри, то в цьому
випадку простiр Snnβ

kkα
позначаємо символом Sβα. Простори Sβα називають просторами типу

S ; цi простори детально вивченi в монографiї [9]; їх можна охарактеризувати ще так
[9, с. 210]:

Sβα складається з тих i лише тих нескiнченно диференцiйовних на R функцiй, якi
задовольняють нерiвностi∣∣ϕ(n)(x)

∣∣ ≤ cBnnnβ exp
{
−a|x|1/α

}
, n ∈ Z+, x ∈ R,

з деякими сталими c, a, B > 0, залежними лише вiд функцiї ϕ.
Якщо 0 < β < 1 i α ≥ 1 − β, то Sβα складається з тих i лише тих функцiй ϕ ∈ C∞(R),

якi аналiтично продовжуються в усю комплексну площину i для яких

|ϕ(x+ iy)| ≤ c exp
{
−a|x|1/α + b|y|1/(1−β)

}
, c, a, b > 0.

Простiр S1
α складається з функцiй ϕ ∈ C∞(R), якi аналiтично продовжуються в деяку

смугу |Im z| < δ (залежну вiд ϕ) комплексної площини, при цьому справджується оцiнка

|ϕ(x+ iy)| ≤ c exp
{
−a|x|1/α

}
, c, a > 0, {x, y} ⊂ R.
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Множина F ⊂ Sbnak називається обмеженоюуцьомупросторi, якщо F ⊂ Sbn,Bak,A
з деякими

сталими A,B > 0, тобто для всiх функцiй ϕ ∈ F справджуються оцiнки (4) з одними й
тими ж сталими A,B > 0.

Простори Sbnak називатимемо узагальненими просторами типу S. В узагальнених прос-
торах типу S визначенi, є лiнiйними й неперервними оператори зсуву аргументу, множення
на незалежну змiнну та диференцiювання.

Доведемо, наприклад, що в просторi Sbnak визначений i є неперервним оператор зсуву
аргументу ϕ(x)→ ϕ(x− h) ∀ϕ ∈ Sbnak , який вiдображає цей простiр у себе.

Нехай ϕ перебiгає обмежену множину F ⊂ Sbnak . Це означає, що для кожної функцiї
ϕ ∈ F виконуються нерiвностi∣∣xkϕ(n)(x)

∣∣ ≤ cAkBnakbn, {k, n} ⊂ Z+, x ∈ R,

з деякими сталими c, A,B > 0. Тодi

sup
x∈R

∣∣xkϕ(n)(x− h)
∣∣ = sup

x∈R
|(x+ h)kϕ(n)(x)| = sup

x∈R

∣∣∣∣∣∣
k∑
j=0

Cjkx
jhk−jϕ(n)(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

k∑
j=0

Cjk|h|
k−j sup

x∈R

∣∣xjϕ(n)(x)
∣∣ ≤

≤ c
k∑
j=0

Cjk|h|
k−jAjBnajbn = cBnbn

k∑
j=0

CjkA
j |h|k−j ≤

≤ cBnakbn

k∑
j=0

CjkA
j |h|k−j = c(A+ |h|)kBnakbn = cAk1B

nakbn,

де A1 = A + |h|. Звiдси випливає, що функцiя ϕ1(x) = ϕ(x − h) є елементом простору
Sbn,Bak,A+|h|, тобто

ϕ1 ∈ Sbnak =
⋃

A,B>0

Sbn,Bak,A
.

Отже, образом обмеженої множини F при вказаному вiдображеннi є обмежена мно-
жина в просторi Sbnak . Це означає, що оператор зсуву аргументу є лiнiйним обмеженим
оператором у просторi Sbnak , а отже, i лiнiйним неперервним оператором у цьому просто-
рi, оскiльки в просторi Sbnak виконується перша аксiома злiченностi. Тодi, як випливає iз
загальної теорiї лiнiйних неперервних операторiв у злiченно-нормованих просторах (див.
[9, с. 81 – 82]), у просторах з першою аксiомою злiченностi клас лiнiйних обмежених опе-
раторiв збiгається з класом лiнiйних неперервних операторiв.

Зауважимо також, що простори Sbnak є досконалими (тобто просторами, всi обмеженi
множини яких є компактними). Звiдси та iз загальної теорiї досконалих просторiв випливає
(див. [9, с. 171]), що операцiя зсуву аргументу є диференцiйовною (навiть нескiнченно
диференцiйовною) у тому розумiннi, що граничнi спiввiдношення вигляду (ϕ(x + h) −
− ϕ(x))h−1 → ϕ′(x), h→ 0, справджуються для кожної функцiї ϕ ∈ Sbnak у сенсi збiжностi
за топологiєю простору Sbnak .
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Доведемо, що в просторi Sbnak визначений, є лiнiйним i неперервним оператор множення
на цiлу незалежну змiнну, який вiдображає цей простiр у себе.

Нехай ϕ перебiгає обмежену множину F ⊂ Sbnak , тобто кожна функцiя ϕ ∈ F задоволь-
няє нерiвностi ∣∣xkϕ(n)(x)

∣∣ ≤ cAkBnakbn, {k, n} ⊂ Z+, x ∈ R,

з деякими сталими c, A,B > 0. Покладемо ψ(x) := xϕ(x). Тодi∣∣xkψ(n)(x)
∣∣ =

∣∣xk(xϕ(x))(n)
∣∣ ≤ ∣∣xk+1ϕ(n)(x)

∣∣+ n
∣∣xkϕ(n−1)(x)

∣∣ ≤
≤ cAk+1Bnak+1bn + ncAkBn−1akbn−1.

Скориставшись властивiстю 2) послiдовностi {ak, k ∈ Z+} та властивiстю 1) послiдовностi
{bn, n ∈ Z+}, одержимо нерiвностi∣∣xkψ(n)(x)

∣∣ ≤ cAAkBnMhkakbn + c2nAkBnB−1akbn = c̃Ak1B
n
1 akbn,

де c̃ = cAM + cB−1, A1 = max{Ah,A}, B1 = max{1, 2B}. Отже, образом обмеженої
множини F при множеннi на незалежну змiнну x знову є обмежена множина у просторi
Sbnak , що й потрiбно було довести.

Зауважимо також, що ϕψ ∈ Sbnak для довiльних {ϕ,ψ} ⊂ Sbnak .
Функцiя g ∈ C∞(R) називається мультиплiкатором у просторi Sbnak , якщо gϕ ∈ Sbnak для

довiльної функцiї ϕ ∈ Sbnak i вiдображення ϕ→ gϕ є лiнiйним i неперервним, що дiє з Sbnak
в Sbnak .

Лема 3. Мультиплiкатором у просторi Sbnak є функцiя f ∈ C∞(R), яка задовольняє умову

∃ B0 > 0 ∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀n ∈ Z+ ∀x ∈ R \ {0} :∣∣f (n)(x)
∣∣ ≤ cεBn

0 bn(γ(εx))−1, (6)∣∣f (n)(0)
∣∣ ≤ cεBn

0 bn.

Доведення. Нехай ϕ ∈ Sbnak . Тодi згiдно з лемою 2 правильними є нерiвностi∣∣ϕ(n)(x)
∣∣ ≤ cBnbnγ(ax), x ∈ R \ {0}, n ∈ Z+,

∣∣ϕ(n)(0)
∣∣ ≤ cBnbn,

з деякими сталими c, A,B > 0. Вiзьмемо ε ∈ (0, a) i скористаємося оцiнками (6). Тодi

∣∣∣(f(x)ϕ(x))(n)
∣∣∣ ≤ n∑

j=0

Cjn

∣∣∣f (j)(x)
∣∣∣ ∣∣∣ϕ(n−j)(x)

∣∣∣ ≤
≤ ccε

n∑
j=0

CjnB
j
0B

n−jbn−j
γ(ax)

γ(εx)
, x 6= 0.

Оскiльки bjbn−j ≤ ωLnbn (див. властивiсть 3) послiдовностi {bn, n ∈ Z+}), то∣∣∣(f(x)ϕ(x))(n)
∣∣∣ ≤ c̃Bn

1 bn
γ(ax)

γ(εx)
= c̃Bn

1 bne
ln γ(ax)−ln γ(εx), x 6= 0,
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де c̃ = ccεω, B1 = 2 max{B0, B}L. Iз (2) випливає нерiвнiсть

ln γ(ax)− ln γ(εx) ≤ ln γ((a− ε)x), 0 < ε < a, x 6= 0.

Тодi ∣∣∣(f(x)ϕ(x))(n)
∣∣∣ ≤ c̃Bn

1 bne
ln γ((a−ε)x) = c̃Bn

1 bnγ(a1x), a1 = a− ε, x 6= 0,∣∣∣(f(x)ϕ(x))(n)|x=0

∣∣∣ ≤ c̃Bn
1 bn, n ∈ Z+.

Отже, f ·ϕ ∈ Sbnak . Iз наведених мiркувань випливає також, що якщо ϕ перебiгає обмежену
множину F ⊂ Sbnak , то кожна функцiя f ·ϕ, ϕ ∈ F, належить обмеженiй множинi F1 ⊂ Sbnak ,
тобто оператор Sbnak 3 ϕ→ fϕ ∈ Sbnak є неперервним.

Лему 3 доведено.
Якщо послiдовностi {ak, k ∈ Z+}, {bn, n ∈ Z+} задовольняють умову

ak
ak−1

≥ cak1−µ,
bk
bk−1

≥ cbk1−λ, µ, λ ≥ 0, µ+ λ ≤ 1,

{k, n} ⊂ N,
ak+2

ak
≤ c0A

k,

(7)

то, як вiдзначено в [9, с. 290], правильною є формула F
[
Sbnak
]

= Sanbk , де

F
[
Sbnak

]
:=

ψ : ψ(σ) =

∫
R

ϕ(σ)eiσx dx ∀ϕ ∈ Sbnak

 ,

зокрема,
F
[
Sb

nβ

kkα

]
≡ F

[
Sβα

]
= Sαβ = Sn

nα

kkβ , α, β > 0.

Оператор F : Sbnak → Sanbk є неперервним.
Зауважимо, що оскiльки послiдовнiсть {ak, k ∈ Z+} має властивiсть 2), то нерiвнiсть

ak+2

ak
≤ c0A

k
0 виконується зi сталими c0 = hM2, A0 = h2 (M, h > 0 —сталi з нерiвностi 2)).

Отже, надалi вважатимемо, що послiдовностi {ak, k ∈ Z+}, {bn, n ∈ Z+} задовольняють
умову (7).

Якщо ak = kkα, k ∈ Z+, α > 0, то, як доведено в [9, с. 240], для цiєї послiдовностi
виконується нерiвнiсть ak

ak−1
≥ 1

2α
k1−µ, k ∈ N, де µ = max{1 − α, 0}, тобто µ = 1 − α,

якщо 0 < α < 1 i µ = 0, якщо α ≥ 1.
2. Деякi класи аналiтичних функцiй в узагальнених просторах типу S . Якщо послi-

довнiсть {bn, n ∈ Z+}, за допомогою якої будується простiр Sbnak , має спецiальний вигляд,
то такий простiр може складатися з нескiнченно диференцiйовних на R функцiй, якi до-
пускають аналiтичне продовження в усю комплексну площину i мають певний порядок
зростання. Отже, нехай послiдовнiсть {ak, k ∈ Z+} задовольняє умови 1) – 3), а послi-
довнiсть {bn, n ∈ Z+} “повiльно зростає”. Для того щоб побудувати послiдовнiсть {bn},
розглянемо монотонно спадну послiдовнiсть {ρn, n ∈ Z+}, ρ0 = 1, додатних чисел, яка має
властивостi:
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а) limn→∞ n
√
ρn = 0;

б) ∃ γ ∈ (0, 1) ∀n ∈ N : ρn−1/ρn ≤ nγ ;
в) ∃ c, L ≥ 1 ρkρn−k ≤ cLnρn, k ∈ {0, 1, . . . , n}.
Прикладом послiдовностi {ρn, n ∈ Z+}, що має властивостi а) – в), є послiдовнiсть

ρn = (n!)β−1, де β ∈ (0, 1) — фiксований параметр. Справдi, насамперед зауважимо, що
{ρn} — монотонно спадна послiдовнiсть:

ρn =
1

(n!)1−β ≥
1

((n+ 1)!)1−β = ρn+1 ∀n ∈ Z+.

З урахуванням формули Стiрлiнга отримуємо

n
√
ρn =

1

(n!)(1−β)/n
=

1(√
2πnnne−ne−neθ/12n

)(1−β)/n
≤

≤ 1

(nne−n)(1−β)/n
=
e1−β

n1−β → 0, n→∞, 0 < θ < 1.

Отже, послiдовнiсть {ρn, n ∈ Z+} має властивiсть а).
Для кожного n ∈ N маємо

ρn−1

ρn
=

(n!)1−β

((n− 1)!)1−β = n1−β.

Отже, умову б) послiдовнiсть {ρn, n ∈ Z+} задовольняє з параметром γ = 1 − β,
γ ∈ (0, 1).

Для доведення властивостi в) досить довести, що правильною є нерiвнiсть
ρkρn−k
ρn

≤ cLn, k ∈ {0, 1, . . . , n},

де c, L ≥ 1 — деякi сталi. Отже,

ρkρn−k
ρn

=
(n!)1−β

((k)!)1−β((n− k)!)1−β =
(
Ckn

)1−β
,

де Ckn — бiномiальнi коефiцiєнти у формулi бiнома Ньютона. Далi скористаємося тим, що∑n

k=0
Ckn = 2n. Тодi

Ckn ≤ 2n, k ∈ {0, 1, . . . , n},
(
Ckn

)1−β
≤ 2n(1−β).

Звiдси отримуємо нерiвнiсть

ρkρn−k ≤ cLnρn, c = 1, L = 21−β ≥ 1, k ∈ {0, 1, . . . , n}.

Розглянемо тепер послiдовнiсть bn = n!ρn, n ∈ Z+, де послiдовнiсть {ρn} має влас-
тивостi а) – в). Послiдовнiсть {bn, n ∈ Z+} має властивостi 1) – 3) (див. п. 1). Справдi,
нерiвнiсть bn ≤ bn+1, n ∈ Z+, рiвносильна нерiвностi bn/bn+1 ≤ 1, n ∈ Z+. Урахувавши
властивiсть б) послiдовностi {ρn}, отримуємо

bn
bn+1

=
n!ρn

(n+ 1)!ρn+1
=

1

n+ 1

ρn
ρn+1

≤ (n+ 1)γ

n+ 1
=

1

(n+ 1)1−γ ≤ 1 ∀n ∈ Z+.
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Оскiльки послiдовнiсть {ρn} монотонно спадна, то

bn+1 = (n+ 1)!ρn+1 = n!(n+ 1)ρn+1 ≤ n!ρn(n+ 1) = (n+ 1)bn ≤ 2nbn.

Отже, послiдовнiсть {bn} задовольняє умову 2) з параметрами M = 1, h = 2. Скористав-
шись нерiвнiстю k!(n − k)! ≤ n!, k ∈ {0, 1, . . . , n}, та властивiстю в) послiдовностi {ρn},
отримаємо

bkbn−k = k!ρk(n− k)!ρn−k ≤ cLnn!ρn = cLnbn, k ∈ {0, 1, . . . , n}.

Отже, послiдовнiсть {bn} умову 3) задовольняє.
Теорема 1. Кожна функцiя ϕ ∈ Sn!ρn

ak може бути аналiтично продовжена в комплексну
площину до цiлої функцiї ϕ(z), z = x+ iy ∈ C, яка задовольняє умову

∃ a, b, c > 0 ∀z = x+ iy ∈ C : |ϕ(x+ iy)| ≤ cγ1(ax)ρ1(by),

де

γ1(x) =


1, |x| ≤ 1,

inf
k∈Z+

(
ak/|x|k

)
, |x| > 1,

ρ1(y) =


1, y = 0,

sup
n∈Z+

(|y|nρn) , y 6= 0.

Доведення. Нехай ϕ ∈ Sn!ρn
ak , тобто

∃ c1, A,B > 0 ∀x ∈ R ∀{k, n} ⊂ Z+ :
∣∣xkϕ(n)(x)

∣∣ ≤ c1A
kBnbkn!ρn,

або
∃ c1, a, B > 0 ∀x ∈ R ∀n ∈ Z+ :

∣∣ϕ(n)(x)
∣∣ ≤ c1B

nn!ρnγ1(ax).

Тодi її можна аналiтично продовжити в усю комплексну площину. Справдi, залишковий
член у формулi Тейлора

ϕ(x+ h) =

n−1∑
m=0

ϕ(m)(x)

m!
hm +

ϕ(n)(ξ)

n!
hn, x ∈ R,

де |x− ξ| < |h|, допускає оцiнку∣∣ϕ(n)(ξ)
∣∣

n!
|h|n ≤ c1B

nρn|h|n = c1

(
B|h| n√ρn

)n
.

Оскiльки n
√
ρn → 0 при n→∞, то

∀ε > 0 ∃ n0 = n0(ε) ∀n ≥ n0 : ρn < εn.

Зафiксуємо довiльним чином |h| > 0 i покладемо ε =
1

2
(B|h|). Тодi∣∣ϕ(n)(ξ)

∣∣
n!

|h|n ≤ c1

2n
→ 0, n→∞.

Звiдси випливає, що ряд Тейлора функцiї ϕ(x) збiгається до ϕ(x), x ∈ R, тобто

ϕ(x+ h) =

∞∑
n=0

ϕ(n)(x)

n!
hn.
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Iз оцiнки залишкового члена одержуємо, що ряд Тейлора функцiї ϕ залишається збiжним i
для комплексних значень h. Отже, ϕ продовжується до цiлої функцiї ϕ(z), z = x+ iy ∈ C,
y 6= 0, при цьому

xkϕ(x+ iy) =
∞∑
n=0

(iy)n

n!
xkϕ(n)(x)

i ∣∣xkϕ(x+ iy)
∣∣ ≤ c1A

kak

∞∑
n=0

|y|nBnρn

або

|ϕ(x+ iy)| ≤ c1

∞∑
n=0

∣∣yn∣∣Bnρnγ1(ax) = c1

∞∑
n=0

1

2n
(2B|y|)nρnγ1(ax) ≤

≤ c1 sup
n∈Z+

(|by|nρn)

∞∑
n=0

1

2n
γ1(ax) = cγ1(ax)ρ1(by),

де b = 2B, c = 2c1, ρ1(y) = supn∈Z+

(
|y|nρn

)
, y 6= 0, що й потрiбно було довести.

Зауважимо, що ρ1 — парна невiд’ємна на R функцiя, яка монотонно зростає на про-
мiжку [1,+∞), ρ1(y) = 1 для |y| ≤ 1 i ρ1(y) ≥ ynρn ∀n ∈ Z+ для |y| > 1.

Як приклад розглянемо послiдовностi ak = kkα, bn = n!(n!)β−1 = (n!)β, де α ≥ 1 − β,
β ∈ (0, 1). У цьому випадку Sbnak = S

(n!)β

kkα
= Sn

nβ

kkα
= Sβα (умова α ≥ 1 − β є умовою

нетривiальностi простору Sβα [9, с. 276]). Тодi

ρ1(y) = sup
n∈Z+

(|y|nρn) = sup
n∈Z+

(
|y|n(n!)β−1

)
= sup

n∈Z+

|y|n

(n!)1−β ≤

≤ sup
n∈Z+

|ey|n

nn(1−β)
=

1

inf
n∈Z+

nn(1−β)

|ey|n

≤ eb1|y|1/(1−β) , b1 =
1− β
e

e1/(1−β)

(тут ми скористалися нерiвнiстю (*) з п. 1). При цьому, як випливає з цiєї ж нерiвностi,
γ1(x) ≤ c0 exp

(
− c1|x|1/α

)
, c1 =

α

e
, c0 = eαe/2.

Отже, у випадку простору Sβα, α ≥ 1 − β, з теореми 1 маємо, що кожна функцiя ϕ з
цього простору може бути аналiтично продовжена в комплексну площину до цiлої функцiї
ϕ(x+ iy), яка задовольняє умову

|ϕ(x+ iy)| ≤ c exp
{
−a|x|1/α + b|y|1/(1−β)

}
з деякими сталими c, a, b > 0 (отримали вiдомий результат, встановлений в [9, с. 209]).

3. Простори узагальнених функцiй типу S′ . Символом
(
Sbnak
)′ позначатимемо простiр

усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв, заданих на основному просторi Sbnak зi слабкою
збiжнiстю, а його елементи називатимемо узагальненими функцiями.

Регулярними узагальненими функцiями або регулярними функцiоналами називатиме-
мо лiнiйнi неперервнi функцiонали, дiю яких на основну функцiю ϕ ∈ Sbnak задаємо форму-
лою

〈f, ϕ〉 =

∫
R

f(x)ϕ(x)dx.
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Кожна локально iнтегровна на R функцiя f, яка задовольняє умову

∀ε > 0 ∃ cε > 0 ∀x ∈ R \ {0} : |f(x)| ≤ cε(γ(εx))−1, (8)

породжує регулярну узагальнену функцiю Ff ∈ (Sbnak )′ :

〈Ff , ϕ〉 =

∫
R

f(x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ Sbnak .

Правильним є твердження: якщо локально iнтегровнi на R функцiї f i g, якi задовольня-
ють умову (8), не збiгаються на множинi додатної мiри Лебега, то iснує функцiя ϕ0 ∈ Sbnak
така, що 〈f, ϕ0〉 6= 〈g, ϕ0〉, тобто Ff 6= Fg. Навпаки, якщо Ff 6= Fg, то функцiї f i g
не збiгаються на множинi додатної мiри Лебега. Доведення цього твердження аналогiчне
доведенню вiдповiдного твердження з [17].

Сформульоване твердження дозволяє ототожнювати локально iнтегровнi на R функцiї,
якi задовольняють умову (8), з породжуваними ними узагальненими функцiями з простору(
Sbnak
)′
. З властивостей iнтеграла Лебега випливає, що вкладення Sbnak 3 f → Ff ∈

(
Sbnak
)′ є

неперервним.
Оскiльки в основному просторi Sbnak визначено операцiю зсуву аргументу Tx, то згортку

узагальненої функцiї f ∈
(
Sbnak
)′ з основною функцiєю задамо формулою

(f ∗ ϕ)(x) := 〈fξ, T−xϕ̌(x)〉 = 〈fξ, ϕ(x− ξ)〉, ϕ̌(ξ) = ϕ(−ξ)

(тут 〈fξ, T−xϕ̌(ξ)〉 позначає дiю функцiонала f на основну функцiю T−xϕ̌(ξ) як функцiю
аргументу ξ ). Iз властивостi нескiнченної диференцiйовностi операцiї зсуву аргументу в
просторi Sbnak випливає, що згортка f ∗ϕ є звичайною нескiнченно диференцiйовною на R
функцiєю.

Нехай f ∈
(
Sbnak
)′
. Якщо f ∗ϕ ∈ Sbnak ∀ϕ ∈ S

bn
ak
, i зi спiввiдношення ϕν → 0 при ν → +∞

за топологiєю простору Sbnak випливає, що f ∗ϕν → 0 при ν → +∞ за топологiєю простору
Sbnak , то функцiонал f називається згортувачем у просторi Sbnak .

ПеретворенняФур’є узагальненої функцiї f ∈
(
Sbnak
)′ означимо за допомогою спiввiдно-

шення 〈F [f ], ϕ〉 = 〈f, F [ϕ]〉 ∀ϕ ∈ Sanbk . Звiдси випливає, що F [f ] ∈
(
Sanbk

)′
, якщо f ∈

(
Sbnak
)′
,

при цьому оператор F :
(
Sbnak
)′ → (

Sanbk

)′ є неперервним.
Теорема 2. Якщо узагальнена функцiя f ∈

(
Sbnak
)′ — згортувач у просторi Sbnak , то для

довiльної функцiї ϕ ∈ Sbnak правильною є формула

F [f ∗ ϕ] = F [f ]F [ϕ].

Доведення. Згiдно з умовою теореми f ∗ ϕ ∈ Sbnak ∀ϕ ∈ S
bn
ak
. Тодi, скориставшись озна-

ченням перетворення Фур’є узагальненої функцiї з простору
(
Sbnak
)′
, а також означенням

згортки узагальненої функцiї з основною, запишемо такi спiввiдношення:

∀ψ ∈ Sanbk : 〈F [f ∗ ϕ], ψ〉 = 〈f ∗ ϕ, F [ψ]〉 =

+∞∫
−∞

(f ∗ ϕ)(x)F [ψ](x)dx =
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=

+∞∫
−∞

〈fξ, ϕ(x− ξ)〉F [ψ](x)dx =

=

〈
fξ,

+∞∫
−∞

ϕ(x− ξ)F [ψ](x)dx

〉
. (9)

Нехай

I(ξ) :=

+∞∫
−∞

ϕ(x− ξ)F [ψ](x)dx.

Тодi, внаслiдок теореми Фубiнi,

I(ξ) =

+∞∫
−∞

ϕ(x− ξ)

 +∞∫
−∞

ψ(σ)eiσxdσ

dx =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

ϕ(x− ξ)ψ(σ)eiσxdσdx =

=

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

ϕ(t)ψ(σ)eiσteiσξdσdt =

+∞∫
−∞

ψ(σ)F [ϕ](σ)eiσξdσ = F [F [ϕ]ψ](ξ) ∈ Sbnak .

Отже,

〈F [f ∗ ϕ], ψ〉 = 〈f, F [F [ϕ]ψ]〉 = 〈F [f ], F [ϕ]ψ〉 = 〈F [f ]F [ϕ], ψ〉 ∀ψ ∈ Sanbk .

Звiдси одержуємо рiвнiсть F [f ∗ ϕ] = F [f ]F [ϕ].
Залишається обґрунтувати коректнiсть спiввiдношення (9). Введемо позначення

Ir(ξ) :=

r∫
−r

ψ(σ)F [ϕ](σ)eiσξdσ, r > 0.

Для доведення (9) досить встановити, що Ir(ξ) → I(ξ) при r → +∞ у просторi Sbnak ,
тобто αr(ξ) := I(ξ)− Ir(ξ)→ 0 при r → +∞ за топологiєю простору Sbnak . Це означає, що:

1) сiм’я функцiй
{
α

(n)
r (ξ), r > 0

}
, n ∈ Z+, збiгається до нуля при r → +∞ рiвномiрно

на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂ R ;
2)
∣∣α(n)
r

∣∣ ≤ cBnbnγ(aξ),
∣∣α(n)
r (0)

∣∣ ≤ cBnbn ∀n ∈ Z+, де сталi c,B, a > 0 не залежать
вiд r.

Iнтеграл

+∞∫
−∞

Dn
ξ

(
ψ(σ)F [ϕ](σ)eiσξ

)
dσ =

+∞∫
−∞

(iσ)nψ(σ)F [ϕ](σ)eiσξ dσ

збiгається рiвномiрно по ξ, оскiльки

∀ξ ∈ R :
∣∣∣Dn

ξ

(
ψ(σ)F [ϕ](σ)eiσξ

)∣∣∣ ≤ |σnψ(σ)F [ϕ](σ)| , σ ∈ R,
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+∞∫
−∞

|σnF [ϕ](σ)| dσ < +∞

(тому що σnF [ϕ](σ) ∈ Sanbk при кожному n ∈ Z+ ). Тодi

∣∣α(n)
r (ξ)

∣∣ ≤ ∫
|σ|≥r

∣∣σnF [ϕ](σ)
∣∣ dσ → 0, r → +∞,

рiвномiрно по ξ ∈ R як залишок збiжного iнтеграла. Отже, умова 1) виконується.
Перевiримо виконання умови 2). Оскiльки

Dn
ξ αr(ξ) ≡ Dn

ξ I(ξ)−Dn
ξ Ir(ξ), n ∈ Z+,

то ∣∣Dn
ξ αr(ξ)

∣∣ ≤ ∣∣Dn
ξ I(ξ)

∣∣+
∣∣Dn

ξ Ir(ξ)
∣∣.

Розглянемо функцiї

Dn
ξ Ir,+(ξ) = max

(
Dn
ξ Ir(ξ), 0

)
, Dn

ξ Ir,−(ξ) = −min
(
Dn
ξ Ir(ξ), 0

)
,

якi є невiд’ємними, i врахуємо, що∣∣Dn
ξ Ir(ξ)

∣∣ = Dn
ξ Ir,+(ξ) +Dn

ξ Ir,−(ξ) ≤ 2
∣∣Dn

ξ I(ξ)
∣∣.

Тодi ∣∣Dn
ξ αr(ξ)

∣∣ ≤ 3
∣∣Dn

ξ I(ξ)
∣∣ = 3

∣∣Dn
ξ F [F [ϕ]ψ](ξ)

∣∣ ∀r > 0. (10)

Оскiльки F [F [ϕ]ψ] ∈ Sbnak ∀ϕ ∈ S
bn
ak
, ψ ∈ Sanbk , то звiдси та з (10) випливає оцiнка∣∣Dn

ξ αr(ξ)
∣∣ ≤ cBnbnγ(aξ), ξ 6= 0,

∣∣Dn
ξ αr(0)

∣∣ ≤ cBnbn, n ∈ Z+,

де сталi c,B, a > 0 не залежать вiд r. Таким чином, умова 2) виконується.
Теорему 2 доведено.
З теореми 2 випливає, що якщо узагальнена функцiя f — згортувач у просторi Sbnak , то

її перетворення Фур’є — мультиплiкатор у просторi Sanbk .
4. Псевдодиференцiальнi оператори в узагальнених просторах типу S . Розглянемо

функцiю

γ̃(σ) =


1, |σ| ≤ 1,

supk∈Z+

|σ|k

ak
, |σ| > 1.

Очевидно, що γ̃ —невiд’ємна парна на R функцiя, яка монотонно зростає на промiжку
[1,+∞), γ̃(σ) ≥ 1 для |σ| ≥ 1. Оскiльки

sup
k∈Z+

|σ|k

ak
=

1

inf
k∈Z+

ak
|σ|k

, σ ∈ R \ {0},

то γ̃(σ) збiгається з функцiєю 1

γ(σ)
для σ ∈ R \ {0}.
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Якщо, наприклад, ak = kkα, k ∈ Z+, α > 0, то функцiя γ̃, побудована за цiєю послi-
довнiстю, задовольняє нерiвностi

c0e
α
e
|σ|1/α ≤ γ̃(σ) ≤ e

α
e
|σ|1/α , c0 = e−

αe
2 , σ ∈ R.

З нерiвностi (2), яку задовольняє функцiя ln γ (див. лему 2) дiстаємо таку нерiвнiсть
опуклостi для функцiї ln γ̃ :

ln γ̃(σ1) + ln γ̃(σ2) ≤ ln γ̃(σ1 + σ2) ∀{σ1, σ2} ⊂ (0,+∞). (11)

Нехай ϕ — нескiнченно диференцiйовна на R функцiя, яка має властивостi:
1) ϕ(σ) > Ω(σ) ≥ ln γ̃(σ), σ ∈ R;
2) ∀ε > 0 ∃ cε > 0 ∀σ ∈ R : ϕ(σ) ≤ cεγ̃(εσ);
3) ∃ c0, B0 > 0 ∀n ∈ N ∀σ ∈ R :

∣∣ϕ(n)(σ)
∣∣ ≤ c0B

n
0n!.

Тут

Ω(σ) =

σ∫
0

µ(ξ)dξ, σ ≥ 0, Ω(σ) = Ω(−σ),

де µ(ξ), 0 ≤ ξ < +∞, — монотонно зростаюча неперервна функцiя, причому µ(0) = 0,
limξ→+∞ µ(ξ) = +∞. Очевидно, що Ω —неперервно диференцiйовна парна на R функцiя,
що монотонно зростає на [0,+∞). Функцiя Ω має також такi властивостi:

а) ∀α ∈ (0, 1) ∀σ ∈ [0,+∞) : Ω(ασ) ≤ αΩ(σ);
б) ∀α ≥ 1 ∀σ ∈ [0,+∞) : Ω(ασ) ≥ αΩ(σ).
Доведемо, наприклад, властивiсть а). З урахуванням монотонного зростання функцiї µ

на [0,+∞) маємо

Ω(ασ) =

ασ∫
0

µ(ξ)dξ = α

σ∫
0

µ(αy)dy ≤ α
σ∫

0

µ(y)dy = αΩ(σ).

Зауважимо тепер, що з властивостей 2), 3) функцiї ϕ випливає, що вона є мультиплiка-
тором у просторi S1

ak
≡ Sn

n

ak
(доведення цього твердження аналогiчне доведенню леми 3).

Звiдси випливає, що в просторi San1 ≡ S
an
kk

визначений, є лiнiйним i неперервним псевдоди-
ференцiальний оператор A, побудований за функцiєю ϕ : Aψ = F−1[ϕ(λ)F [ψ]] ∀ψ ∈ San1 .

Якщо розглянути самоспряжений у гiльбертовому просторi L2(R) оператор i∂

∂x
з обла-

стю визначення D
(
i∂

∂x

)
= {ψ ∈ L2(R) : ∃ ψ′ ∈ L2(R)}, то, як випливає з основної спек-

тральної теореми для самоспряжених операторiв,

ϕ

(
i∂

∂x

)
=

+∞∫
−∞

ϕ(λ) dEλψ,

де Eλ, λ ∈ R, — спектральна функцiя оператора i∂

∂x
. Вiдомо (див., наприклад, [18]), що

Eλψ =
1

2π

λ∫
−∞


+∞∫
−∞

ψ(τ)eiστdτ

 e−ixσdσ ≡ 1

2π

λ∫
−∞

F [ψ](σ)e−ixσdσ.
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Звiдси дiстаємо спiввiдношення dEλψ =
1

2π
F [ψ](λ)e−ixλdλ. Отже,

ϕ

(
i∂

∂x

)
=

1

2π

+∞∫
−∞

ϕ(λ)F [ψ](λ)e−ixλdλ = F−1[ϕ(λ)F [ψ]] ∀ψ ∈ San1 ,

тобто оператор ϕ
(
i∂

∂x

)
збiгається з псевдодиференцiальним оператором A у просторi San1 ,

побудованим за функцiєю (символом) ϕ, яка є мультиплiкатором у просторi S1
ak
.

Як приклад, розглянемо функцiю ϕ(σ) =
(
1 + σ2

)1/2
, σ ∈ R. Безпосередньо перекону-

ємося в тому, що функцiя ϕ має властивостi:
1) ϕ ∈ C∞(R), ϕ(σ) > |σ|, σ ∈ R, ∀ε > 0 ∃ cε > 0 : ϕ(σ) ≤ cε exp(ε|σ|), σ ∈ R,

cε = 21/2 max{1, 1/ε};
2)
∣∣Dn

σϕ(σ)
∣∣ ≤ c0B

n
0n! ≤ c1B

n
1n

n, n ∈ N, σ ∈ R.
Звiдси випливає, що ϕ — мультиплiкатор у просторi S1

1 ≡ Sn
n

kk
. Вiдповiдно оператор

ϕ

(
i∂

∂x

)
=

√
I +

(
i∂

∂x

)2

=

√
I −

(
∂

∂x

)2

=

+∞∫
−∞

(
1 + λ2

)1/2
dEλ

збiгається з псевдодиференцiальним оператором F−1
[
(1 + λ2)1/2F

]
у просторi S1

1 .

Аналогiчнi властивостi має функцiя ϕ(σ) = (1+σ2)ω/2, σ ∈ R, ω ∈ [1, 2),—фiксований
параметр: ϕ ∈ C∞(R), ϕ(σ) > |σ|ω, σ ∈ R, ϕ(σ) ≤ cε exp

{
ε|σ|ω

}
, σ ∈ R, де cε =

= 2ω/2 max{1, 1/ε}, ∣∣Dn
σϕ(σ)

∣∣ ≤ c0B
n
0n! ≤ c1B

n
1n

n.

Функцiя ϕ — мультиплiкатор у просторi S1
1/ω ≡ S

nn

kk/ω
, а оператор

ϕ

(
i∂

∂x

)
=

(
I −

(
∂2

∂x2

))ω/2
збiгається в просторi S1/ω

1 з псевдодиференцiальнимоператором, побудованим за символом
ϕ(σ) =

(
1 + σ2

)ω/2
, σ ∈ R.

5. Нелокальна за часом задача. Розглянемо диференцiально-операторне рiвняння
∂u(t, x)

∂t
+ ϕ

(
i∂

∂x

)
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0,+∞)× R ≡ Ω+, (12)

де ϕ
(
i∂

∂x

)
розумiємо як псевдодиференцiальний оператор у просторi San1 , побудований

за функцiєю ϕ, яка є мультиплiкатором у просторi S1
ak

(функцiя ϕ має властивостi 1) – 3),
сформульованi в п. 4). Отже,

ϕ

(
i∂

∂x

)
ψ = F−1

[
ϕ(σ)F [ψ]

]
∀ψ ∈ San1 .

Пiд розв’язком рiвняння (12) розумiємо неперервно диференцiйовну за змiнною t функ-
цiю u(t, x), (t, x) ∈ Ω+, таку, що u(·, x) ∈ San1 при кожному t > 0, u(t, x), (t, x) ∈ Ω+,
задовольняє рiвняння (12).
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Для рiвняння (12) поставимо нелокальну багатоточкову за часом задачу: знайти розв’я-
зок рiвняння (12), який задовольняє умову

µu(0, x)− µ1u(t1, x)− . . .− µmu(tm, x) = f(x), x ∈ R, f ∈ San1 , (13)

де

u(0, x) = lim
t→+0

u(t, x), m ∈ N,

{µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,+∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0,+∞)

— фiксованi числа, причому 0 < t1 < . . . < tm < +∞, µ > m
∑m

k=1
µk.

Розв’язок задачi (12), (13)шукаємо за допомогоюперетворенняФур’є у виглядi u(t, x) =
= F−1[v(t, ·)]. Для функцiї v : Ω+ → R дiстаємо задачу з параметром σ :

dv(t, σ)

dt
+ ϕ(σ)v(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ Ω+, (14)

µv(0, σ)−
m∑
k=1

µkv(tk, σ) = f̃(σ), σ ∈ R, (15)

де f̃(σ) = F [f ](σ). Загальний розв’язок рiвняння (14) має вигляд

v(t, σ) = c exp{−tϕ(σ)}, (t, x) ∈ Ω+, (16)

де c = c(σ) визначимо з умови (15). Пiдставляючи (16) в (15), знайдемо, що

c = f̃(σ)

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{−tkϕ(σ)}

)−1

, σ ∈ R.

Введемо позначення: G(t, x) = F−1[Q(t, σ)], Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ), де

Q1(t, σ) = exp{−tϕ(σ)}, Q2(σ) =

(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

)−1

.

Далi, мiркуючи формально, одержимо спiввiдношення

u(t, x) =

∫
R

G(t, x− ξ)f(ξ)dξ = G(t, x) ∗ f(x).

Справдi,

u(t, x) = (2π)−1

∫
R

Q(t, σ)

 ∫
R

f(ξ)eiσξdξ

e−iσxdσ =

=

∫
R

(2π)−1

∫
R

Q(t, σ)e−iσ(x−ξ)dξ

f(ξ)dξ =
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=

∫
R

G(t, x− ξ)f(ξ)dξ = G(t, x) ∗ f(x), (t, x) ∈ Ω+.

Коректнiсть проведених тут перетворень та збiжнiсть вiдповiдних iнтегралiв випливає
з властивостей функцiї G, якi ми наведемо далi. Властивостi функцiї G визначаються
властивостями функцiї Q, оскiльки G = F−1[Q]. Отже, насамперед дослiдимо властивостi
функцiї Q(t, σ) як функцiї аргументу σ.

Лема 4. Для похiдних функцiї Q1(t, σ), (t, σ) ∈ Ω+ (за змiнною σ), правильними є оцiнки∣∣Dn
σQ1(t, σ)

∣∣ ≤ cAntωnnn exp{−tϕ(σ)}, (t, σ) ∈ Ω+, n ∈ N, (17)

де ω = 0, якщо 0 < t ≤ 1 i ω = 1, якщо t > 1, сталi c > 1, A > 0 не залежать вiд t.
Доведення. Для доведення твердження скористаємося формулою Фаа де Бруно дифе-

ренцiювання складеної функцiї

Dn
σF (g(σ)) =

n∑
p=1

dp

dgp
F (g)

∑ n!

p1! . . . pl!

(
d

dσ
g(σ)

)p1
. . .

(
1

l!

dl

dσl
g(σ)

)pl
, n ∈ N

(знак суми поширюється на всi розв’язки в цiлих невiд’ємних числах рiвняння p1 +2p2 + . . .
. . .+ lpl = n, p1 + . . .+ pl = p), де покладемо F = eg, g = −tϕ(σ). Тодi

Dn
σe
−tϕ(σ) = e−tϕ(σ)

n∑
p=1

∑ n!

p1! . . . pl!
Λ,

де символом Λ позначено вираз

Λ :=

(
d

dσ
(−tϕ(σ))

)p1 ( 1

2!

d2

dσ2
(−tϕ(σ))

)p2
. . .

(
1

l!

dl

dσl
(−tϕ(σ))

)pl
.

Урахувавши властивiсть 3) функцiї ϕ , яку задовольняють похiднi функцiї ϕ, отримаємо

|Λ| ≤ cp1+...+pl
0 Bp1+2p2+...+lpl

0 tp1+...+pl ≤ c̃n0 tpBn
0 , c̃0 = max{1, c0}.

Скориставшись властивiстю 1) функцiї ϕ та формулою Стiрлiнга, одержимо нерiвностi∣∣Dn
σQ1(t, σ)

∣∣ ≤ c̃n0Bn
0 t
ωnn! exp{−tϕ(σ)} ≤ cAntωnnn exp{−tϕ(σ)}, σ ∈ R, (18)

де ω = 0, якщо 0 < t ≤ 1 i ω = 1, якщо t > 1, сталi c > 1, A > 0 не залежать вiд t.
Лему 4 доведено.
Зауваження 1. Iз оцiнок (18) випливає, що Q1(t, ·) ∈ S1

ak
при кожному t > 0.

Справдi, нехай t ∈ (0, 1). Врахувавши властивiсть 1) функцiї ϕ, а також властивiсть а)
функцiї Ω, маємо нерiвностi

e−tϕ(σ) ≤ e−tΩ(σ) ≤ e−Ω(tσ) ≤ e− ln γ̃(tσ) = eln γ(tσ) = γ(tσ), σ ∈ R \ {0}(
тут враховано, що γ̃(σ) =

1

γ(σ)
, σ ∈ R \ {0}

)
.

Якщо t > 1, t 6= n, де n ∈ {2, 3, . . .}, то t = [t] + {t}. Тодi

e−tϕ(σ) = e−[t]ϕ(σ)e−{t}ϕ(σ) ≤ e−{t}ϕ(σ) ≤ e−{t}Ω(σ) ≤ e−Ω({t}σ) ≤
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≤ e− ln γ̃({t}σ) = γ({t}σ), σ ∈ R \ {0}.

Якщо t = n, n ∈ {2, 3, . . .}, то t = 1 + n− 1. У цьому випадку

e−tϕ(σ) = e−ϕ(σ)e−(n−1)ϕ(σ) ≤ e−ϕ(σ) ≤ e−Ω(σ) ≤ e− ln γ̃(σ) = γ(σ), σ ∈ R \ {0}.

Таким чином,

e−tϕ(σ) ≤ γ(aσ), σ ∈ R \ {0}, (19)

де a = {t}, якщо t 6= n, n ∈ N, i a = 1, якщо t = n, n ∈ N.
Отже, при фiксованому t > 0 справджуються нерiвностi∣∣Dn

σQ1(t, σ)
∣∣ ≤ cÃnnnγ(aσ), σ ∈ R \ {0}, n ∈ Z+, (20)

де Ã = Atω. Оскiльки e−tϕ(0) ≤ e−tΩ(0) = 1, то Dn
σQ1(t, 0) ≤ cÃnnn, n ∈ Z+. Звiдси та з

леми 2 випливає, що Q1(t, σ) ∈ S1
ak

при кожному t > 0.

Лема 5. Функцiя Q2 — мультиплiкатор у просторi S1
ak
.

Доведення. З урахуванням властивостi 1) функцiї ϕ виконуються нерiвностi

Q1(tk, σ) ≤ exp{−tkϕ(σ)} < 1, k ∈ {1, . . . ,m}, σ ∈ R.

Оскiльки µ >
∑m

k=1
µk, то

1

µ

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ) <
1

µ

m∑
k=1

µk < 1.

Тодi, використовуючи полiномiальну формулу, знаходимо

Q2(σ) =
1

µ

(
1− 1

µ

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

)−1

=
1

µ

∞∑
r=0

µ−r

(
m∑
k=1

µke
−tkϕ(σ)

)r
=

=

∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+...+rm=r

r!

r1! . . . rm!

(
µ1e
−t1ϕ(σ)

)r1
. . .
(
µme

−tmϕ(σ)
)rm

=

=

∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+...+rm=r

r!

r1! . . . rm!
µr11 . . . µrmm Q1(λ, σ),

де λ := t1r1 + . . .+ tmrm, Q1(λ, σ) = e−λϕ(σ). Звiдси та з (17) маємо нерiвностi

∣∣Dn
σQ2(σ)

∣∣ ≤ cAnnn ∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+...+rm=r

r!

r1! . . . rm!
µr0λ

ωn exp{−λϕ(σ)} ≤

≤ cAntωnm nn
∞∑
r=0

µ−(r+1)µr0r
n

∑
r1+...+rm=r

r!

r1! . . . rm!
, n ∈ N,
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де µ0 = max{µ1, . . . µm}. Далi скористаємося тим, що∑
r1+...+rm=r

r!

r1! . . . rm!
= mr.

Тодi

∣∣Dn
σQ2(σ)

∣∣ ≤ c′An1nn ∞∑
r=0

µ̃rrn = c̃An1n
n, n ∈ N, (21)

де µ̃ = µ−1µ0m < 1, c′ = cµ−1, c̃ = c′
∑∞

r=0
µ̃rrn, A1 = Atωm. З останньої нерiвностi та

обмеженостi функцiї Q2 на R випливає, що Q2 — мультиплiкатор у просторi S1
ak
.

Лему 5 доведено.
Урахувавши (17), (21) та формулу Лейбнiца диференцiювання добутку двох функцiй,

отримаємо

∣∣Dn
σQ(t, σ)

∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
l=0

C lnD
l
σQ1(t, σ)Dn−l

σ Q2(σ)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ cc̃

n∑
l=0

C lnA
ltωlllAn−l1 (n− l)n−l exp{−tϕ(σ)} ≤

≤ b̃B̃ntωnnn exp{−tϕ(σ)},

де b̃ = cc̃, B̃ = 2 max{A,A1}. З останньої нерiвностi, з урахуванням зауваження 1 та
оцiнки (20), дiстаємо, що Q(t, σ) як функцiя змiнної σ є елементом простору S1

ak
(при

кожному t > 0). Оскiльки G = F−1[Q], то функцiя G(t, ·) є елементом простору San1 при
кожному t > 0.

Лема 6. Функцiя G(t, ·), t ∈ (0,+∞), як абстрактна функцiя параметра t зi значеннями
у просторi San1 диференцiйовна по t.

Доведення. Iз властивостi неперервностi перетворення Фур’є (прямого та оберненого)
у просторах типу S випливає, що для доведення твердження досить установити, що функ-
цiя F [G(t, ·)] = Q(t, ·) як абстрактна функцiя параметра t зi значеннями у просторi S1

ak
диференцiйовна по t. Iншими словами, потрiбно довести, що граничне спiввiдношення

Φ∆t(σ) :=
1

∆t
[Q(t+ ∆t, ·)−Q(t, ·)]→ ∂

∂t
Q(t, ·), ∆t→ 0,

виконується в тому розумiннi, що:
1) Dn

σΦ∆t(σ) −→
∆t→0

Dn
σ(−ϕ(σ)Q(t, σ)), n ∈ Z+, рiвномiрно на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂ R;

2)
∣∣Dn

σΦ∆t(σ)
∣∣ ≤ cBn

nnγ(aσ), n ∈ Z+, σ ∈ R \ {0},
де сталi c, a, B > 0 не залежать вiд ∆t, якщо ∆t досить мале.

Функцiя Q(t, σ), (t, σ) ∈ Ω+, диференцiйовна по t у звичайному розумiннi. Внаслiдок
теореми Лагранжа про скiнченнi прирости

Φ∆t(σ) = −ϕ(σ)Q(t+ θ∆t, σ), 0 < θ < 1.
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Отже,

Dn
σΦ∆t(σ) = −

n∑
l=0

C lnD
l
σϕ(σ)Dn−l

σ Q(t+ θ∆t, σ) (22)

i

Dn
σ

(
Φ∆t(σ)− ∂

∂t
Q(t, σ)

)
= −

n∑
l=0

C lnD
l
σϕ(σ)

[
Dn−l
σ Q(t+ θ∆t, σ)−Dn−l

σ Q(t, σ)
]
.

Оскiльки
Dn−l
σ Q(t+ θ∆t, σ)−Dn−l

σ Q(t, σ) = Dn−l+1
σ Q(t+ θ1∆t, σ)θ∆t, 0 < θ1 < 1,

то звiдси та з оцiнок (17) одержуємо, що
Dn−l+1
σ Q(t+ θ1∆t, σ)θ∆t→ 0, ∆t→ 0,

рiвномiрно на довiльному вiдрiзку [a, b] ⊂ R. Звiдси, з урахуванням властивостей функцiї
ϕ, дiстанемо, що

Dn
σΦ∆t(σ)→ Dn

σ

(
∂

∂t
Q(t, σ)

)
, ∆t→ 0,

рiвномiрно на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂ R. Отже, умова 1) виконується.
Враховуючи (22), оцiнки, якi задовольняють функцiї ϕ(σ), Q(t, σ), та їхнi похiднi,

знаходимо, що∣∣Dn
σΦ∆t(σ)

∣∣ ≤ c̃ n∑
l=0

C lnB
lllAn−l(t+ θ∆t)ω(n−l)e−(t+θ∆t)ϕ(σ)γ̃(εσ)

(тут ε > 0 — довiльно фiксоване, c̃ = c̃(ε) > 0). Вважаючи, що t + θ∆t ≤ T, де T > 1
фiксоване, прийдемо до оцiнки∣∣Dn

σΦ∆t(σ)
∣∣ ≤ cLnnne−tϕ(σ)γ̃(εσ), L = 2 max{AT,B}.

Далi врахуємо нерiвнiсть exp{−tϕ(σ)} ≤ γ(aσ), σ ∈ R \ {0} (див. (19)). Тодi∣∣Dn
σΦ∆t(σ)

∣∣ ≤ c̃L̃nnnγ(aσ)γ̃(εσ) = c̃L̃nnne− ln γ̃(aσ)eln γ̃(εσ) =

= c̃L̃nnne− ln γ̃(aσ)+ln γ̃(εσ), σ ∈ R \ {0}

(тут γ̃(σ) = 1/γ(σ)). З нерiвностi опуклостi (11), яку задовольняє функцiя ln γ̃, випливає
нерiвнiсть

ln γ̃(εσ) + ln γ̃((a− ε)σ) ≤ ln γ̃(aσ), ε ∈ (0, a), σ ∈ R \ {0},

або нерiвнiсть
− ln γ̃(aσ) + ln γ̃(εσ) ≤ − ln γ̃((a− ε)σ), σ ∈ R \ {0}, ε ∈ (0, a).

Отже, ∣∣Dn
σΦ∆t(σ)

∣∣ ≤ c̃L̃nnne− ln γ̃(a1σ) = c̃L̃nnnγ(a1σ),

a1 = a− ε, n ∈ Z+, σ ∈ R \ {0},

причому всi сталi не залежать вiд ∆t, тобто умова 2) виконується.
Лему 6 доведено.
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Наслiдок 1. Правильною є формула

∂

∂t

(
f ∗G(t, x)

)
= f ∗ ∂G(t, x)

∂t
∀f ∈

(
San1

)′
, t > 0.

Доведення. Згiдно з означенням згортки узагальненої функцiї з основною

f ∗G(t, x) =
〈
fξ, T−xǦ(t, ξ)

〉
, Ǧ(t, ξ) = G(t,−ξ).

Тодi

∂

∂t
(f ∗G(t, ·)) = lim

∆t→0

1

∆t
[f ∗G(t+ ∆t, ·)− f ∗G(t, ·)] =

= lim
∆t→0

〈
fξ,

1

∆t

[
T−xǦ(t+ ∆t, ·)− T−xǦ(t, ·)

]〉
.

Внаслiдок леми 6 граничне спiввiдношення

1

∆t

[
T−xǦ(t+ ∆t, ξ)− T−xǦ(t, ξ)

]
→ ∂

∂t
T−xǦ(t, ξ), ∆t→ 0,

виконується в сенсi збiжностi за топологiєю простору San1 . Тому

∂

∂t

(
f ∗G(t, ·)

)
=

〈
fξ, lim

∆t→0

1

∆t

[
T−xǦ(t+ ∆t, ξ)− T−xǦ(t, ξ)

]〉
=

=

〈
fξ,

∂

∂t
T−xǦ(t, ξ)

〉
=

〈
fξ, T−x

∂

∂t
Ǧ(t, ξ)

〉
= f ∗ ∂

∂t
G(t, ·).

Наслiдок 1 доведено.
Лема 7. У просторi

(
San1

)′ виконуються граничнi спiввiдношення
1. G(t, ·)→ F−1[Q2], ∆t→ +0.
2.

µG(t, ·)−
m∑
k=1

µkG(tk, ·)→ δ, t→ +0, (23)

де δ — дельта-функцiя Дiрака.
Доведення. 1. Урахувавши властивiсть неперервностi перетворення Фур’є (прямого та

оберненого) у просторах типу S′, для доведення твердження досить встановити, що

F [G(t, ·)] = Q(t, ·) = Q1(t, ·)Q2(·)→ Q2(·), t→ +0,

у просторi
(
S1
ak

)′
. Для цього вiзьмемо довiльну функцiю ψ ∈ S1

ak
i, скориставшись тим, що

Q2 —мультиплiкатор у просторi S1
ak
, а також теоремою Лебега про граничний перехiд пiд

знаком iнтеграла Лебега, отримаємо

〈Q1(t, ·)Q2(·), ψ〉 = 〈Q1(t, ·), Q2(·)ψ(·)〉 =

=

∫
R

Q1(t, σ)Q2(σ)ψ(σ)dσ −→
t→+0

∫
R

Q2(σ)ψ(σ)dσ =
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= 〈1, Q2(·)ψ(·)〉 = 〈Q2, ψ〉.

Звiдси випливає твердження 1 леми 7.
2. Урахувавши твердження 1 знайдемо, що

µG(t, ·)−
m∑
k=1

µkG(tk, ·) −→
t→+0

µF−1[Q2]−
m∑
k=1

µkG(tk, ·) =

= µF−1[Q2]−
m∑
k=1

µkF
−1[Q1(tk, ·)Q2(·)] =

= F−1

[
µQ2 −

m∑
k=1

µkQ1(tk, ·)Q2(·)

]
= F−1

[(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk, ·)

)
Q2(·)

]
=

= F−1

(µ− m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

)(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

)−1
 = F−1[1] = δ.

Отже, спiввiдношення (23) виконується в просторi
(
San1

)′
.

Лему 7 доведено.
Зауваження 2. Якщо µ = 1, µ1 = . . . = µm = 0, то задача (12), (13) перетворюється в

задачу Кошi для рiвняння (12). У цьому випадку Q2(σ) = 1 ∀σ ∈ R, G(t, x) = F−1
[
e−tϕ(σ)

]
i G(t, ·)→ F−1[1] = δ, t→ +0, у просторi

(
San1

)′
.

Теорема 3. Нехай

ω(t, x) = f ∗G(t, x), f ∈
(
San1,∗

)′
, (t, x) ∈ Ω+,

де
(
San1,∗

)′ — клас згортувачiв у просторi San1 . Тодi у просторi
(
San1

)′ виконується граничне
спiввiдношення

µω(t, ·)−
m∑
k=1

µkω(tk, ·)→ f, t→ +0. (24)

Доведення. Доведемо, що граничне спiввiдношення

F

[
µω(t, ·)−

m∑
k=1

µkω(tk, ·)

]
→ F [f ], t→ +0, (25)

виконується у просторi
(
S1
ak

)′
. Оскiльки f ∈

(
San1,∗

)′
, G(t, ·) ∈ San1 при кожному t > 0, то

(див. теорему 2)

F [ω(t, ·)] = F [f ∗G(t, ·)] = F [f ]F [G(t, ·)] = F [f ]Q(t, ·).

Отже, потрiбно довести, що

F [f ]

(
µQ(t, ·)−

m∑
k=1

µkQ(tk, ·)

)
→ F [f ]
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при t → +0 у просторi
(
S1
ak

)′
. Оскiльки Q(t, ·) = Q1(t, ·)Q2(·) → Q2(·) при t → +0 у

просторi
(
S1
ak

)′ (див. доведення твердження 1 леми 7), то

µQ(t, ·)−
m∑
k=1

µkQ(tk, ·) −→
t→+0

µQ2(·)−
m∑
k=1

µkQ1(tk, ·)Q2(·) =

=

(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

)
Q2(σ) = 1

у просторi
(
S1
ak

)′
. Таким чином, спiввiдношення (25), а отже, й (24) виконуються у вiдпо-

вiдних просторах.
Теорему 3 доведено.
Функцiя G(t, x), (t, x) ∈ Ω+, задовольняє рiвняння (12). Справдi,

∂

∂t
G(t, x) =

∂

∂t
F−1[Q(t, σ)] = F−1

[
∂

∂t
Q(t, σ)

]
= −F−1[ϕ(σ)Q(t, σ)],

ϕ

(
i∂

∂x

)
G(t, x) = F−1

[
ϕ(σ)F−1[G(t, ·)]

]
= F−1[ϕ(σ)Q(t, σ)].

Отже,
∂G(t, x)

∂t
+ ϕ

(
i∂

∂x

)
G(t, x) = 0, (t, x) ∈ Ω+,

що й потрiбно було довести.
З теореми 3 випливає, що нелокальну багатоточкову за часом задачу для рiвняння (12)

можна ставити так: знайти функцiю u(t, x), (t, x) ∈ Ω+, яка задовольняє рiвняння (12) i
умову

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µku(tk, ·) = f, f ∈
(
San1,∗

)′ (26)

(граничне спiввiдношення (26) розглядається у просторi
(
San1

)′
, обмеження на параметри

µ, µ1, . . . , µm, t1, . . . , tm такi ж, як у випадку задачi (12), (13)).
Теорема 4. Нелокальна багатоточкова за часом задача (12), (13) коректно розв’язна,

розв’язок визначає формула

u(t, x) = f ∗G(t, x), (t, x) ∈ Ω+,

u(t, ·) ∈ San1 при кожному t > 0.
Доведення. Переконаємося в тому, що функцiя u(t, x), (t, x) ∈ Ω+, задовольняє рiв-

няння (12). Справдi (див. наслiдок 1),

∂u(t, x)

∂t
=

∂

∂t
(f ∗G(t, ·)) = f ∗ ∂G(t, ·)

∂t

i
ϕ

(
i∂

∂x

)
u(t, x) = F−1[ϕ(σ)F [f ∗G(t, ·)]].
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Оскiльки f — згортувач у просторi San1 , то

F [f ∗G(t, ·)] = F [f ]F [G(t, ·)] = F [f ]Q(t, ·).

Отже,

ϕ

(
i∂

∂x

)
u(t, x) = F−1

[
ϕ(σ)Q(t, σ)F [f ](σ)

]
=

= −F−1

[
∂

∂t
Q(t, σ)F [f ]

]
= −F−1

[
F

[
∂G(t, ·)
∂t

]
F [f ]

]
=

= −F−1

[
F

[
f ∗ ∂G(t, ·)

∂t

]]
= −f ∗ ∂G(t, ·)

∂t
.

Звiдси випливає, що функцiя u(t, x), (t, x) ∈ Ω+, задовольняє рiвняння (12).
З теореми 3 випливає, що функцiя u(t, x), (t, x) ∈ Ω+, задовольняє умову (26) у вказа-

ному сенсi.
Залишається переконатися в тому, що задача (12), (26) має єдиний розв’язок. Для цього

розглянемо задачу Кошi
∂v

∂t
−Av = 0, (t, x) ∈ [0, t0)× R ≡ Ω′, 0 ≤ t < t0 < +∞, (27)

v(t, ·)|t=t0 = ψ, ψ ∈
(
San1,∗

)′
, (28)

де A—звуження спряженого оператора до оператора ϕ
(
i∂

∂x

)
= F−1[ϕF ] на простiр San1 ⊂

⊂
(
San1,∗

)′
. Умову (28) розумiємо в слабкому сенсi. Задача Кошi (27), (28) є розв’язною, при

цьому v(t, ·) ∈ San1 при кожному t ∈ [0, t0)
(
задача Кошi (27), (28) дослiджується за схемою

дослiдження задачi (10), (26) з параметрами µ = 1, µ1 = . . . = µm = 0 з урахуванням того,
що A = F−1[ϕ · F ]; при цьому v(t, x) = ψ ∗ G̃(t, x), G̃(t, x) = F−1

[
e(t−t0)ϕ(σ)

])
.

Нехай Qtt0 :
(
San1,∗

)′ → San1 — оператор, який зiставляє функцiї ψ ∈
(
San1,∗

)′ розв’язок
задачi (27), (28). Оператор Qtt0 є лiнiйним i неперервним, вiн визначений для довiльних t
i t0 таких, що 0 ≤ t < t0 < +∞, i має властивостi

∀ψ ∈
(
San1,∗

)′ : dQtt0ψ

dt
−AQtt0ψ = 0, lim

t→t0
Qtt0ψ = ψ

(границя розглядається у просторi
(
San1

)′ ).
Розглянемо розв’язок u(t, x), (t, x) ∈ Ω+, задачi (12), (26), який розумiємо як регу-

лярний функцiонал iз простору
(
San1,∗

)′
. Доведемо, що задача (12), (26) може мати лише

єдиний розв’язок у просторi
(
San1,∗

)′
. Для цього досить довести, що єдиним розв’язком

рiвняння (12) при нульовiй початковiй умовi може бути лише функцiонал u(t, x) ≡ 0
(при кожному t ∈ (0,+∞)). Застосуємо функцiонал u до функцiї Qtt0ψ, де ψ — довiльно
фiксований елемент з простору San1 ⊂

(
San1,∗

)′
. Диференцiюючи по t i використовуючи

рiвняння (12), (27), отримуємо

∂

∂t

〈
u(t, ·), Qtt0ψ

〉
=

〈
∂u

∂t
,Qtt0ψ

〉
+

〈
u,
∂Qtt0ψ

∂t

〉
=
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= −
〈
ϕ

(
i∂

∂x

)
u,Qtt0ψ

〉
+
〈
u,AQtt0ψ

〉
=

= −
〈
ϕ

(
i∂

∂x

)
u,Qtt0ψ

〉
+

〈
ϕ

(
i∂

∂x

)
u,Qtt0ψ

〉
= 0, t ∈ [0, t0).

Отже,
〈
u(t, ·), Qtt0ψ

〉
є сталою величиною. Iз властивостей абстрактних функцiй випливає

спiввiдношення
lim
t→t0

〈
u(t, ·), Qtt0ψ

〉
= 〈u(t0, ·), ψ〉 = const

у довiльнiй точцi t0 ∈ (0,+∞). Якщо в (26) f = 0, то

µ lim
t→+0

〈u(t, ·), ψ〉 −
m∑
k=1

µk〈u(tk, ·), ψ〉 = µc0 −
m∑
k=1

µkck = 0,

де c0, c1, . . . , cm — довiльнi сталi. Звiдси випливає, що c0 = c1 = . . . = cm = 0. Справдi,
нехай це не так, тобто, наприклад, c0 6= 0. Тодi маємо спiввiдношення µ−

∑m

k=1
µkαk = 0,

де αk = ck/c0, k ∈ {1, . . . ,m}. Оскiльки µ, µ1, . . . , µm — фiксованi параметри, причому
µ >

∑m

k=1
µk, то отримана суперечнiсть доводить, що c0 = 0. Аналогiчно доводимо, що

c1 = c2 = . . . = cm = 0. Таким чином, 〈u(t0, ·), ψ〉 = 0 для довiльного ψ ∈ San1 , тобто
u(t0, x) — нульовий функцiонал з простору

(
San1,∗

)′
. Оскiльки t0 ∈ (0,+∞) i t0 вибране

довiльним чином, то u(t, ·) = 0 для всiх t ∈ (0,+∞).
Теорему 4 доведено.

Наприклад, якщо ϕ
(
i∂

∂x

)
=

(
I −

(
∂

∂x

)2
)ω/2

— оператор диференцiювання дробово-

го порядку в просторi S1/ω
1 ≡ Sn

n/ω

kk
, побудований за функцiєю ϕ(σ) = (1 + σ2)ω/2, σ ∈ R,

ω ∈ [1, 2) — фiксований параметр, яка є мультиплiкатором у просторi S1
1/ω = Sn

n

kk/ω
, то з

теореми 4 випливає, що нелокальна багатоточкова за часом задача для рiвняння (12) з та-
ким оператором коректно розв’язна, якщо узагальнена функцiя f в умовi (26) є елементом
простору

(
S

1/ω
1,∗
)′
.
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