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We obtain necessary and sufficient conditions for the existence and uniqueness of a solution bounded on
Z of a numerical linear difference equation in the case where a jump of coefficients leads to a change in
the order of the difference equation.

Отримано необхiднi й достатнi умови iснування та єдиностi обмеженого на Z розв’язку числового
лiнiйного рiзницевого рiвняння у випадку, коли стрибок коефiцiєнтiв призводить до змiни порядку
рiзницевого рiвняння.

1. Вступ. Нехай k, l — фiксованi натуральнi числа такi, що k ≥ l, a1, a2, . . . , ak,
b1, b2, . . . , bl — фiксованi комплекснi числа, ak 6= 0, bl 6= 0. Розглянемо рiзницеве рiв-
няння xn+1 − a1xn − a2xn−1 − . . .− akxn−k+1 = yn, n ≥ 1,

xn+1 − b1xn − b2xn−1 − . . .− blxn−l+1 = yn, n ≤ 0,
(1)

у якому {yn, n ∈ Z} — задана, а {xn, n ∈ Z} — шукана послiдовнiсть комплексних
чисел. Мета цiєї статтi — отримати необхiднi й достатнi умови для чисел a1, a2, . . . , ak,
b1, b2, . . . , bl, при виконаннi яких справджується така умова.

Умова обмеженостi.Для довiльної обмеженої в C послiдовностi {yn, n ∈ Z} рiвняння (1)
має єдиний обмежений розв’язок {xn, n ∈ Z} у множинi C.

В [1, 2] доведено, що для лiнiйного рiзницевого рiвняння першого порядку зi змiнним
операторним коефiцiєнтом умова обмеженостi еквiвалентна умовi експоненцiальної дихо-
томiї. Для лiнiйного рiзницевого рiвняння першого порядку з кусково-сталими операторни-
ми коефiцiєнтами бiльш зручнi для застосувань необхiднi й достатнi умови для виконання
умови обмеженостi отримано в [3 – 5], а для рiзницевого рiвняння другого порядку— в [6].
Про дослiдження задач щодо iснування, зображення й властивостей обмежених розв’язкiв
лiнiйних рiзницевих рiвнянь див., наприклад, [5, 7 – 11] та наведенi там посилання.

2. Допомiжнi твердження. Розглянемо лiнiйнi оператори A, B, що дiють iз Ck в Ck i
заданi формулами

Ax̄ =



a1 a2 . . . ak−1 ak

1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0





x(1)

x(2)

x(3)

. . .

x(k)


,
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Bx̄ =



b1 b2 . . . bl 0 . . . 0 0

1 0 . . . 0 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 . . . 1 0





x(1)

x(2)

x(3)

. . .

x(k)


, x̄ =



x(1)

x(2)

x(3)

. . .

x(k)


∈ Ck.

У подальшому використовуються такi твердження.
Лема 1. Для рiзницевого рiвняння (1) умова обмеженостi виконуєтьсятодi йтiлькитодi,

коли вона виконується у просторi Ck для рiзницевого рiвнянняx̄n+1 = Ax̄n + ȳn, n ≥ 1,

x̄n+1 = Bx̄n + ȳn, n ≤ 0.
(2)

Доведення. Достатнiсть. Нехай умова обмеженостi виконується для рiвняння (2). За-
фiксуємо обмежену послiдовнiсть {yn, n ∈ Z} ⊂ C. Покладемо ȳn = (yn, 0, . . . , 0)t ∈ Ck,
n ∈ Z. Нехай {

x̄n =
(
x(1)n , x(2)n , . . . , x(k)n

)t
, n ∈ Z

}
— вiдповiдний до {ȳn, n ∈ Z} єдиний обмежений розв’язок рiзницевого рiвняння (2).
Записавши для цих послiдовностей рiвностi (2) покоординатно, одержимо

∀n ≥ 1 : x
(1)
n+1 = a1x

(1)
n + a2x

(2)
n + . . .+ akx

(k)
n + yn,

∀n ≤ 0 : x
(1)
n+1 = b1x

(1)
n + b2x

(2)
n + . . .+ blx

(l)
n + yn,

∀n ∈ Z : x
(2)
n+1 = x(1)n , x

(3)
n+1 = x(2)n , . . . , x

(k)
n+1 = x(k−1)n .

Звiдси випливає, що послiдовнiсть
{
x
(1)
n , n ∈ Z

}
є вiдповiдним до {yn, n ∈ Z} обмеженим

розв’язком рiвняння (1).
Якщо, вiд супротивного, цей обмежений розв’язок не єдиний, то вiдповiдне до (1) одно-

рiдне рiзницеве рiвняння має деякий ненульовий обмежений розв’язок {un, n ∈ Z}. Але
тодi обмежена послiдовнiсть

{
ūn =

(
un, un−1, . . . , un−k+1

)t
, n ∈ Z

}
буде ненульовим обме-

женим розв’язком однорiдного рiзницевого рiвняння, вiдповiдного до (2). Суперечнiсть.
Необхiднiсть. Нехай тепер умова обмеженостi виконується для рiвняння (1). Зафiксує-

мо обмежену послiдовнiсть
{
ȳn =

(
y
(1)
n , y

(2)
n , . . . , y

(k)
n

)t
, n ∈ Z

}
. Записавши рiвностi (2)

покоординатно, отримаємо

∀n ∈ Z : x(2)n = x
(1)
n−1 + y

(2)
n−1, x(3)n = x

(1)
n−2 + y

(2)
n−2 + y

(3)
n−1, . . . ,

x(k)n = x
(1)
n−k+1 + y

(2)
n−k+1 + y

(3)
n−k+2 + . . .+ y

(k)
n−1,

(3)

а також

x
(1)
n+1 = a1x

(1)
n + a2x

(1)
n−1 + . . .+ akx

(1)
n−k+1 + y(1)n +

+ a2y
(2)
n−1 + a3

(
y
(2)
n−2 + y

(3)
n−1

)
+ . . .
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. . .+ ak

(
y
(2)
n−k+1 + y

(3)
n−k+2 + . . .+ y

(k)
n−1

)
, n ≥ 1, (4)

x
(1)
n+1 = b1x

(1)
n + b2x

(1)
n−1 + . . .+ blx

(1)
n−l+1 + y(1)n +

+ b2y
(2)
n−1 + b3

(
y
(2)
n−2 + y

(3)
n−1

)
+ . . .

. . .+ bl

(
y
(2)
n−l+1 + y

(3)
n−l+2 + . . .+ y

(l)
n−1

)
, n ≤ 0.

Оскiльки для (1) виконується умова обмеженостi, то (4) має обмежений розв’язок
{
x
(1)
n , n ∈

∈ Z
}
. За допомогою цього розв’язку й рiвностей (3) шукаємо iншi координати обмеженого

розв’язку {x̄n, n ∈ Z} рiзницевого рiвняння (2), що вiдповiдає обмеженiй послiдовностi
{ȳn, n ∈ Z}.

Якщо, вiд супротивного, одержаний обмежений розв’язок не єдиний, то вiдповiдне
до (2) однорiдне рiзницеве рiвняння має деякий ненульовий обмежений розв’язок

{
ūn =

=
(
u
(1)
n , u

(2)
n , . . . , u

(k)
n

)t
, n ∈ Z

}
. Але тодi, скориставшись покоординатними рiвностями для

вiдповiдного до (2) однорiдного рiвняння, можна перевiрити, що обмежена послiдовнiсть{
u
(1)
n , n ∈ Z

}
є ненульовим обмеженим розв’язком однорiдного рiзницевого рiвняння,

вiдповiдного до (1). Це суперечить умовi обмеженостi для рiвняння (1).
Лему 1 доведено.
Вiдомо, що власними числами оператора A є коренi многочлена

g(λ) = λk − a1λk−1 − . . .− ak (5)

i тiльки вони.
Лема 2. Нехай λ = z — корiнь многочлена g(λ) кратностi m. Тодi для векторiв

x̄(z, 0) =
(
zk−1, zk−2, . . . , z, 1

)t
,

x̄(z, j) =
(
Cjk−1z

k−j−1, Cjk−2z
k−j−2, . . . , Cjj+1z, C

j
j , 0, . . . , 0

)t
, 1 ≤ j ≤ m− 1,

виконуються рiвностi

(A− zI)x̄(z, 0) = 0̄, (A− zI)x̄(z, j) = x̄(z, j − 1), 1 ≤ j ≤ m− 1, (6)

де через I, 0̄ позначенi одиничний оператор i нульовий елемент у просторi Ck, а через Cjm —
вiдповiдний бiномiальний коефiцiєнт.

Доведення. Рiвностi (6) перевiряються прямим обчисленням, якщо врахувати, що λ =
= z є коренем похiдних g′(λ), . . . , g(m−1)(λ) многочлена g(λ), визначеного за допомогою
формули (5), а також тотожнiсть Cjm − Cjm−1 = Cj−1m−1 для бiномiальних коефiцiєнтiв.

Лему 2 доведено.
Наслiдком леми 2 є таке твердження.
Лема 3. Кожному кореню многочлена g(λ) вiдповiдає рiвно одна клiтинаЖордана у жор-

дановiй нормальнiй формi матрицi оператора A, причому її порядок дорiвнює кратностi
цього кореня.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2021, т. 24, № 1



ОБМЕЖЕНI НА Z РОЗВ’ЯЗКИ ОДНОГО РIЗНИЦЕВОГО РIВНЯННЯ 59

Нехай V — такий лiнiйний оператор в Ck, що його спектр σ(V ) не перетинається з
одиничним колом S = {z ∈ C | |z| = 1}. Визначимо простори Ck−(V ), Ck+(V ) за таким
правилом. Якщо σ(V ) лежить усерединi кола S, то Ck−(V ) = Ck, Ck+(V ) = {0̄}. Якщо σ(V )
лежить зовнi S, то Ck−(V ) = {0̄}, Ck+(V ) = Ck. Якщо ж σ(V ) має непорожнi перетини з
множинами S− = {z ∈ C | |z| < 1} i S+ = {z ∈ C | |z| > 1}, то зафiксуємо такий базис
ē1, ē2, . . . , ēα, f̄α+1, f̄α+2, . . . , f̄k у просторi Ck, в якому матриця оператора V має жорданову
нормальну форму i ē1, ē2, . . . , ēα вiдповiдають клiтини Жордана з власними числами iз S−,
а f̄α+1, f̄α+2, . . . , f̄k — iз S+. Тодi Ck−(V ), Ck+(V ) —лiнiйнi оболонки векторiв ē1, ē2, . . . , ēα
та f̄α+1, f̄α+2, . . . , f̄k вiдповiдно.

Внаслiдок теореми 1 роботи [3] справджується таке твердження.
Теорема 1. Для рiзницевого рiвняння (2) умова обмеженостi виконується тодi й тiльки

тодi, коли виконуються такi умови:
i1) σ(A) ∩ S = ∅, σ(B) ∩ S = ∅,
i2) Ck = Ck−(A)+̇Ck+(B), тобто Ck є прямою сумою просторiв Ck−(A) та Ck+(B).

3. Основний результат. Наступна терема, яка є основним результатом цiєї статтi, свiд-
чить, що для вiдповiдi на питання про виконання умови обмеженостi для рiвняння (1)
досить мати iнформацiю про коренi многочленiв g(λ) i h(λ) = λl − b1λl−1 − . . .− bl.

Теорема 2. Длятого щоб рiзницеве рiвняння (1) задовольняло умову обмеженостi, необхiд-
но й достатньо, щоб виконувалися такi умови:

j1) жоден iз коренiв многочленiв g(λ) та h(λ) не лежить на колi S;

j2) якщо t1, t2, . . . , tβ —набiр усiх коренiв g(λ), що лежать всерединi S i pj —кратнiсть
кореня tj , 1 ≤ j ≤ β, а s1, s2, . . . , sγ — набiр усiх коренiв h(λ), що лежать зовнi S, i qj —
кратнiсть кореня sj , 1 ≤ j ≤ γ, то

p1 + p2 + . . .+ pβ + q1 + q2 + . . .+ qγ = k. (7)

Доведення. Внаслiдок леми 1 досить перевiрити, що умови j1), j2) виконуються тодi й
тiльки тодi, коли виконуються умови i1), i2) теореми 1.

Оскiльки власнi числа операторiв A, B спiвпадають вiдповiдно з коренямимногочленiв
g(λ) i λk−lh(λ), то умови i1) та j1) рiвносильнi.

З урахуванням лем 2, 3 умова i2) теореми 1 виконується тодi й тiльки тодi, коли справ-
джується рiвнiсть (7) i набiр власних i приєднаних векторiв описаного в лемi 2 вигляду,
якi задають вiдповiднi до коренiв t1, t2, . . . , tβ та s1, s2, . . . , sγ клiтини Жордана, утворює
базис у Ck. Але при виконаннi (7) за допомогою саме цього набору векторiв зводиться до
жорданової нормальної форми матриця аналогiчного до A оператора, власнi числа якого
є коренями многочлена

r(λ) = (λ− t1)p1 . . . (λ− tβ)pβ (λ− s1)q1 . . . (λ− sγ)qγ

замiсть многочлена g(λ). Тому цей набiр векторiв задає базис у Ck.
Теорему 2 доведено.
Зауваження. Твердження теореми 2 правильне й у випадку, коли l > k.

Справдi, при l > k у лемi 1 i теоремi 1 потрiбно переходити до простору Cl замiсть
Ck. Про цьому власнi числа оператора A будуть коренями многочлена λl−kg(λ), у якого
окрiм t1, t2, . . . , tβ всерединi кола S лежить корiнь λ = 0 кратностi l− k. Тому рiвнiсть (7)
у теоремi 2 матиме вигляд (l − k) + p1 + p2 + . . .+ pβ + q1 + q2 + . . .+ qγ = l.
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4. Рiзницеве рiвняння з випадковою правою частиною. Нехай (Ω, F, P ) — повний iмо-
вiрнiсний простiр. Зафiксуємо p ∈ [1,∞) i позначимо через Lp банахiв простiр усiх класiв
еквiвалентних, iнтегровних з p-м степенем випадкових величин ξ : Ω → C з нормою
‖ξ‖p =

(
E|ξ|p

)1/p
. Як звичайно, послiдовнiсть {ξn, n ∈ Z} ⊂ Lp будемо називати обмеже-

ною у середньому порядку p, якщо supn∈Z ‖ξ‖p <∞.
Розглянемо рiзницеве рiвнянняξn+1 − a1ξn − a2ξn−1 − . . .− akξn−k+1 = ηn, n ≥ 1,

ξn+1 − b1ξn − b2ξn−1 − . . .− blξn−l+1 = ηn, n ≤ 0,
(8)

у якому {ηn, n ∈ Z}—задана, {ξn, n ∈ Z}—шукана послiдовнiсть елементiв простору Lp.
У подальшому дослiджується питання про виконання такої умови.
Умова p-обмеженостi. Для довiльної обмеженої в середньому порядку p послiдовностi

{ηn, n ∈ Z} рiвняння (8) має єдиний обмежений в середньому порядку p розв’язок {ξn, n ∈
∈ Z}.

Справджується такий стохастичний аналог теореми 2.
Теорема 3. Для того щоб рiзницеве рiвняння (8) задовольняло умову p-обмеженостi, не-

обхiдно й достатньо, щоб виконувалися умови j1), j2) теореми 2.
Доведення. Достатнiсть. Тим же способом, що й при доведеннi леми 1, перевiряємо,

що умова p-обмеженостi для рiвняння (8) виконується тодi й тiльки тодi, коли рiзницеве
рiвняння ξ̄n+1 = Aξ̄n + η̄n, n ≥ 1,

ξ̄n+1 = Bξ̄n + η̄n, n ≤ 0.
(9)

має для кожної обмеженої в середньому порядку p послiдовностi
{
η̄n : Ω → Ck, n ∈ Z

}
єдиний обмежений в середньому порядку p розв’язок

{
ξ̄n : Ω→ Ck, n ∈ Z

}
.

Оскiльки умови j1, j2 еквiвалентнi умовам i1), i2) теореми 1, то, застосувавши теорему 2
з [12] до рiвняння (9), робимо висновок, що рiвняння (8) задовольняє умову p-обмеженостi.

Для доведення необхiдностi досить перевiрити, що внаслiдок умови p-обмеженостi для
рiвняння (8) виконується умова обмеженостi для детермiнованого рiзницевого рiвняння (1).

Зафiксуємо обмежену послiдовнiсть {yn, n ∈ Z} ⊂ C. Нехай {ξn, n ∈ Z} — вiдповiд-
ний до обмеженої в середньому порядку p послiдовностi {ηn ≡ yn, n ∈ Z} обмежений в
середньому порядку p розв’язок рiвняння (8). Оскiльки для кожного n ∈ Z iснує Eξn i
|Eξn| ≤ ‖ξn‖p, то, взявши математичне сподiвання вiд кожної з рiвностей (8), отримаємо,
що (1) має вiдповiдний до {yn, n ∈ Z} обмежений розв’язок {xn = Eξn, n ∈ Z}.

Якщо, вiд супротивного, цей розв’язок не єдиний, то вiдповiдне до (1) однорiдне рiз-
ницеве рiвняння має деякий ненульовий обмежений розв’язок {un, n ∈ Z}. Але тодi
вiдповiдне до (8) однорiдне рiвняння має обмежений в середньому порядку p розв’язок
{ξn ≡ un, n ∈ Z}, що суперечить умовi p-обмеженостi.

Теорему 3 доведено.
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