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We obtain conditions for the existence of solutions of boundary-value problems with control for Fredholm
integral equations with a degenerate kernel in Banach spaces and the general form of these solutions. We
also find the general form of controls for which such a solution exists. This problem is solved by using the
theory of generalized inversion of Fredholm integral operators with degenerate kernel in Banach spaces
and pseudo-inversion of Fredholm integral operators with a degenerate kernel in finite-dimensional spaces.

Одержано умови iснування та загальний вигляд розв’язкiв крайових задач iз керуванням для iн-
тегральних рiвнянь Фредгольма з виродженим ядром у банахових просторах, а також знайдено
загальний вигляд керування, при якому такий розв’язок iснує. Цю задачу розв’язано з використан-
ням теорiї узагальненого обернення iнтегральних операторiв Фредгольма з виродженим ядром у
банахових просторах i псевдообернення iнтегральних операторiв Фредгольма з виродженим ядром
у скiнченновимiрних просторах.

Одним iз численних пiдходiв до розв’язання рiзноманiтних задач iз керуванням є пiдхiд,
який дозволяє розглядати їх як специфiчнi крайовi задачi. При цьому права частина рiвнян-
ня Lx = g трактується як зовнiшнє збурення, що складається з двох доданкiв g = f +Hu,
де f —задана функцiя, H —оператор керування, а u —керування, яким можна за певних
умов впливати на розв’язок.

Розроблення нових пiдходiв до дослiдження крайових задач iз використанням теорiї
узагальненого обернення операторiв у банахових просторах i псевдообернення нормально
розв’язних операторiв у гiльбертових просторах [1, 2] дозволяє застосувати їх до дослiджен-
ня не всюди розв’язних крайових задач iз керуванням.

Застосовуючи псевдообернення матриць, у випадку, коли оператор дiє в евклiдових
просторах, у [3] отримано умови iснування та побудовано розв’язки iнтегральних рiвнянь
iз керуванням у випадку невиродженого ядра iнтегрального оператора.

Для iнтегро-диференцiальних операторiв, якi не є всюди розв’язними i дiють у скiн-
ченновимiрних просторах, у [4] розглянуто питання нормальної розв’язностi, керованостi
та iндексу, а в [5] отримано критерiй iснування загального розв’язку та керування iнтегро-
диференцiальної системи з керуванням.

Крайовi задачi з керуванням для iнтегральних рiвняньФредгольма з виродженим ядром
убанаховихпросторахне дослiджувалися, тому актуальноює задача про встановлення умов
керованостi, побудови загальних розв’язкiв i вiдповiдних керувань iнтегральних рiвнянь iз
виродженим ядром i крайових задач для них у банахових просторах.
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Постановка задачi. Нехай B, B1, B2, B3 — дiйснi банаховi простори, I = [a, b] —
скiнченний промiжок.

Розглянемо крайову задачу з керуванням для iнтегрального рiвняння Фредгольма з
виродженим ядром

(Lz)(t) := z(t)−M(t)

b∫
a

N(s)z(s)ds = f(t) +

b∫
a

K(t, s)u(s)ds, (1)

`z(·) = α+ Su(·), (2)

де z(t) — вектор-функцiя, яка дiє з вiдрiзка I у банаховий простiр B1, z(t) ∈ C(I,B1) :=
:=
{
z(·) → B1, |||z||| = supt∈I ‖z(t)‖B1

}
, C(I,B1) — банаховий простiр неперервних на

I вектор-функцiй, оператор-функцiя M(t) дiє з банахового простору B2 у B1, сильно
неперервна [6, c. 141] з нормою |||M ||| = supt∈I ‖M(t)‖B1 < ∞, а оператор-функцiя N(t)
дiє з банахового простору B1 у B2, сильно неперервна з нормою |||N ||| = supt∈I ‖N(t)‖B2 <
<∞, оператор-функцiя K(t, s) визначена у квадратi I × I i дiє з банахового простору B1

у B1 по змiннiй t i з банахового простору B3 у B3 — по змiннiй s, сильно неперервна
по t, s, з нормою |||K||| = supt,s∈I ‖K(t, s)‖B1×B3 < ∞, вектор-функцiї f(t) ∈ C(I,B1),
u(t) ∈ C(I,B3) визначенi на тому ж промiжку I зi значеннями у банахових просторах B1

та B3 з нормами |||f ||| = supt∈I ‖f(t)‖B1 та |||u||| = supt∈I ‖u(t)‖B3 , ` : C(I,B1)→ B та S :
C(I,B3)→ B — лiнiйнi обмеженi вектор-функцiонали, α ∈ B.

Нехай крайова задача для iнтегрального рiвняння Фредгольма з виродженим ядром без
керування

(Lz)(t) := z(t)−M(t)

b∫
a

N(s)z(s)ds = f(t), (3)

`z(·) = α

не має розв’язкiв при довiльних f(t) ∈ C(I,B1) та α ∈ B.

Ставимо задачу: знайти умови iснування i загальний вигляд розв’язку z(t) рiвняння з
керуванням (1) та крайової задачi з керуванням (1), (2), а також знайти загальний вигляд
керування u(t), при якому такий розв’язок iснує.

Ця задача буде розв’язуватись iз використанням теорiї узагальненого обернення iнте-
гральних операторiв Фредгольма з виродженим ядром у банахових просторах [7] та псевдо-
обернення iнтегральних операторiв Фредгольма з виродженим ядром у скiнченновимiрних
просторах [8].

Попереднi вiдомостi. Лiнiйне iнтегральне рiвнянняФредгольма з виродженимядром (3)
у банаховому просторi не є всюди розв’язним. У [7] встановлено умови узагальненої обо-
ротностi iнтегрального оператора Фредгольма з виродженим ядром у банаховому просторi
та побудовано узагальнено обернений оператор L− до нього.

Позначимо

D = IB2 −A, A =

b∫
a

N(s)M(s) ds, D : B2 → B2.
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Нехай D — обмежений узагальнено оборотний, а отже, нормально розв’язний [9]
оператор. Тодi iснують [10] обмеженi проектори: PN(D) : B2 → N(D), який проектує бана-
ховий простiр B2 на нуль-простiр N(D) оператора D, PYD : B2 → YD, який проектує ба-
наховий простiр B2 на пiдпростiр YD = B2	R(D), та обмежений узагальнено-обернений
оператор D− [2].

Далi клас обмежених узагальнено оборотних операторiв, якi дiють iз банахового прос-
тору X у банаховий простiр Y будемо позначати через GI(X,Y) (generalized inverse).

Теорема 1 [7]. Нехай D ∈ GI(B2,B2). Тодi за виконання умови

PYD

b∫
a

N(s)f(s)ds = 0

i лише за неї операторне рiвняння (3) розв’язне та має сiм’ю розв’язкiв

z(t) = M(t)PN(D)ĉ+
(
L−f

)
(t),

де M(t)PN(D) — оператор-функцiя, яка є розв’язком вiдповiдного (3) однорiдного (f(t) = 0)
iнтегрального рiвняння, ĉ — довiльний елемент банахового простору B2,

(
L−f

)
(t) = f(t) +M(t)D−

b∫
a

N(s)f(s)ds (4)

— узагальнено-обернений оператор до iнтегрального оператора L.
Основний результат. 1. Iнтегральнi рiвняння з керуванням у банахових просторах. Не-

хай операторне рiвняння без керування (3) не має розв’язкiв при довiльнiй функцiї f(t) ∈
∈ C(I,B1). Знайдемо умову розв’язностi iнтегрального рiвняння (1) та загальний вигляд
керування, при якому розв’язок цього рiвняння iснує.

Нехай оператор D належить GI(B2,B2). Тодi нормально розв’язне рiвняння (1) за
теоремою 1 має розв’язок для тих i лише тих правих частин, якi задовольняють умову [2, 7]

PYD

b∫
a

N(s)

f(s) +

b∫
a

K(s, τ)u(τ)dτ

ds = 0. (5)

З рiвняння (5) маємо

PYD

b∫
a

N(s)

b∫
a

K(s, τ)u(τ)dτds = −PYD

b∫
a

N(s)f(s)ds.

Змiнивши у лiвiй частинi порядок iнтегрування та позначивши

V (s) = PYD

b∫
a

N(τ)K(τ, s)dτ, f0 = −
b∫
a

N(s)f(s)ds,
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отримаємо операторне рiвняння

b∫
a

V (s)u(s)ds = PYDf0. (6)

Для розв’язання рiвняння (6) вiдносно u(s) позначимо через {ψi}∞i=1 систему базисних
векторiв банахового простору C(I,B3), з яких утворимо оператор-функцiю

Ψ(t) =
(
ψ1(t), ψ2(t), ψ3(t), . . . , ψi(t), . . .

)
.

Розв’язок рiвняння (6) будемо шукати у виглядi

u(s) = Ψ(s)d, (7)

де d ∈ B3 — сталий вектор.
Пiдставивши (7) у (6), отримаємо операторне рiвняння вiдносно сталого вектора d :

Bd = PYDf0, (8)

де

B =

b∫
a

V (s)Ψ(s)ds, B : B3 → B2.

Нехай оператор B — узагальнено оборотний, а отже, нормально розв’язний. Тодi iсну-
ють [10] обмеженi проектори: PN(B) : B3 → N(B), який проектує банаховий простiр B3

на нуль-простiр N(B) оператора B, PYB : B2 → YB, який проектує банаховий простiр
B2 на пiдпростiр YB = B2 	 R(B), та обмежений узагальнено-обернений оператор B− :
B2 → B3 [2].

Рiвняння (8) має розв’язок для тих i лише тих f ∈ B1, якi задовольняють умову

PYBPYDf0 = −PYBPYD

b∫
a

N(s)f(s)ds = 0, (9)

при виконаннi якої воно має сiм’ю розв’язкiв

d = PN(B)d̂+B−PYDf0, (10)

де d̂ — довiльний вектор банахового простору B3.
Пiдставивши (10) у (7), отримаємо сiм’ю керувань

u(s) = Ψ(s)PN(B)d̂+ Ψ(s)B−PYDf0, (11)

при яких за теоремою 1 рiвняння (1) буде мати сiм’ю розв’язкiв

z(t) = M(t)PN(D)ĉ+

L−
f(·) +

b∫
a

K(·, s)u(s)ds

(t) =
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= M(t)PN(D)ĉ+
(
L−f

)
(t) +

L− b∫
a

K(·, s)u(s)ds

(t), (12)

де оператор L− дiє на функцiю g(t) =

∫ b

a
K(t, s)u(s)ds за правилом (4):

(
L−g

)
(t) = g(t) +M(t)D−

b∫
a

N(s)g(s)ds.

Пiдставивши (11) у (12), одержимо

z(t) = M(t)PN(D)ĉ+
(
L−f

)
(t)+

+

L− b∫
a

K(·, s)Ψ(s)dsPN(B)d̂

(t)+

+

L− b∫
a

K(·, s)Ψ(s)B−PYDf0ds

(t).

Позначимо

[KΨ ](t) =

b∫
a

K(t, s)Ψ(s)ds.

Тодi пiсля перетворень отримаємо

z(t) =

M(t)PN(D),

[KΨ ](t) +M(t)D−
b∫
a

N(s)[KΨ ](s)ds

PN(B)

[ĉ
d̂

]
+

+ f(t)−M(t)D−
b∫
a

N(s)f(s)ds +

+

[KΨ ](t) +M(t)D−
b∫
a

N(s)[KΨ ](s)ds

B−PYDf0,
де ĉ ∈ B2, d̂ ∈ B3 — довiльнi елементи.

Такимчином, для iнтегрального рiвняння (1) iз керуванням справджується така теорема.
Теорема 2. Нехай оператори D ∈ GI(B2,B2) та B ∈ GI(B3,B2). Тодi за виконання

умови (9) i лише за неї iнтегральне рiвняння (1) iз керуванням має сiм’ю розв’язкiв

z(t) =
[
M(t)PN(D),

(
L−[KΨ(·)]

)
(t)PN(B)

][ĉ
d̂

]
+
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+
(
L−f

)
(t) +

(
L−[KΨ(·)]

)
(t)B−PYDf0, (13)

де ĉ ∈ B2 i d̂ ∈ B3 — довiльнi сталi,

(
L−[KΨ(·)]

)
(t) = [KΨ ](t) +M(t)D−

b∫
a

N(s)[KΨ ](s)ds.

При цьому воно має сiм’ю допустимих керувань

u(s) = Ψ(s)PN(B)d̂+ Ψ(s)B−PYDf0. (14)

Зауваження 1. Якщо PN(L) = 0, то операторне рiвняння (1) буде n-нормальним [11]
n = dim kerL = 0. У цьому випадку при виконаннi умови (9) воно буде мати сiм’ю
розв’язкiв

z(t) =
(
L−1l [KΨ(·)]

)
(t)PN(B)d̂+

(
L−1l f

)
(t) +

(
L−1l [KΨ(·)]

)
(t)B−PYDf0,

де d̂ ∈ B3 — довiльний сталий вектор, L−1l — лiвий обернений оператор до оператора
L [12]. При цьому допустиме керування буде мати вигляд (14).

Зауваження 2. Якщо PN(L) = 0 та PN(B) = 0, то операторнi рiвняння (1) та (8) бу-
дуть n-нормальними [11] dim kerL = 0, dim kerB = 0). У цьому випадку операторне
рiвняння (1) буде однозначно розв’язним i при виконаннi умови (9) мати єдиний розв’язок

z(t) =
(
L−1l f

)
(t) +

(
L−1l [KΨ(·)]

)
(t)B−1l PYDf0,

де L−1l — лiвий обернений оператор до оператора L, а B−1l — лiвий обернений оператор
до оператора B [12]. При цьому операторне рiвняння (1) буде мати єдине допустиме
керування

u(t) = Ψ(t)B−1l PYDf0.

Зауваження 3. Якщо PN(L) 6= 0, а PYB = 0, то операторне рiвняння (8) буде d-
нормальним [11] d = dim kerYB = 0). У цьому випадку умова (9) буде завжди викону-
ватись, операторне рiвняння (1) буде всюди розв’язним i мати сiм’ю розв’язкiв

z(t) =
[
M(t)PN(D),

(
L−[KΨ(·)]

)
(t)PN(B)

][ĉ
d̂

]
+

+
(
L−f

)
(t) +

(
L−[KΨ(·)]

)
(t)B−1r PYDf0,

де ĉ ∈ B2, d̂ ∈ B3 — довiльнi сталi вектори, B−1r — правий обернений оператор [12] до
оператора B. При цьому допустиме керування буде мати вигляд

u(s) = Ψ(s)PN(B)d̂+ Ψ(s)B−1r PYDf0.

2. Крайовi задачi з керуванням для iнтегральних рiвнянь у банахових просторах. Для
скорочення запису позначимо

M1(t) = M(t)PN(D), Ψ1(t) =
(
L−[KΨ(·)]

)
(t)PN(B).
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Тодi загальний розв’язок (13) запишемо у виглядi

z(t) = [M1(t), Ψ1(t)]

[
ĉ

d̂

]
+
(
L−f

)
(t) +

(
L−[KΨ(·)]

)
(t)B−PYDf0, (15)

Пiдставимо загальний розв’язок (15) iнтегрального рiвняння (1) i вiдповiдне йому ке-
рування (14) у крайову умову (2):

[`M1(·), `Ψ1(·)]

[
ĉ

d̂

]
+ `(L−f)(·)+

+ `
(
L−[KΨ(·)]

)
(·)B−PYDf0 =

= α+ SΨ(·)PN(B)d̂+ SΨ(·)B−PYDf0.

Пiсля перетворень отримаємо операторне рiвняння вiдносно довiльних сталих ĉ ∈ B2

та d̂ ∈ B3 [
Q1, Q2

][ĉ
d̂

]
= α− `(L−f)(·)−

[
`L−[KΨ(·)](·)− SΨ(·)

]
B−PYDf0, (16)

де
Q1 = `M1(·) : B2 → B, Q2 = `Ψ1(·)− SΨ(·)PN(B) : B3 → B.

Для розв’язання операторного рiвняння (16) скористаємося роботою [13].
Нехай операторна матриця Q =

[
Q1, Q2

]
узагальнено оборотна. Необхiдною й достат-

ньою умовою узагальненої оборотностi операторної матрицi Q є узагальнена оборотнiсть
операторiв Q1 i Q̂2 = PYQ1

Q2.

Нехай оператори Q1 ∈ GI(B2,B) i Q̂2 ∈ GI(B3,B) — узагальнено оборотнi. Тодi для
них iснують обмеженi проектори PN(Q1) : B2 → N(Q1), PYQ1

: B → B 	 R(Q1) i P
N(Q̂2)

:
B3 → N(Q̂2) i PY

Q̂2
: B → B 	 R(Q̂2) [10] та обмеженi узагальнено оберненi оператори

Q−1 , Q̂
−
2 вiдповiдно [2]. Наслiдком узагальненої оборотностi операторної матрицi Q є

нормальна розв’язнiсть операторного рiвняння (16). Тодi iснують обмеженi проектори
PN(Q) : B2×B3 → N(Q), PYQ : B→ YQ й обмежений узагальнено обернений оператор Q− :
B→ B2 ×B3 до оператора Q.

Нормально розв’язне операторне рiвняння (16) може бути: однозначно розв’язним
(PN(Q) ≡ 0), всюди розв’язним (PYQ ≡ 0), неоднозначно i не всюди розв’язним (PN(Q) 6= 0,
PYQ 6= 0) [11].

Розглянемо найбiльш загальний випадок, коли рiвняння (16) неоднозначно i не всюди
розв’язне, тобто PN(Q) 6= 0, PYQ 6= 0.

Нормально розв’язне операторне рiвняння (16) має розв’язок тодi й лише тодi, коли
виконується умова [2]

PYQ
{
α− `

(
L−f

)
(·)−

[
`
(
L−[KΨ(·)]

)
(·)− SΨ(·)

]
B−PYDf0

}
= 0,

за виконання якої воно має сiм’ю розв’язкiв[
ĉ

d̂

]
= PN(Q)

[
c̄

d̄

]
+Q−

{
α− `(L−f)(·)−

[
`
(
L−[KΨ(·)]

)
(·)− SΨ(·)

]
B−PYDf0

}
, (17)
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де [13, c. 545]

PYQ = PY
Q̂2
PYQ1

, PN(Q) =

[
PN(Q1) −Q

−
1 Q2PN(Q̂2)

0 P
N(Q̂2)

]
, (18)

Q− =

[
Q−1 −Q

−
1 Q2Q̂

−
2 PYQ1

Q̂−2 PYQ1

]

— узагальнено обернений оператор до оператора Q, c̄ ∈ B2, d̄ ∈ B3 — довiльнi сталi
вектори.

Позначивши

Q̃−1 = Q−1 −Q
−
1 Q2Q̂

−
2 PYQ1

, Q̃−2 = Q̂−2 PYQ1
,

розв’язок (17) запишемо у виглядi[
ĉ

d̂

]
= PN(Q)

[
c̄

d̄

]
+

[
Q̃−1

Q̃−2

]{
α− `(L−f)(·)−

[
`
(
L−[KΨ(·)]

)
(·)− SΨ(·)

]
B−PYDf0

}
. (19)

Пiдставивши (19) у (13), отримаємо

z(t) = [M1(t), Ψ1(t)]

{
PN(Q)

[
c̄

d̄

]
+

+

[
Q̃−1

Q̃−2

][
α− `(L−f)(·)−

[
`
(
L−[KΨ(·)]

)
(·)− SΨ(·)

]
B−PYDf0

]}
+

+
(
L−f

)
(t) +

(
L−[KΨ(·)]

)
(t)B−PYDf0.

Пiсля перетворень запишемо загальний розв’язок крайової задачi (1), (2) з керуванням:

z(t) = [M1(t), Ψ1(t)]PN(Q)

[
c̄

d̄

]
+
(
M1(t)Q̃

−
1 + Ψ1(t)Q̃

−
2

)
α+

+
(
L−f

)
(t)−

(
M1(t)Q̃

−
1 + Ψ1(t)Q̃

−
2

)
`(L−f)(·)+

+
{(
L−[KΨ(·)]

)
(t)−

(
M1(t)Q̃

−
1 + Ψ1(t)Q̃

−
2

) [
`
(
L−[KΨ(·)]

)
(·)− SΨ(·)

]}
B−PYDf0.

(20)

Враховуючи (18), з рiвняння (19), яке набуде вигляду[
ĉ

d̂

]
=

[
PN(Q1) −Q

−
1 Q2PN(Q̂2)

0 P
N(Q̂2)

][
c̄

d̄

]
+

+

[
Q̃−1

Q̃−2

]{
α− `(L−f)(·)−

[
`
(
L−[KΨ(·)]

)
(·)− SΨ(·)

]
B−PYDf0

}
,
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знайдемо елемент d̂ :

d̂ = P
N(Q̂2)

d̄+ Q̃−2
{
α− `(L−f)(·)−

[
`
(
L−[KΨ(·)]

)
(·)− SΨ(·)

]
B−PYDf0

}
. (21)

Пiдставивши d̂ з (21) у (11), отримаємо сiм’ю допустимих керувань для крайової зада-
чi (1), (2):

u(t) = Ψ(t)PN(B)

[
P
N(Q̂2)

d̄+ Q̃−2

{
α− `(L−f)(·)−

−
[
`
(
L−[KΨ(·)]

)
(·)− SΨ(·)

]
B−PYDf0

}]
+ Ψ(t)B−PYDf0 =

= Ψ(t)PN(B)PN(Q̂2)
d̄+ Ψ(t)PN(B)Q̃

−
2 α− Ψ(t)PN(B)Q̃

−
2 `(L

−f)(·)+

+ Ψ(t)
{
IB3 + PN(B)Q̃

−
2

[
`
(
L−[KΨ(·)]

)
(·)− SΨ(·)

]}
B−PYDf0,

де d̄ ∈ B3 — довiльний вектор.
Теорема 3. Нехай лiнiйнi оператори L ∈ GI(C(I,B1),C(I,B1)) та B ∈ GI(B3,B2).

Тодi, якщо оператори Q1 ∈ GI(B2,B) та Q̂2 ∈ GI(B3,B), то крайова задача з керуван-
ням (1), (2) розв’язна для тих i лише тих f(t) ∈ C(I,B1) i α ∈ B, якi задовольняють
систему умов

PYBPYD

b∫
a

N(s)f(s)ds = 0,

PY
Q̂2
PYQ1

α− `(L−f)(·)−
[
`
(
L−[KΨ(·)]

)
(·)− SΨ(·)

]
B−PYD

b∫
a

N(s)f(s)ds

 = 0

i при виконаннi яких вона має сiм’ю розв’язкiв (20) та сiм’ю допустимих керувань

u(t) = Ψ(t)PN(B)PN(Q̂2)
d̄+ Ψ(t)PN(B)Q̃

−
2 α− Ψ(t)PN(B)Q̃

−
2 `
(
L−f

)
(·)+

+ Ψ(t)
{
IB3 + PN(B)Q̃

−
2

[
`
(
L−[KΨ(·)]

)
(·)− SΨ(·)

]}
B−PYDf0.

3. Iнтегральнi рiвняння з керуванням у евклiдових просторах. Проiлюструємо запро-
понований метод дослiдження iнтегральних рiвнянь Фредгольма з виродженим ядром iз
керуванням i крайових задач iз керуваннямдля них, розглянувши їх у евклiдових просторах.
У цьому випадку зазначений пiдхiд можна уточнити й конкретизувати.

Розглянемо крайову задачу для iнтегрального рiвняння Фредгольма з виродженим
ядром iз керуванням

(Lz)(t) := z(t)−M(t)

b∫
a

N(s)z(s)ds = f(t) +

b∫
a

K(t, s)u(s)ds, (22)

`z(·) = α+ Su(·), (23)
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де M(t) — (n×m)-вимiрна матриця, N(t) — (m×n)-вимiрна матриця, K(t, s) — (n×q)-
вимiрна матриця, визначена у квадратi I × I, f(t) — (n× 1)-вимiрний вектор-стовпчик,
u(t) — (q × 1)-вимiрний вектор-стовпчик, елементи яких належать простору L2[a, b], ` :
L2

(
[a, b],Rn

)
→ Rk i S : L2

(
[a, b],Rq

)
→ Rk — лiнiйнi обмеженi вектор-функцiонали,

α ∈ Rk.

Тодi оператор D = Im − A, A =

∫ b

a
N(s)M(s) ds й ортопроектори PN(D), PN(D∗)

[2, c. 61] будуть (m×m)-вимiрними матрицями.
Оскiльки задача розглядається в гiльбертових просторах, то для її розв’язку застосуємо

теорiю псевдообернених операторiв [1, 2, 8].
Нехай rankD = n1. Позначимо через PNr(D) (m × r)-вимiрну матрицю, яка скла-

дена з r = m − n1 лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроектора PN(D), а через
PNr(D∗) — (r×m)-вимiрну матрицю, яка складена з r лiнiйно незалежних рядкiв матрицi-
ортопроектора PN(D∗).

Позначимо [8]

Xr(t) = M(t)PNr(D), Yr(t) = N∗(t)P ∗Nr(D∗)

повнi системи лiнiйно незалежних вектор-функцiй, якi складають базиси нуль-просторiв
N(L) i N

(
L∗
)
iнтегральних операторiв L i L∗ вiдповiдно, та

α =

b∫
a

X∗r (t)Xr(t)dt, β =

b∫
a

Y ∗r (t)Yr(t)dt

— самоспряженi невиродженi (r × r)-вимiрнi матрицi Грама.
Тодi за теоремою 8.3.2 з [2, c. 273] маємо, що за виконання r лiнiйно незалежних умов

PNr(D∗)

b∫
a

N(s)f(s)ds = 0 (24)

i лише за них iнтегральне рiвняння без керування (22) має сiм’ю r лiнiйно незалежних
розв’язкiв

z(t) = M(t)PNr(D)ĉr +
(
L+f

)
(t),

де ĉr — довiльний елемент евклiдового простору Rr, L+ — псевдообернений за Муром –
Пенроузом оператор до iнтегрального оператора L.

Псевдообернений оператор L+ має вигляд [2, c. 261]

(
L+f

)
(t) = f(t) +M(t)

b∫
a

[
D+N(s)− α̃(−1)M∗(s)

]
f(s)ds+

+
[
M(t)α̃(−1)β̃(−1) −N∗(t)β̃(−1)

] b∫
a

N(s)f(s)ds, (25)

де
α̃(−1) = PNr(D)α

−1P ∗Nr(D), β̃(−1) = P ∗Nr(D∗)β
−1PNr(D∗)

— (m×m)-вимiрнi матрицi.
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Для компактностi викладу позначимо блоковi матрицi

M̃(t) =
[
M(t),

(
M(t)α̃(−1)β̃(−1) −N∗(t)β̃(−1)

)]
,

Ñ(s) = col
[(
D+N(s)− α̃(−1)M∗(s)

)
, N(s)

]
.

Тодi псевдообернений оператор L+ (25) запишемо у виглядi

(
L+f

)
(t) = f(t) + M̃(t)

b∫
a

Ñ(s)f(s)ds. (26)

З умови (24) маємо, що iнтегральне рiвняння з керуванням (22) має розв’язок для тих i
лише тих правих частин, якi задовольняють r лiнiйно незалежнi умови [2]

PNr(D∗)

b∫
a

N(s)

f(s) +

b∫
a

K(s, τ)u(τ)dτ

ds = 0. (27)

З рiвняння (27) отримаємо операторне рiвняння вiдносно керування u(s) :
b∫
a

Ψ(s)u(s)ds = PNr(D∗)f0, (28)

де

Ψ(s) = PNr(D∗)

b∫
a

N(τ)K(τ, s)dτ

— (r × q)-вимiрна матриця,

f0 = −
b∫
a

N(s)f(s)ds

— m-вимiрний вектор-стовпець.
Розв’язок рiвняння (28) будемо шукати у виглядi

u(s) = Ψ∗(s)dr, (29)

де Ψ∗(s) — (q×r)-вимiрна матриця, транспонована до матрицi Ψ(s), dr ∈ Rr —невiдомий
вектор, який треба знайти.

Пiдставивши (29) у (28), отримаємо алгебраїчне рiвняння вiдносно вектора dr :

Bdr = PNr(D∗)f0, (30)

де

B =

b∫
a

Ψ(s)Ψ∗(s)ds

— (r × r)-вимiрна матриця.
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Нехай rankB = n2. Позначимо через PNp(B) (r × p)-вимiрну матрицю, яка складена з
p = r − n2 лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроектора PN(B), а через PNp(B∗) —
(p×r)-вимiрнуматрицю, яка складена з p лiнiйно незалежних рядкiв матрицi-ортопроекто-
ра PN(B∗).

Алгебраїчна система (30) має розв’язок для тих i лише тих векторiв f0, якi задоволь-
няють умову

PNp(B∗)PNr(D∗)f0 = −PNp(B∗)PNr(D∗)

b∫
a

N(s)f(s)ds = 0 (31)

i при виконаннi якої вона має сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

dr = PNp(B)d̂p +B+PNr(D∗)f0, (32)

де d̂p — довiльний елемент евклiдового простору Rp, B+ — псевдообернена за Муром –
Пенроузом матриця до матрицi B [1, 2].

Оскiльки матрицi PNp(B∗), PNr(D∗) мають повнi ранги: rankPNp(B∗) = p, rankPNr(D∗) =
= r i p ≤ r, то за нерiвнiстю Сильвестра [14, c. 31]

rankPNp(B∗) + rankPNr(D∗) − r ≤ rank
(
PNp(B∗)PNr(D∗)

)
≤

≤ min
(
rankPNp(B∗), rankPNr(D∗)

)
,

або
p+ r − r ≤ rank

(
PNp(B∗)PNr(D∗)

)
≤ p.

Звiдси rank
(
PNp(B∗)PNr(D∗)

)
= p. Таким чином, умова (31) складається з p лiнiйно неза-

лежних умов.
Пiсля пiдстановки (32) у (29) отримаємо p-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних

керувань

u(s) = Ψ∗(s)PNp(B)d̂p + Ψ∗(s)B+PNr(D∗)f0, (33)

при яких iнтегральне рiвняння (22) буде мати сiм’ю r лiнiйно незалежних розв’язкiв

z(t) = M(t)PNr(D)ĉr + f(t) +

b∫
a

K(t, s)u(s)ds+

+ M̃(t)

b∫
a

Ñ(s)

f(s) +

b∫
a

K(s, τ)u(τ)dτ

ds. (34)

Пiдставивши (33) у (34), отримаємо

z(t) = M(t)PNr(D)ĉr + f(t) +

b∫
a

K(t, s)
[
Ψ∗(s)PNp(B)d̂p + Ψ∗(s)B+PNr(D∗)f0

]
ds+
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+ M̃(t)

b∫
a

Ñ(s)

f(s) +

b∫
a

K(s, τ)
[
Ψ∗(τ)PNp(B)d̂p + Ψ∗(τ)B+PNr(D∗)f0

]
dτ

 ds.

Позначивши [
KΨ∗

]
(t) =

b∫
a

K(t, s)Ψ∗(s)ds,

пiсля перетворень одержимо

z(t) =

M(t)PNr(D),

[KΨ∗](t) + M̃(t)

b∫
a

Ñ(s)
[
KΨ∗

]
(s)ds

PNp(B)

[ĉr
d̂p

]
+

+ f(t) + M̃(t)

b∫
a

Ñ(s)f(s)ds+

+

[KΨ∗](t) + M̃(t)

b∫
a

Ñ(s)
[
KΨ∗

]
(s)ds

B+PNr(D∗)f0.

Теорема 4. Нехай rankD = n1, rankB = n2. Тодi за виконання p лiнiйно незалежних
умов (31) i лише за них iнтегральне рiвняння з керуванням (22) має сiм’ю r + p, r = m− n1,
p = r − n2 лiнiйно незалежних розв’язкiв

z(t) =
[
M(t)PNr(D),

(
L+
[
KΨ∗(·)

])
(t)PNp(B)

][ĉr
d̂p

]
+

+
(
L+f

)
(t) +

(
L+
[
KΨ∗(·)

])
(t)B+PNr(D∗)f0, (35)

де ĉr ∈ Rr та d̂p ∈ Rp — довiльнi сталi,
(
L+f

)
(t) — псевдообернений оператор (26),

(
L+
[
KΨ∗(·)

])
(t) =

[
KΨ∗

]
(t) + M̃(t)

b∫
a

Ñ(s)
[
KΨ∗

]
(s)ds.

При цьому воно має p-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних допустимих керувань

u(s) = Ψ∗(s)PNp(B)d̂p + Ψ∗(s)B+PNr(D∗)f0. (36)

4. Крайовi задачi з керуванням для iнтегральних рiвнянь у евклiдових просторах. Запи-
шемо загальний розв’язок (35) у виглядi

z(t) =
[
Xr(t), Ψ

∗
p (t)

][ĉr
d̂p

]
+
(
L+f

)
(t) +

(
L+
[
KΨ∗(·)

])
(t)B+PNr(D∗)f0, (37)

де Xr(t) = M(t)PNr(D), Ψ
∗
p (t) =

(
L+
[
KΨ∗(·)

])
(t)PNp(B).
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Пiсля пiдстановки загального розв’язку (37) iнтегрального рiвняння з керуванням (22) i
вiдповiдного керування (36) у крайову умову (23) отримаємо алгебраїчне рiвняння вiдносно
довiльних сталих ĉr ∈ Rr i d̂p ∈ Rp

[
Q1, Q2

][ĉr
d̂p

]
= α− `(L+f)(·)−

[
`L+

[
KΨ∗

]
(·)− SΨ∗(·)

]
B+PYDf0, (38)

де Q1 = `Xr(·) — (k × r)-вимiрна, Q2 = `Ψ∗p (·) − SΨ∗(·)PNp(B) — (k × p)-вимiрна сталi
матрицi.

Позначимо Q =
[
Q1, Q2

]
(k × (r + p))-вимiрну матрицю, а через Q+ — ((r + p) × k)-

вимiрну матрицю, псевдообернену до матрицi Q.
Розiб’ємо матрицю Q+ на блоки

Q+ =

[
Q̃+

1

Q̃+
2

]
,

де Q̃+
1 — (r × k)-вимiрний блок, а Q̃+

2 — (p× k)-вимiрний блок.
Використовуючи формули, якi пов’язують псевдооберненi матрицi й ортопроектори

[2, c. 93]
Q+Q = IRr+p − PN(Q), QQ+ = IRk − PN(Q∗),

обчислимо PN(Q) та PN(Q∗).
Нехай rankQ = n3. Позначимо через PNρ(Q) ((r+p)×ρ)-вимiрну матрицю, складену з

ρ = r+p−n3 лiнiйно незалежних стовпцiв ((r+p)×(r+p))-вимiрної матрицi-ортопроектора
PN(Q), через PNν(Q∗) — (ν×k)-вимiрнуматрицю, складену з ν = k−n3 лiнiйно незалежних
рядкiв (k × k)-вимiрної матрицi-ортопроектора PN(Q∗).

Розiб’ємо матрицю PNρ(Q) на блоки

PNρ(Q) =

[
P̃Nρ(Q1)

P̃Nρ(Q2)

]
,

де P̃Nρ(Q1) — (r × ρ)-вимiрний, а P̃Nρ(Q2) — (p× ρ)-вимiрний блоки.
Тодi рiвняння (38) має розв’язки для тих i лише тих α та f(t), якi задовольняють ν

лiнiйно незалежних умов [1, 2]

PNν(Q∗)

[
α− `

(
L+f

)
(·)−

[
`L+

[
KΨ∗

]
(·)− SΨ∗(·)

]
B+PNr(D∗)f0

]
= 0,

за виконання яких воно має ρ-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв[
ĉr

d̂p

]
=

[
P̃Nρ(Q1)

P̃Nρ(Q2)

]
b̂ρ +

[
Q̃+

1

Q̃+
2

][
α− `

(
L+f

)
(·)−

[
`L+

[
KΨ∗

]
(·)− SΨ∗(·)

]
B+PYDf0

]
, (39)

де b̂ρ — довiльний вектор iз евклiдового простору Rρ.
Для отримання загального розв’язку крайової задачi (22), (23) пiдставимо col

[
ĉr, d̂p

]
з

(39) у (37):

z(t) =
[
Xr(t), Ψ

∗
p (t)

]{[P̃Nρ(Q1)

P̃Nρ(Q2)

]
b̂ρ+
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+

[
Q̃+

1

Q̃+
2

][
α− `

(
L+f

)
(·)−

[
`L+

[
KΨ∗

]
(·)− SΨ∗(·)

]
B+PNr(D∗)f0

]}
+

+
(
L+f

)
(t) +

(
L+
[
KΨ∗(·)

])
(t)B+PNr(D∗)f0. (40)

Позначивши

Mρ(t) =
[
Xr(t), Ψ

∗
p (t)

][P̃Nρ(Q1)

P̃Nρ(Q2)

]
, M(t) =

[
Xr(t), Ψ

∗
p (t)

][Q̃+
1

Q̃+
2

]
,

пiсля перетворень iз (40) отримаємо сiм’ю ρ-лiнiйно незалежних розв’язкiв крайової задачi
з керуванням (22), (23):

z(t) = Mρ(t)b̂ρ +M(t)α+
(
L+f

)
(t)−M(t)`

(
L+f

)
(·)+

+
{(
L+
[
KΨ∗(·)

])
(t)−M(t)

[
`L+

[
KΨ∗

]
(·)− SΨ∗(·)

]}
B+PNr(D∗)f0. (41)

Для знаходження керування, при якому розв’язок (41) крайової задачi (22), (23) iснує,
знайдемо d̂p з рiвняння (39):

d̂p = P̃Nρ(Q2)b̂ρ + Q̃+
2

[
α− `

(
L+f

)
(·)
(
`L+

[
KΨ∗

]
(·)− SΨ∗(·)

)
B+PNr(D∗)f0

]
. (42)

Пiдставивши d̂p з (42) у (33), отримаємо сiм’ю ρ лiнiйно незалежних керувань

u(t) = Ψ∗(t)PNp(B)P̃Nρ(Q2)b̂ρ+

+ Ψ∗(t)

{
Ir + PNp(B)Q̃

+
2

[
α− `

(
L+f

)
(·)−

− `L+
[
KΨ∗

]
(·) + SΨ∗(·)

]}
B+PNr(D∗)f0, (43)

де Ir — (r × r)-вимiрна одинична матриця.
Таким чином, для крайової задачi (22), (23) справджується така теорема.
Теорема 5. Нехай rankD = n1, rankB = n2, rankQ = n3. Тодi за виконання системи

p+ ν лiнiйно незалежних умов

PNp(B∗)PNr(D∗)

b∫
a

N(s)f(s)ds = 0,

PNν(Q∗)

[
α− `(L+f)(·)−

[
`L+ [KΨ∗](·)− SΨ∗(·)

]
B+PNr(D∗)f0

]
= 0

i лише за них крайова задача з керуванням (22), (23) має сiм’ю ρ, ρ = r + p − n3 лiнiйно
незалежних розв’язкiв (41).

При цьому вона має ρ-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних допустимих керувань (43).
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