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The Banach space of functions bounded on the numerical axis with a countable set of discontinuity points
of the first kind and differential equations in this space are considered. We investigate a class of differential
equations with continuous and impulse perturbations of the coefficients of equations. For these equations,
we establish conditions for the existence of bounded solutions.

Розглянуто банаховий простiр обмежених на числовiй осi функцiй зi злiченною множиною точок
розриву першого роду i диференцiальнi рiвняння в цьому просторi. Дослiджено клас диференцiаль-
них рiвнянь iз неперервними та iмпульсними збуреннями коефiцiєнтiв рiвнянь. Для таких рiвнянь
встановлено умови iснування обмежених розв’язкiв.

Вступ. У данiй статтi дослiджено один клас диференцiальних рiвнянь, коефiцiєнти яких
зазнають неперервних або iмпульсних збурень, що залежать вiд розв’язкiв i їхнiх похiдних.
Завдяки таким збуренням коефiцiєнтiв цi рiвняння є не розв’язними вiдносно похiдної й
нелiнiйними, що ускладнює дослiдження рiвнянь i, зокрема, встановлення для них умов
iснування обмежених розв’язкiв. Тому важливим є створення методiв дослiдження впливу
збурень коефiцiєнтiв рiвнянь на властивостi їхнiх розв’язкiв.

1. Основнi позначення. Нехай Z — множина всiх цiлих чисел, R — множина всiх
дiйсних чисел, E — дiйсний або комплексний банаховий простiр iз нормою ‖ · ‖E i
L(X,Y ) — банаховий простiр лiнiйних неперервних операторiв L : X → Y (X i Y —
банаховi простори) з нормою

‖L‖L(X,Y ) = sup
‖x‖X=1

‖Lx‖Y , (1)

BX(a, r) — замкнена куля в просторi X з центром у точцi a i радiусом r > 0, що визнача-
ється рiвнiстю

BX(a, r) = {x ∈ X : ‖x− a‖X ≤ r},

S0(R, X) — лiнiйний простiр усiх визначених i неперервних на R функцiй x = x(t)
зi значеннями в X, C0(R, X) — банаховий простiр усiх обмежених на R функцiй x ∈
∈ S0(R, X) з нормою

‖x‖C0(R,X) = sup
t∈R
‖x(t)‖X
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i C1(R, X) — банаховий простiр усiх неперервно диференцiйовних i обмежених на R
функцiй x ∈ S0(R, X) з нормою

‖x‖C1(R,X) = max

{
‖x‖C0(R,X),

∥∥∥∥dxdt
∥∥∥∥
C0(R,X)

}
.

Розглянемо довiльну строго зростаючу двосторонню послiдовнiсть

τ = 〈. . . , t−2, t−1, (t0), t1, t2, . . .〉 (2)

дiйсних чисел tn, n ∈ Z, де елемент у круглих дужках вiдповiдає iндексу 0, для якої

lim
n→−∞

tn = −∞ (3)

i

lim
n→+∞

tn = +∞, (4)

та множину

T = {tn : n ∈ Z}. (5)

Позначимо через S0(R, T , X) лiнiйний простiр усiх визначених на R i обмежених на
скiнченних промiжках функцiй x = x(t) зi значеннями в X, кожна з яких неперервна на
R \ T , неперервна праворуч у всiх точках множини T i має скiнченну границю лiворуч
limt→s−0 x(t) для кожної точки s ∈ T , а через C0(R, T , X) — банаховий простiр усiх
обмежених на R функцiй x ∈ S0(R, T , X) з нормою

‖x‖C0(R,T ,X) = sup
t∈R
‖x(t)‖X .

Аналогiчно через C1(R, T , X) позначимо множину всiх функцiй x ∈ C0(R, T , X), кожна з
якихнеперервно диференцiйовна на R\T , диференцiйовна праворуч у всiх точкахмножини
T з неперервною i обмеженою на R правою похiдною d+x(t)/dt i має скiнченну границю
лiворуч limt→s−0 dx(t)/dt для кожної точки s ∈ T . Ця множина є банаховим простором iз
нормою

‖x‖C1(R,T ,X) = max

{
sup
t∈R
‖x(t)‖X , sup

t∈R

∥∥∥∥d+x(t)

dt

∥∥∥∥
X

}
. (6)

Також розглянемо пiдпростiр C1
0 (R, T , X) простору C1(R, T , X), елементами якого є

функцiї x ∈ C0(R, X) ∩ C1(R, T , X), з нормою

‖x‖C1
0 (R,T ,X) = ‖x‖C1(R,T ,X).

Зазначимо, що для кожної точки tn ∈ T для похiдної dx(t)/dt функцiї x ∈ C1
0 (R, T , X)

може виконуватися спiввiдношення

dx(tn)

dt
6= dx(tn − 0)

dt
, (7)

тобто функцiя dx(t)/dt в точцi tn може мати розрив першого роду.
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2. Основнi об’єкти дослiджень. Розглянемо довiльнi векторну й операторну функцiї
f = f(t) i A = A(t), що є елементами просторiв C0(R, T , E) i C0(R, T , L(E,E)) вiдповiдно.
Цим функцiям вiдповiдають диференцiальнi рiвняння

dx(t)

dt
+A(t)x(t) = f(t), t ∈ R, (8)

dx(t)

dt
+A(t)x(t) = 0, t ∈ R, (9)

i лiнiйний неперервний диференцiальний оператор L : C1
0 (R, T , E) → C0(R, T , E), що

визначається спiввiдношенням

(L y)(t) =
dy(t)

dt
+A(t)y(t), y ∈ C1

0 (R, T , E), t ∈ R, (10)

де при t ∈ T пiд dx(t)/dt i dy(t)/dt розумiємо правi похiднi d+x(t)/dt i d+y(t)/dt вiдпо-
вiдно.

Також розглянемо обмеженi неперервнi вiдображення B : R × E × E → L(E,E) i C :
R× E → L(E,E).

Нагадаємо, що вiдображення B i C є обмеженими, якщо вони переводять обмеженi
множини просторiв R × E × E i R × E в обмеженi множини простору L(E,E), i з не-
перервностi цих вiдображень у випадку нескiнченновимiрного простору E не випливає
їхньої обмеженостi (див. [1, с. 41]). У випадку скiнченновимiрного простору E неперервнi
вiдображення B i C є обмеженими згiдно з теоремою Вейєрштрасса [2].

Вiд обмежених неперервних вiдображень B i C додатково вимагатимемо, щоб для
довiльних обмежених множин M1,M2 ⊂ E виконувалися спiввiдношення

sup
(t,x,y)∈R×M1×M2

‖B(t, x, y)‖L(E,E) < +∞ (11)

i

sup
(t,x)∈R×M1

‖C(t, x)‖L(E,E) < +∞. (12)

Далi розглянемо складнiшi, нiж рiвняння (8), диференцiальнi рiвняння

dx(t)

dt
+

(
A(t) +B

(
t, x(t),

dx(t)

dt

))
x(t) = f(t), t ∈ R, (13)

i
dx(t)

dt
+
(
A(t) + C(t, x(t))

)
x(t) = f(t), t ∈ R. (14)

Рiвняння (13) вiдрiзняється вiд (8) збуренням операторного коефiцiєнта, залежним вiд
часової змiнної, розв’язку та його похiдної, а рiвняння (14) — збуренням операторного
коефiцiєнта, залежним вiд часової змiнної та розв’язку.

Згiдно з тим, що в рiвняннi (13) x ∈ C0(R, E) i dx/dt ∈ C0(R, T , E), маємо

B

(
tn, x(tn),

dx(tn)

dt

)
= B

(
tn, x(tn),

dx(tn − 0)

dt
+

(
dx(tn)

dt
− dx(tn − 0)

dt

))
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для кожного tn ∈ T . Тому в цiй рiвностi завдяки (7) рiзниця dx(tn)/dt−dx(tn−0)/dt може
не дорiвнювати 0 i збурення операторного коефiцiєнта рiвняння (13) є iмпульсним.

Зазначимо, що теорiю диференцiальних рiвнянь iз iмпульсною дiєю викладено в мо-
нографiях [3, 4], в яких, зокрема, дослiджено диференцiальнi рiвняння, розв’язки яких за
деяким законом у певнi моменти часу зазнають залежних вiд них iмпульсних збурень.

Також розглянемо диференцiальнi оператори LB : C1
0 (R, T , E) → C0(R, T , E) i LC :

C1
0 (R, T , E)→ C0(R, T , E), що визначається спiввiдношеннями

(LBy)(t) = (L y)(t) + (By)(t), y ∈ C1
0 (R, T , E), t ∈ R,

(LCy) (t) = (L y) (t) + (C y) (t), y ∈ C1
0 (R, T , E) , t ∈ R,

i

(By)(t) = B

(
t, y(t),

dy(t)

dt

)
y(t), y ∈ C1

0 (R, T , E) , t ∈ R,

(C y)(t) = C(t, y(t))y(t), y ∈ C1
0 (R, T , E) , t ∈ R,

де, як i в (10), при t ∈ T пiд dy(t)/dt розумiємо праву похiдну d+y(t)/dt. Очевидно, що в
загальному випадку цi оператори є нелiнiйними.

Зазначимо, що завдяки неперервностi функцiй B(t, x, y) i C(t, x) на R × E × E i R ×
× E вiдповiдно та виконанню спiввiдношень (11) i (12) справджуються включення By ∈
∈ C0(R, T , E) i C y ∈ C0(R, T , E) для кожного y ∈ C1

0 (R, T , E). Якщо додатково для
кожного r > 0 вимагати, щоб функцiї B(t, x, y) i C(t, x) були рiвномiрно неперервними на
множинах R×BE(0, r)×BE(0, r) i R×BE(0, r) вiдповiдно, то оператори B : C1

0 (R, T , E)→
→ C0 (R, T , E) i C : C1

0 (R, T , E)→ C0 (R, T , E) будуть обмеженими й неперервними.
За допомогою операторiв L , B i C диференцiальнi рiвняння (13) i (14) можна подати

у виглядi

(L x)(t) + (Bx)(t) = f(t), t ∈ R, (15)

i

(L x)(t) + (Cx)(t) = f(t), t ∈ R. (16)

У припущеннi, що оператор L : C1
0 (R, T , E) → C0 (R, T , E) має обернений неперерв-

ний оператор L −1, встановимо умови, при виконаннi яких диференцiальне рiвняння (13)
i (14) мають у просторi C1

0 (R, T , E) розв’язки.
Встановлення цих умов у загальному випадку є складною задачею. Тому обмежимося

розглядом випадку лiпшiцевого оператора B, коли dimE =∞, i нелiпшiцевого оператора
C , коли dimE < +∞.

3. Умови обмеженостi розв’язкiв рiвняння (15) з лiпшiцевим оператором B . Будемо
вважати, що для кожного числа r > 0 iснує таке залежне вiд r число l(r) ≥ 0, що для
неперервного вiдображення B : R× E × E → L(E,E) виконується спiввiдношення

‖B(t, u1, v1)−B(t, u2, v2)‖L(E,E) ≤ l(r) max{‖u1 − u2‖E , ‖v1 − v2‖E} (17)

для всiх
t ∈ R i u1, u2, v1, v2 ∈ BE(0, r),
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тобто операторна функцiя B(t, u, v) по змiнних u i v є лiпшiцевою на кулi BE(0, r) зi
сталою Лiпшiца l(r).

Завдяки виконанню такої вимоги та нерiвностi трикутника ця функцiя є неперервною
на R× E × E, причому

sup
t∈R;u,v∈BE(0,r)

‖B(t, u, v)‖L(E,E) ≤ sup
t∈R
‖B(t, 0, 0)‖L(E,E) + l(r)r (18)

для кожного r > 0.

Тодi для деякого числа L(r) для всiх t ∈ R i u1, u2, v1, v2 ∈ BE(0, r) для вiдображення
B також буде виконуватися бiльш складне спiввiдношення

‖B(t, u1, v1)u1 −B(t, u2, v2)u2‖E ≤ L(r) max{‖u1 − u2‖E , ‖v1 − v2‖E}. (19)

У цьому спiввiдношеннi число L(r) вибрано найменшим.
Величини l(r) i L(r) пов’язанi мiж собою спiввiдношенням

L(r) ≤ sup
t∈R
‖B(t, 0, 0)‖L(E,E) + 2l(r)r. (20)

Справдi, для всiх t ∈ R i u1, u2, v1, v2 ∈ BE(0, r) з урахуванням (17) i (18) отримуємо

‖B(t, u1, v1)u1 −B(t, u2, v2)u2‖E =

= ‖(B(t, u1, v1)u1 −B(t, u1, v1)u2) + (B(t, u1, v1)u2 −B(t, u2, v2)u2)‖E ≤

≤ ‖B(t, u1, v1)u1 −B(t, u1, v1)u2‖E + ‖B(t, u1, v1)u2 −B(t, u2, v2)u2‖E =

= ‖B(t, u1, v1)(u1 − u2)‖E + ‖(B(t, u1, v1)−B(t, u2, v2))u2‖E ≤

≤ ‖B(t, u1, v1)‖L(E,E)‖u1 − u2‖E + ‖B(t, u1, v1)−B(t, u2, v2)‖L(E,E)‖u2‖E ≤

≤
(

sup
t∈R
‖B(t, 0, 0)‖L(E,E) + l(r)r

)
‖u1 − u2‖E + l(r) max{‖u1 − u2‖E , ‖v1 − v2‖E}r ≤

≤
(

sup
t∈R
‖B(t, 0, 0)‖L(E,E) + 2l(r)r

)
max{‖u1 − u2‖E , ‖v1 − v2‖E}.

Тому згiдно з (19), (20) i означенням оператора B для кожного r > 0 справджується
спiввiдношення

‖By1 −By2‖C0(R,T ,E) ≤ L(r)‖y1 − y2‖C1
0 (R,T ,E), y1, y2 ∈ BC1

0 (R,T ,E)(0, r),

i бiльш iнформативне спiввiдношення

‖By1 −By2‖C0(R,T ,E) ≤
(

sup
t∈R
‖B(t, 0, 0)‖L(E,E) + 2l(r)r

)
‖y1 − y2‖C1

0 (R,T ,E) (21)

для всiх y1, y2 ∈ BC1
0 (R,T ,E)(0, r).

Отже, справджується таке важливе для подальшого викладу твердження.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2021, т. 24, № 2



238 М. О. ПЕРЕСТЮК, В. Ю. СЛЮСАРЧУК

Лема 1. Нехай виконується спiввiдношення (11). Якщо для кожних чисел t ∈ R i r > 0
операторна функцiя B(t, u, v) є лiпшiцевою по змiнних u i v на замкненiй кулi BE(0, r) зi ста-
лою Лiпшiца l(r) (тобто виконується спiввiдношення (17)), то оператор B : C1

0 (R, T , E)→
→ C0 (R, T , E) є лiпшiцевим на замкненiй кулi BC1

0 (R,T ,E)(0, r) зi сталою Лiпшiца

sup
t∈R
‖B(t, 0, 0)‖L(E,E) + 2l(r)r

(тобто виконується спiввiдношення (21)).
Ця лема дає можливiсть встановити таке твердження.
Теорема 1. Нехай:
1) оператор L : C1

0 (R, T , E)→ C0 (R, T , E) має обернений неперервний оператор L −1;
2) для неперервного вiдображення B : R × E × E → L(E,E) виконується спiввiдношен-

ня (17) для деякого r = r∗ > 0;
3) виконується спiввiдношення∥∥L −1∥∥

L(C0(R,T ,E),C1
0 (R,T ,E))

(
sup
t∈R
‖B(t, 0, 0)‖L(E,E) + 2l(r∗)r∗

)
< 1. (22)

Тодi для кожної функцiї f ∈ C0(R, T , E), для якої∥∥L −1f
∥∥
C1

0 (R,T ,E)
+

+
∥∥L −1∥∥

L(C0(R,T ,E),C1
0 (R,T ,E))

(
sup
t∈R
‖B(t, 0, 0)‖L(E,E) + 2l(r∗)r∗

)
r∗ ≤ r∗, (23)

диференцiальне рiвняння (13) має єдиний розв’язок x∗ ∈ BC1
0 (R,T ,E)(0, r∗).

Доведення. Зафiксуємо довiльну функцiю f ∈ C0(R, T , E), для якої виконується спiв-
вiдношення (23). Множина таких функцiй є не порожньою на пiдставi (22).

Завдяки першiй умовi теореми задача про iснування розв’язкiв рiвняння (13) рiвносиль-
на задачi про iснування розв’язкiв рiвняння

x = L −1(f −Bx).

Це рiвняння подамо у виглядi

x = Dx, (24)

де D — дiючий у просторi C1
0 (R, T , E) оператор, що визначається спiввiдношенням

Dx = L −1(f −Bx), x ∈ C1
0 (R, T , E). (25)

У випадку виконання умов теореми до рiвняння (24) застосовний принцип стискаючих
вiдображень [5, с. 64 – 65].

Справдi, використаємо замкнену кулю BC1
0 (R,T ,E)(0, r∗) як метричний простiр iз метри-

кою ρ, що визначається спiввiдношенням

ρ(x, y) = ‖x− y‖C1
0 (R,T ,E), x, y ∈ C1

0 (R, T , E).

Такий метричний простiр є повним завдяки замкненостi кулi BC1
0 (R,T ,E)(0, r∗).
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Куля BC1
0 (R,T ,E)(0, r∗) є iнварiантною по вiдношенню до оператора D, тобто

DBC1
0 (R,T ,E)(0, r∗) ⊂ BC1

0 (R,T ,E)(0, r∗). (26)

Дiйсно, на пiдставi спiввiдношень (23), (25), означення оператора B, леми 1 i умови 2)
теореми 1 для кожної функцiї u ∈ BC1

0 (R,T ,E)(0, r∗) справджуються спiввiдношення

‖Du‖C1
0 (R,T ,E) =

∥∥L −1(f −Bu)
∥∥
C1

0 (R,T ,E)
=
∥∥L −1 (f − (Bu−B0))

∥∥
C1

0 (R,T ,E)
=

=
∥∥L −1f −L −1(Bu−B0)

∥∥
C1

0 (R,T ,E)
≤

≤
∥∥L −1f

∥∥
C1

0 (R,T ,E)
+
∥∥L −1(Bu−B0)

∥∥
C1

0 (R,T ,E)
≤

≤
∥∥L −1f

∥∥
C1

0 (R,T ,E)
+
∥∥L −1∥∥

L(C0(R,T ,E),C1
0 (R,T ,E))

‖Bu−B0‖C1
0 (R,T ,E) ≤

≤
∥∥L −1f

∥∥
C1

0 (R,T ,E)
+
∥∥L −1∥∥

L(C0(R,T ,E),C1
0 (R,T ,E))

×

×
(

sup
t∈R
‖B(t, 0, 0)‖L(E,E) + 2l(r∗)r∗

)
‖u‖C1

0 (R,T ,E) ≤

≤
∥∥L −1f

∥∥
C1

0 (R,T ,E)
+
∥∥L −1∥∥

L(C0(R,T ,E),C1
0 (R,T ,E))×

×
(

sup
t∈R
‖B(t, 0, 0)‖L(E,E) + 2l(r∗)r∗

)
r∗ ≤ r∗,

з яких випливає (26).
Оператор D є стискаючим на кулi BC1

0 (R,T ,E)(0, r∗). Дiйсно, завдяки умовi 3) теореми 1
i лемi 1 для довiльних u1, u2 ∈ BC1

0 (R,T ,E)(0, r∗) правильними є такi спiввiдношення

‖Du1 −Du2‖C1
0 (R,T ,E) =

∥∥L −1(f −Bu1)−L −1(f −Bu2)
∥∥
C1

0 (R,T ,E)
=

=
∥∥L −1Bu1 −L −1Bu2

∥∥
C1

0 (R,T ,E)
=
∥∥L −1(Bu1 −Bu2)

∥∥
C1

0 (R,T ,E)
≤

≤
∥∥L −1∥∥

L(C0(R,T ,E),C1
0 (R,T ,E)) ‖Bu1 −Bu2‖C0(R,T ,E) ≤

≤
∥∥L −1∥∥

L(C0(R,T ,E),C1
0 (R,T ,E))

(
sup
t∈R
‖B(t, 0, 0)‖L(E,E) + 2l(r∗)r∗

)
×

× ‖u1 − u2‖C1
0 (R,T ,E) = k‖u1 − u2‖C1

0 (R,T ,E),

де

k =
∥∥L −1∥∥

L(C0(R,T ,E),C1
0 (R,T ,E))

(
sup
t∈R
‖B(t, 0, 0)‖L(E,E) + 2l(r∗)r∗

)
< 1.

Отже, принцип стискаючих вiдображень застосовний до рiвняння (24). Тому це рiвнян-
ня та рiвносильне йому рiвняння (13) мають єдиний розв’язок x∗ ∈ BC1

0 (R,T ,E)(0, r∗).

Теорему 1 доведено.
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Зауваження 1. Якщо для вiдображення B стала Лiпшiца l(r) є нульовою для кожного
r > 0, то справджується тотожнiсть

B(t, x, y) ≡ B(t, 0, 0).

У цьому випадку диференцiальне рiвняння (13) є лiнiйним i має вигляд

dx(t)

dt
+ (A(t) +B(t, 0, 0))x(t) = f(t), t ∈ R. (27)

Згiдно з цим зауваженням окремим випадком теореми 1 є таке твердження.
Теорема 2. Якщо оператор L : C1

0 (R, T , E) → C0 (R, T , E) має обернений неперервний
оператор L −1 i ∥∥L −1∥∥

L(C0(R,T ,E),C1
0 (R,T ,E)) sup

t∈R
‖B(t, 0, 0)‖L(E,E) < 1,

то диференцiальне рiвняння (27) для кожної функцiї f ∈ C0 (R, T , E) має єдиний розв’язок
x ∈ C1

0 (R, T , E) .

У теоремах 1 i 2 одна з основних вимог до оператора L — це вимога про його оборот-
нiсть.

Правильною є така теорема.
Теорема 3. Оператор L : C1

0 (R, T , E)→ C0 (R, T , E) має обернений неперервний опера-
тор L −1 тодi й тiлькитодi, коли диференцiальне рiвняння (9) експоненцiально дихотомiчне.

Зауваження 2. Обернений оператор L −1 : C0 (R, T , E) → C1
0 (R, T , E) можна подати

у виглядi

(
L −1f

)
(t) =

+∞∫
−∞

G(t, τ)f(τ) dτ, t ∈ R, f ∈ C0(R, T , E), (28)

де G(t, τ) — неперервна на {(t, τ) ∈ E × E : t 6= τ} функцiя зi значеннями в L(E,E), яка
при t 6= τ задовольняє диференцiальнi рiвняння

dG(t, τ)

dt
= A(t)G(t, τ) i dG(t, τ)

dτ
= −G(t, τ)A(τ),

при t = τ має розрив, причому

G(τ + 0, τ)−G(τ − 0, τ) = −I i G(t, t+ 0)−G(t, t− 0) = I.

Для G(t, τ) при деяких додатних числах M i γ справджується оцiнка

‖G(t, τ)‖L(E,E) ≤Me−γ|t−τ |, (t, τ) ∈ R× R, t 6= τ. (29)

Методи обґрунтування тверджень, подiбних до теореми 3 й рiвностi (28) наведено в
[6 – 12].
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4. Умови перiодичностi розв’язкiв рiвняння (15) з лiпшiцевим оператором B . Далi бу-
демо вважати, що для послiдовностi (2) для деяких чисел i∗ ∈ N i T∗ > 0 виконується
спiввiдношення

τi+i∗ = τi + T∗, i ∈ Z.

У цьому випадку множину T , визначену рiвнiстю (5), будемо позначати через P i за-
мiсть просторiв C0(R, T , E) i C1

0 (R, T , E) будемо використовувати простори C0(R,P, E) i
C1
0 (R,P, E) з нормами ‖ · ‖C0(R,T ,E) i ‖ · ‖C1

0 (R,T ,E) вiдповiдно.
Очевидно, що послiдовнiсть〈

. . . ,∆t−2,∆t−1, (∆t0),∆t1,∆t2, . . .
〉
,

де ∆ti = ti+1 − ti, є перiодичною i для кожного числа m ∈ N

τi+mi∗ = τi +mT∗, i ∈ Z.

Правильним є таке твердження.
Теорема 4. Нехай:
1) справджуються тотожностi

A(t+ T∗) ≡ A(t) i B(t+ T∗, x, y) ≡ B(t, x, y), x, y ∈ E;

2) виконуються умови теореми 1.
Тодi для кожної T -перiодичної функцiї f ∈ C0(R,P, E), де T ∈ {mT∗ : m ∈ N}, для

якої виконується спiввiдношення (23) при T = P, диференцiальне рiвняння (13) має єдиний
T -перiодичний розв’язок x∗ ∈ BC1

0 (R,P,E)(0, r∗).

Доведення. Використаємо оператор зсуву ST , що дiє в просторах C0(R,P, E) i
C1
0 (R,P, E), i визначається формулою

(STx)(t) = x(t+ T ), t ∈ R,

а також рiвняння

(L + B)x = f, (30)

що рiвносильне рiвнянню (13).
Зазначимо, що оператор ST має обернений неперервний оператор S−T .
Згiдно з вимогами до f у рiвняннi (30) f ∈ C0(R,P, E) i

ST f = f. (31)

Завдяки умовi 2) теореми 4 та твердженню теореми 1 рiвняння (30) має єдиний розв’язок
x∗ ∈ BC1

0 (R,P,E)(0, r∗) i

(L + B)x∗ = f. (32)

Застосуємо до обох частин рiвностi (32) оператор ST . З урахуванням (31) i оборотностi
цього оператора отримаємо рiвностi

ST (L + B)x∗ = ST (L + B)S−TSTx∗ = (ST (L + B)S−T )STx∗ = ST f = f. (33)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2021, т. 24, № 2



242 М. О. ПЕРЕСТЮК, В. Ю. СЛЮСАРЧУК

Завдяки умовi 1) теореми 4 оператор (L + B) : C1
0 (R,P, E) → C0(R,P, E) є

T -перiодичним, тобто
ST (L + B)S−T = L + B.

Тому на пiдставi (33)
(L + B)STx∗ = f.

Отже, рiвняння (30) з розв’язком x∗ має також розв’язок STx∗. Згiдно з єдинiстю
розв’язку цього рiвняння (за теоремою 1)

STx∗ = x∗. (34)

Рiвнiсть (34) означає, що розв’язок x∗ рiвняння (30) є T -перiодичним i за теоремою 1
x∗ ∈ BC1

0 (R,P,E)(0, r∗).
Теорему 4 доведено.
5. Умови обмеженостi розв’язкiв рiвняння (16) з нелiпшiцевим оператором C . При до-

слiдженнi рiвняння (16) будемо використовувати локально збiжнi послiдовностi елементiв
простору C0(R, T , E).

За аналогiєю з [13] говоритимемо, що послiдовнiсть функцiй yn ∈ C0(R, T , E), n ≥ 1,
локально збiгається до функцiї y ∈ C0(R, T , E) i позначатимемо

yn
loc, C0(R,T ,E)−−−−−−−−−→ y при n→∞,

якщо ця послiдовнiсть обмежена i для кожного m > 0

lim
n→+∞

max
|t|≤m

‖yn(t)− y(t)‖E = 0.

Поняття локально збiжної послiдовностi введено в [14, 15].
Важливим для подальшого є таке твердження.
Лема 2. Нехай банаховий простiр E скiнченновимiрний. Для кожної послiдовностi функ-

цiй xn ∈ BC0(R,T ,E)(0, r1) ∩ BC1
0 (R,T ,E)(0, r2), n ≥ 1, де r1 i r2 — довiльнi додатнi числа,

iснують такi строго зростаюча послiдовнiсть натуральних чисел nk, k ≥ 1, i функцiя
x ∈ BC0(R,T ,E)(0, r1), що

xnk

loc, C0(R,T ,E)−−−−−−−−−→ x при k →∞.

Доведенняцiєї леми з використанням теоремиАрцела [5, c. 95 – 97] повторюєдоведення
аналогiчного твердження з [13] у випадку просторiв C0(R, E) i C1(R, E). Тому ми його не
наводимо.

Продовжимо пiдготовчу роботу для дослiдження рiвняння (16).
Виконання для обмеженого неперервного вiдображення C : R× E → L(E,E) спiввiд-

ношення (12) дає змогу ввести в розгляд функцiю µ : [0,+∞)→ [0,+∞) :

µ(r) = sup
t∈R,‖x‖E≤r

‖C(t, x)‖L(E,E).

Завдяки цiй функцiї для кожного числа r > 0

‖Cx‖C0(R,T ,E) ≤ µ(r)r для всiх x ∈ BC0(R,T ,E)(0, r).

Правильним є таке твердження.
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Теорема 5. Нехай:
1) банаховий простiр E скiнченновимiрний;
2) для деякого числа r∗ > 0 функцiя C(t, x) рiвномiрно неперервна на R×BE(0, r∗);
3) оператор L : C1

0 (R, T , E)→ C0 (R, T , E) має обернений неперервний оператор L −1 ;
4) справджується нерiвнiсть∥∥L −1∥∥

L(C0(R,T ,E),C1
0 (R,T ,E))

µ(r∗)r∗ < 1.

Тодi для кожної функцiї f ∈ C0(R, T , E), для якої виконується спiввiдношення∥∥L −1f
∥∥
C1

0 (R,T ,E)
+ ‖L −1‖L(C0(R,T ,E),C1

0 (R,T ,E)) µ(r∗)r∗ < 1, (35)

диференцiальне рiвняння (14) має хоча б один розв’язок x∗ ∈ BC1
0 (R,T ,E)(0, r∗).

Доведення. Завдяки умовi 3) теореми рiвняння (14) i (16) рiвносильнi рiвнянню

x = L −1(f − Cx).

Це рiвняння подамо у виглядi

x = E x, (36)

де E — визначений у просторi C0(R, T , E) оператор зi значеннями в C1
0 (R, T , E), що

визначається спiввiдношенням

E x = L −1f −L −1Cx, x ∈ C0(R, T , E). (37)

Цей оператор є неперервним завдяки неперервностi оператора C на пiдставi умов 1) – 3)
теореми 5.

Замкненi кулi BC1
0 (R,T ,E)(0, r∗) i BC0(R,T ,E)(0, r∗) є iнварiантними по вiдношенню до

вiдображення E згiдно з (35), причому

EBC1
0 (R,T ,E)(0, r∗) ⊂ EBC0(R,T ,E)(0, r∗) ⊂ BC1

0 (R,T ,E)(0, r∗) ⊂ BC0(R,T ,E)(0, r∗), (38)

i розв’язки рiвняння (14) збiгаються з нерухомими точками цього вiдображення.
Теорема Шаудера про нерухому точку [16, с. 36 – 37] не застосовна до вiдображення

E : BC0(R,T ,E)(0, r∗) → BC0(R,T ,E)(0, r∗), оскiльки вiдображення E може не бути цiлком
неперервним.

Розглянемо дiючi в просторi C1
0 (R, T , E) оператори Qn i En, n ≥ 1, що визначаються

спiввiдношеннями

(Qny)(t) =



0, якщо t < t−n − n,

cos2
π(t− t−n)

2n
y(t), якщо t−n − n ≤ t < t−n,

y(t), якщо t−n ≤ t ≤ tn,

cos2
π(t− tn)

2n
y(t), якщо tn < t ≤ tn + n,

0, якщо tn + n < t,

(39)
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i

Eny = Qn

(
L −1f −L −1C y

)
, (40)

де y ∈ C1
0 (R, T , E).

Враховуючи (1) i (6), легко показати, що

‖Qn‖L(C1
0 (R,T ,E),C1

0 (R,T ,E)) <
π

n
+ 1, n ≥ 1. (41)

Завдяки умовi 4) теореми та спiввiдношенням (35) i (41) iснує таке натуральне число
n0, що(π

n
+ 1
)(∥∥L −1f

∥∥
C1

0 (R,T ,E)
+
∥∥L −1∥∥

L(C0(R,T ,E),C1
0 (R,T ,E))

µ(r∗)r∗

)
< 1, n ≥ n0.

Це спiввiдношення означає, що замкнена куля BC0(R,T ,E)(0, r∗) iнварiантна по вiдно-
шенню до операторiв En, n ≥ n0, причому для кожного n ≥ n0 справджуються спiввiдно-
шення, аналогiчнi (38):

EnBC1
0 (R,T ,E)(0, r∗) ⊂ EnBC0(R,T ,E)(0, r∗) ⊂ BC1

0 (R,T ,E)(0, r∗) ⊂ BC0(R,T ,E)(0, r∗). (42)

Використаємо носiй supp Eny функцiї Eny, тобто замикання множини {t : (Eny)(t) 6= 0}
в R.

Згiдно з (39) i (40)
supp Eny ⊂ [t−n − n, tn + n], n ≥ n0,

для всiх y ∈ BC0(R,T ,E)(0, r∗). Тому на пiдставi (42) i скiнченної розмiрностi простору E для
кожного n ≥ n0 елементи множини EnBC0(R,T ,E)(0, r∗) як функцiї з простору C0(R, T , E)
є рiвномiрно обмеженими й рiвностепенево неперервними [5, c. 95]. Тодi за теоремою
Арцела [5, c. 95 – 97] множина EnBC0(R,T ,E)(0, r∗) є передкомпактною в BC0(R,T ,E)(0, r∗).

Це означає, що до рiвнянь

x = Enx, n ≥ n0, (43)

застосовна теорема Шаудера. За цiєю теоремою множини розв’язкiв рiвнянь (43) є непо-
рожнiми. Нехай xn ∈ BC0(R,T ,E)(0, r∗) — один iз розв’язкiв вiдповiдного рiвняння (43),
тобто

xn = Enxn, n ≥ n0. (44)

Згiдно з (42)

‖xn‖C1
0 (R,T ,E) ≤ r∗ i ‖xn‖C0(R,T ,E) ≤ r∗, n ≥ n0.

Тому за лемою 2 iснують такi строго зростаюча послiдовнiсть натуральних чисел nk, k ≥ 1,
i функцiя x∗ ∈ BC0(R,T ,E)(0, r∗), що

xnk

loc, C0(R,T ,E)−−−−−−−−−→ x∗ при k →∞. (45)

Покажемо, що x∗ — розв’язок рiвняння (36).
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Зафiксуємо довiльне t ∈ R. Згiдно з (44) правильними є спiввiдношення

x∗(t)− (E x∗)(t) = (x∗(t)− (E x∗)(t))− (xnk
(t)− (Enk

xnk
)(t)) =

=
(
x∗(t)− xnk

(t)
)
− ((E x∗)(t)− (Enk

xnk
)(t)) =

=
(
x∗(t)− xnk

(t)
)
− ((E x∗)(t)− (E xnk

)(t)) + ((E xnk
)(t)− (Enk

xnk
)(t)) =

=
(
x∗(t)−xnk

(t)
)
−((E x∗)(t)−(E xnk

)(t))+((E xnk
)(t)−(Qnk

E xnk
)(t)) =

=
(
x∗(t)− xnk

(t)
)
− ((E x∗)(t)− (E xnk

)(t)) + ((I −Qnk
)E xnk

) (t), (46)

де I — одиничний оператор простору L
(
C0(R, T , E), C0(R, T , E)

)
.

Завдяки (45)

lim
k→+∞

(
x∗(t)− xnk

(t)
)

= 0. (47)

Завдяки (37), (45), умовi 2) теореми, на пiдставi якої Cxnk

loc, C0(R,T ,E)−−−−−−−−−→ Cx∗ при
k →∞, та рiвностi (28) й оцiнцi (29)

lim
k→+∞

(
(E x∗)(t)− (E xnk

)(t)
)

= 0. (48)

Завдяки означенню оператора Qn (див. (39)) та спiввiдношенням (3) i (4)

lim
k→+∞

(
(I −Qnk

)E xnk

)
(t) = 0. (49)

Iз (46) – (49) та завдяки довiльностi вибору t ∈ R випливає, що

x∗ = E x∗, (50)

тобто x∗ — розв’язок рiвняння (36).
Зауважимо, що згiдно з (38) x∗ ∈ BC1

0 (R,T ,E)(0, r∗). Застосовуючи до обох частин рiвнос-
тi (50) оператор L , отримаємо

L x∗ + Cx∗ = f.

Отже, x∗ — розв’язок рiвняння (14).
Теорему 5 доведено.
6. Приклади систем зi збуреннями параметрiв. Збурення параметрiв динамiчних систем

можуть суттєво впливати на їхнi властивостi (див. [17 – 19]). Класичними прикладами
таких збурень систем є параметричнi пiдсилювачi в радiотехнiцi, що iлюструють процес
збудження i пiдсилення коливань [19, 20], та коливання маятника вiдносно станiв рiвноваги
у випадку коливань точки пiдвiсу маятника у вертикальному напрямку [21 – 25].

Придiлимо увагу цим прикладам.
Приклад 1. Найбiльш дослiдженим i найпростiшим у радiотехнiцi є коливальний кон-

тур iз iндуктивнiстю L, опором R i змiнною ємнiстю C, зображений на рис. 1.
Якщо ємнiсть C змiнюється за законом

1

C
=

1

C0
(1 + ε cos Ωt), (51)
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Рис. 1. Коливальний контур зi змiнною ємнiстю.

Рис. 2. Математичний маятник iз рухомою точкою пiдвiсу.

де ε i Ω —коефiцiєнт модуляцiї i частота модуляцiї ємностi вiдповiдно, то величина заряду
q конденсатора залежно вiд часу описується диференцiальним рiвнянням

d2q

dt2
+ 2α

dq

dt
+ ω2

0 (1 + ε cos Ωt)q = 0, (52)

де α = R/2L i ω2
0 = 1/LC0 (див. [19], розд. 8).

Рiвняння (52) аналогiчне рiвнянню (9). Ускладнення розглянутого коливального кон-
тура дiючою електрорушiйною силою й додатковими елементами, при яких на закон про
залежнiсть ємностi C вiд часу (51) впливатиме також q, приводить до складнiшого, нiж
(52), рiвняння, аналогiчного (13) або (14).

При Ω ∼= 2ω0 в розглянутому коливальному контурi при певних обмеженнях на R спо-
стерiгається явище параметричного збудження й пiдсилення коливань iз малими внутрiш-
нiми шумами [19], чого немає при ε = 0.

Приклад 2. Розглянемо рух математичного маятника, що складається з матерiальної
точки маси m i невагомого нерозтяжного стрижня довжини l, на якому пiдвiшено цю
точку, в полi сили тяжiння у вiдсутностi сил тертя й опору з точкою пiдвiсу (x(t), y(t)) [25]
(див. рис. 2).

Згiдно з [25] рух маятника описується диференцiальним рiвнянням

d2ϕ

dt2
+
g

l
sinϕ+

1

l

(
d2x(t)

dt2
cosϕ+

d2y(t)

dt2
sinϕ

)
= 0, (53)

де ϕ — кут мiж стрижнем i вiссю, напрямним вектором якої є вектор сили тяжiння, i g —
прискорення вiльного падiння.
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У випадку нерухомої точки пiдвiсу (тодi x(t) ≡ y(t) ≡ 0) верхнiй ϕ = π i нижнiй ϕ = 0
вертикальнi стани маятника є нестiйкими та стiйкими станами рiвноваги вiдповiдно.

У цьому випадку рiвняння (53) має вигляд

d2ϕ

dt2
+
g

l
sinϕ = 0.

М.М. Боголюбов [21] i П. Л. Капиця [22] показали, що верхнiй стан рiвноваги маятника
при коливаннях точки пiдвiсу вздовж вертикалi за законом

x(t) = 0, y(t) = a sinωt (54)

є стiйким при

ω >

√
2gl

a
. (55)

Зазначимо, що a в (54) i (55) може бути як завгодно малим i в цьому випадку коливання
маятника описуються рiвнянням

d2ϕ

dt2
+
g − aω2 sinωt

l
sinϕ = 0.

Наведенi приклади показують, що навiть малi збурення параметрiв динамiчних систем
можуть суттєво змiнюватиповедiнку цих систем. Томуприродноює увага до впливу збурень
коефiцiєнтiв рiвнянь на властивостi розв’язкiв цих рiвнянь.
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