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We investigate the dynamics of two bodies that move along a fixed straight line taking into account the
finiteness of the speed of gravity. It is shown that the escape velocity is greater than the corresponding
velocity of the classical celestial mechanics. Estimates for this velocity are given.
Дослiджено динамiку двох тiл, рух яких здiйснюється на нерухомiй прямiй, з урахуванням скiнчен-
ностi швидкостi гравiтацiї. Показано, що друга космiчна швидкiсть бiльша вiдповiдної швидкостi
класичної небесної механiки. Наведено оцiнки для цiєї швидкостi.

1. Вступ. Уцiй статтi встановлено незбiжнiсть других космiчнихшвидкостей небесних ме-
ханiки Ньютона i механiки зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї. Цю властивiсть космiчних
швидкостей отримано у випадку двох небесних тiл iз використанням системи диферен-
цiальних рiвнянь iз запiзнювальним аргументом та функцiональних рiвнянь, що разом iз
виконанням деяких додаткових умов для розв’язкiв рiвнянь є математичною моделлю руху
дослiджуваних тiл. Цi рiвняння краще описують динамiку тiл, нiж звичайнi диференцiаль-
нi рiвняння в механiцi Ньютона. Пiдставою для використання таких рiвнянь є скiнченнiсть
швидкостi гравiтацiї. Ця властивiсть гравiтацiї узгоджується як iз загальною теорiєю Ейн-
штейна, в якiй для швидкостi гравiтацiї cg приймається, що cg = c, де c — швидкiсть
свiтла [1, 2], так i з експериментальними дослiдженнями, пов’язаними з оцiнками швид-
костi передачi впливу гравiтацiйного поля на результати вимiрювань [3] та вимiрюваннями
швидкостi гравiтацiї, пов’язаними з фiксацiєю гравiтацiйних хвиль вiд далеких зiркових
джерел одночасно зi свiтловим сигналом [4].

Рух двох тiл iз урахуванням скiнченностi швидкостi гравiтацiї дослiджувався автором
у [5], де показано некеплеровiсть i нестiйкiсть руху тiл.

У цiй статтi наведено дослiдження руху двох тiл, розмiщених на нерухомiй прямiй, коли
cg = c. Показано, що в цьому випадку друга космiчна швидкiсть бiльша другої космiчної
швидкостi класичної небесної механiки й отримано оцiнки для їхньої рiзницi. Незбiжнiсть
космiчних швидкостей спричинена запiзненням гравiтацiйного поля.

Для подальшого потрiбнi закон всесвiтнього тяжiння зi скiнченною швидкiстю гравi-
тацiї та другий закон Ньютона, за допомогою яких отримуються рiвняння руху тiл, у яких
суттєве значення має запiзнення гравiтацiйного поля, i дослiджується динамiка тiл.

2. Закон всесвiтнього тяжiння зi скiнченноюшвидкiстю гравiтацiї. Розглянемодвi точки
M1 i M2 з масами m1 i m2 вiдповiдно. Згiдно iз законом всесвiтнього тяжiння та другим
законом Ньютона цi точки здiйснюють рух у просторi. Рух точок будемо розглядати по
вiдношенню до iнерцiальної прямокутної системи координат x, y, z з початком координат
у деякiй точцi O. Вважатимемо, що на кожну точку дiє тiльки сила тяжiння, породжена
iншою точкою. Положення точок M1 i M2 в момент часу t визначається їхнiми радiусами-
векторами ~r1(t) i ~r2(t).
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Для дослiдження руху точок M1 i M2 потрiбно знати сили, з якими кожна з цих точок
притягую iншу.

Якби швидкiсть гравiтацiї була нескiнченною, як у класичнiй небеснiй механiцi, то на
пiдставi закону всесвiтнього тяжiння в момент часу t точка M2 притягувала б точку M1 iз
силою

~F2,1,∞(t) =
Gm1m2

|~r2(t)− ~r1(t)|3
(~r2(t)− ~r1(t)) ,

де G — гравiтацiйна стала i
∣∣~r2(t) − ~r1(t)∣∣ — евклiдова довжина вектора ~r2(t) − ~r1(t).

Напрямок цiєї сили збiгається з напрямком вектора ~r2(t)− ~r1(t).
Аналогiчно в момент часу t точка M1 притягувала б точку M2 з силою

~F1,2,∞(t) =
Gm1m2

|~r1(t)− ~r2(t)|3
(~r1(t)− ~r2(t)).

Оскiльки згiдно з п. 1 швидкiсть гравiтацiї є скiнченною, то дiя однiєї точки на iншу
здiйснюється з урахуванням запiзнювання гравiтацiйного поля. Тому на точку M1 дiє iнша
сила

~F2,1,c(t) =
Gm1m2

|~r2(t− τ2,1(t))− ~r1(t)|2
(~r2(t− τ2,1(t))− ~r1(t)) , (1)

де запiзнення гравiтацiї τ2,1(t) в (1) задовольняє спiввiдношення

cτ2,1(t) = |~r2(t− τ2,1(t))− ~r1(t)| (2)

i c —швидкiсть гравiтацiї (див. [5, 6]).
Притягувальною точкою для точки M1 в момент часу t є не точка M2, а точка, що

збiгається з кiнцем вектора ~r2(t− τ2,1(t)) .
Аналогiчно на точку M2 дiє сила

~F1,2,c(t) =
Gm1m2

|~r1(t− τ1,2(t))− ~r2(t)|3
(~r1(t− τ1,2(t))− ~r2(t)) , (3)

притягувальною точкою для точки M2 в момент часу t є не точка M1, а точка, що збi-
гається з кiнцем вектора ~r1(t − τ1,2(t)) , i запiзнення гравiтацiї τ1,2(t) в (3) задовольняє
спiввiдношення

cτ1,2(t) = |~r1(t− τ1,2(t))− ~r2(t)|. (4)

Сили ~F2,1,c(t) i ~F1,2,c(t) можуть вiдрiзнятися за величиною i не бути колiнеарними.
Згiдно з (2) i (4) для кожного моменту часу t

lim
c→+∞

~Fi,j,c(t) = ~Fi,j,∞(t) i lim
c→+∞

τi,j(t) = 0, i 6= j. (5)
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Рис. 1. Розмiщення точок M1 i M2 в момент часу t.

3. Математична модель руху точок M1 i M2 . На пiдставi другого закону Ньютона,
закону всесвiтнього тяжiння зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї та спiввiдношень (1) –
(4) отримуємо, що рух точок M1 i M2 описується системою диференцiальних рiвнянь iз
вiдхилювальним аргументом та функцiональних рiвнянь

m1~̈r1(t) =
Gm1m2

|~r2(t− τ2,1(t))− ~r1(t)|3
(~r2(t− τ2,1(t))− ~r1(t)) ,

m2~̈r2(t) =
Gm1m2

|~r1(t− τ1,2(t))− ~r2(t)|3
(~r1(t− τ1,2(t))− ~r2(t)) ,

cτ2,1(t) = |~r2(t− τ2,1(t))− ~r1(t)| ,

cτ1,2(t) = |~r1(t− τ1,2(t))− ~r2(t)| .

(6)

Детальний опис отримання системи (6) i її дослiдження мiститься в [5 – 7].
Очевидно, що додатково для системи (6) має виконуватися спiввiдношення

|~r2(t− τ2,1(t))− ~r1(t)| · |~r1(t− τ1,2(t))− ~r2(t)| 6= 0. (7)

Згiдно з (5) система (6) є узагальненням класичної моделi руху точок M1 i M2 :
m1~̈r1(t) =

Gm1m2

|~r2(t)− ~r1(t)|3
(~r2(t)− ~r1(t)) ,

m2~̈r2(t) =
Gm1m2

|~r1(t)− ~r2(t)|3
(~r1(t)− ~r2(t)) ,

(8)

що отримується з (6) при c→ +∞.
Завдяки (7) для системи (8) має виконуватися нерiвнiсть ~r2(t) 6= ~r1(t).
При знаходженнi траєкторiй руху точок M1 i M2 крiм системи рiвнянь (6) потрiбно

використовувати також початковi або крайовi умови (див. [5 – 7]). Система (6) разом iз
цими умовами є математичною моделлю руху точок M1 i M2, що враховує скiнченнiсть
швидкостi гравiтацiї.

4. Дослiдження прямолiнiйного руху точок M1 i M2 . Дослiдимо рух точок M1 i M2 у
випадку їхнього розмiщення на зафiксованiй прямiй.

Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що точки M1 i M2 знаходяться на осi Ox з
напрямним одиничним вектором ~i як на рис. 1, i швидкiсть руху початку координат (точки
O ) є нульовою.

Вважатимемо, що така система координат є iнерцiальною.
Очевидно, що розташування точок O, M1 i M2 на осi Ox залежить вiд часу t. Суттєвою

до розташування точок M1 i M2 є вимога, щоб вектор −−−−→M1M2 6= ~0 був ненульовим (немає
зiткнення точок) i його напрямок збiгався з напрямком вектора ~i, що узгоджується з рис. 1.

У цьому випадку рух точок M1 i M2 можна описати векторними функцiями ~r1(t) =
= x1(t)~i i ~r2(t) = x2(t)~i, де x1(t) i x2(t) —скалярнi функцiї зi значеннями в R, властивостi
яких потрiбно з’ясувати.
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Функцiї x1(t) i x2(t) згiдно з (6) (випадок cg = c) є розв’язками системи рiвнянь

ẍ1(t) = Gm2
x2(t− τ2,1(t))− x1(t)
|x2(t− τ2,1(t))− x1(t)|3

,

ẍ2(t) = Gm1
x1(t− τ1,2(t))− x2(t)
|x1(t− τ1,2(t))− x2(t)|3

,

cτ2,1(t) = |x2(t− τ2,1(t))− x1(t)| ,

cτ1,2(t) = |x1(t− τ1,2(t))− x2(t)| ,

(9)

а згiдно з (8) (випадок cg =∞) — розв’язками наступної системи рiвнянь:
ẍ1(t) = Gm2

x2(t)− x1(t)
|x2(t)− x1(t)|3

,

ẍ2(t) = Gm1
x1(t)− x2(t)
|x1(t)− x2(t)|3

.

(10)

Властивостi розв’язкiв x1(t) i x2(t) систем (9) i (10) залежать вiд початкового моменту
часу t0 ∈ R i початкових умов.

Нас буде цiкавити рух точки M2 вiдносно точки M1, тобто величина x2(t)− x1(t).
Розглянемо властивостi величини x2(t) − x1(t) для кожної iз систем (9) i (10) окре-

мо. Спочатку наведемо деякi властивостi розв’язкiв добре дослiдженої системи (10) (див.,
наприклад, [8 – 11]), якi потрiбнi для з’ясування властивостей розв’язкiв основної систе-
ми (9).

4.1. Випадок системи (10). Будемо враховувати значення x1(t0) i x2(t0) розв’язкiв x1(t)
i x2(t) системи (10) та їхнiх похiдних v1(t0) = ẋ1(t0) i v2(t0) = ẋ2(t0) в початковий момент
часу t0. Тут v1(t0) i v2(t0) — швидкостi руху точок M1 i M2 в момент часу t0 вiдповiдно.
Вважатимемо, що

x1(t0) < x2(t0), (11)

що узгоджується з вимогою стосовно розташування точок M1 i M2.

Розглянемо величину

v∗2,∞ =

√
2G(m1 +m2)

x2(t0)− x1(t0)
. (12)

Правильним є таке твердження.
Теорема 1. Нехай виконується спiввiдношення (11).
Тодi для системи (10) правильними є такi твердження:
1) якщо

v2(t0)− v1(t0) ∈ (−c, 0], (13)

то iснує таке число T > t0, що функцiя x2(t)− x1(t) є строго спадною на промiжку [t0, T ) i
limt→T−0(x2(t)− x1(t)) = 0 (точки M1 i M2 в момент часу T зiткнуться);
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2) якщо

v2(t0)− v1(t0) ∈
(
0, v∗2,∞

)
, (14)

то для деяких чисел T1, T2 (t0 < T1 < T2 ) функцiя x2(t) − x1(t) на промiжках [t0, T1)
i [T1, T2) є строго зростаючою i строго спадною вiдповiдно i limt→T2−0(x2(t) − x1(t)) = 0
(точки M1 i M2 в момент часу T2 зiткнуться);

3) якщо

v2(t0)− v1(t0) ≥ v∗2,∞, (15)

то функцiя x2(t)− x1(t) строго зростає на [t0,+∞) i limt→+∞(x2(t)− x1(t)) = +∞.
Доведення. Спочатку наведемо потрiбнi для подальшого спiввiдношення.
Важливою є рiвнiсть

ẍ2(t)− ẍ1(t) = −G(m1 +m2)
x2(t)− x1(t)
|x2(t)− x1(t)|3

, (16)

що випливає з (10). Враховуючи цю рiвнiсть, отримуємо

d(ẋ2(t)− ẋ1(t))2

dt
= −2G(m1 +m2)

x2(t)− x1(t)
|x2(t)− x1(t)|3

(ẋ2(t)− ẋ1(t)).

Звiдси на пiдставi (11) та рiвностi (ẋ2(t) − ẋ1(t)) dt = d(x2(t) − x1(t)) випливає, що для
всiх t > t0

(ẋ2(t)− ẋ1(t))2 = (v2(t0)− v1(t0))2 − 2G(m1 +m2)

t∫
t0

x2(s)− x1(s)
|x2(s)− x1(s)|3

d(x2(s)− x1(s)) =

= (v2(t0)− v1(t0))2 − 2G(m1 +m2)

t∫
t0

d(x2(s)− x1(s))
(x2(s)− x1(s))2

=

= (v2(t0)− v1(t0))2 −
2G(m1 +m2)

x2(t0)− x1(t0)
+

2G(m1 +m2)

x2(t)− x1(t)
, (17)

якщо x2(s) > x1(s) для кожного s ∈ [t0, t). Множина таких t є непорожньою завдяки (11)
i неперервностi функцiй x1(t) i x2(t) в точцi t0.

Iз (16) також випливає, що для всiх t > t0

ẋ2(t)− ẋ1(t) = v2(t0)− v1(t0)−
t∫

t0

G(m1 +m2) ds

|x2(s)− x1(s)|2
(18)

i

x2(t)− x1(t) = x2(t0)− x1(t0) + (v2(t0)− v1(t0))(t− t0)−
t∫

t0

τ∫
t0

G(m1 +m2) ds

|x2(s)− x1(s)|2
dτ, (19)

якщо x2(s) > x1(s) для кожного s ∈ [t0, t).
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Використаємо наведенi спiввiдношення для обґрунтування тверджень теореми.
Нехай виконується включення (13).
Згiдно з нерiвнiстю (11) та рiвняннями (16) i (18) точка M2 по вiдношенню до точки

M1 рухається зi сповiльненням, величина якого

− G(m1 +m2)

(x2(t)− x1(t))2
< 0.

Тому на пiдставi (18) i (19) для деякого моменту часу T > t0 функцiї ẋ2(t) − ẋ1(t) i
x2(t)− x1(t) є строго спадними на промiжку [t0, T ) i limt→T−0(x2(t)− x1(t)) = 0.

З механiчної точки зору це означає, що в момент часу T вiдбувається зiткнення точок
M1 i M2.

Отже, перша частина твердження теореми є правильною.
Нехай виконується включення (14).
У цьому випадку функцiя x2(t) − x1(t) не може бути додатною i необмеженою на

[t0,+∞), оскiльки на пiдставi (17) функцiя (ẋ2(t)− ẋ1(t))2 для деяких достатньо великих
t набуватиме вiд’ємних значень (тут ураховано (12)), що неможливо.

Такожфункцiя x2(t)−x1(t) не може бути додатною й обмеженою на промiжку [t0,+∞),
оскiльки тодi завдяки (18) для деякого t1 > t0 функцiя ẋ2(t)− ẋ1(t) при t > t1 набуватиме
вiд’ємних значень i ẋ2(t) − ẋ1(t) монотонно спадатиме. Тому limt→t2−0(x2(t) − x1(t)) = 0
для деякого t2 > t1 i x2(t2)− x1(t2) > 0, що неможливо.

Отже, неперервна функцiя x2(t) − x1(t) буде додатною й обмеженою на деякому про-
мiжку [t0, T2) i limt→T2−0(x2(t)− x1(t)) = 0.

Справдi, завдяки (14) i (18) функцiя x2(t)−x1(t) на деякому промiжку [t0, T1), де T1 —
момент часу, для якого ẋ2(T1) − ẋ1(T1) = 0, є строго зростаючою, а на промiжку [T1, T2),
де T2 — момент часу, для якого limt→T2−0(x2(t)− x1(t)) = 0, є строго спадною.

Рiвнiсть limt→T2−0(x2(t)−x1(t)) = 0 означає, що в момент часу T2 вiдбувається зiткнен-
ня точок M1 i M2.

Отже, друга частина твердження теореми також є правильною.
Нехай виконується включення (15). Тодi на пiдставi (12) i (17)

(ẋ2(t)− ẋ1(t))2 ≥
2G(m1 +m2)

x2(t)− x1(t)
> 0 для всiх t ≥ t0.

Звiдси i з (18) випливає, що

ẋ2(t)− ẋ1(t) > 0 для всiх t ≥ t0. (20)

Тому функцiя x2(t)− x1(t) є строго зростаючою на промiжку [t0,+∞).

Функцiя x2(t) − x1(t) не може бути обмеженою на промiжку [t0,+∞), оскiльки тодi
на пiдставi (18) функцiя ẋ2(t) − ẋ1(t) для достатньо великих t буде набувати вiд’ємних
значень, що суперечить (20), а отже,

lim
t→+∞

(x2(t)− x1(t)) = +∞. (21)

Таким чином, третя частина твердження теореми також є правильною.
Теорему 1 доведено.
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Зауваження 1. У теоремi 1 величина v∗2,∞, що визначається рiвнiстю (12), є другою
космiчною швидкiстю у випадку класичної небесної механiки. Це мiнiмальна вiдносна
швидкiсть v2(t0)− v1(t0), з якою має рухатися точка M2 вiдносно точки M1 у момент часу
t0, з координатами x2(t0) i x1(t0) вiдповiдно, щоб виконувалося спiввiдношення (21).

4.2. Випадок системи (9). Покажемо, що для (9) справджується твердження, аналогiчне
теоремi 1, з другою космiчною швидкiстю, бiльшою нiж v∗2,∞ .

Траєкторiя руху точки M2 вiдносно точки M2 залежить вiд значень функцiй x1(t) i
x2(t) та їхнiх похiдних на промiжках [t0−τ2,1(t0), t0] i [t0−τ1,2(t0), t0] вiдповiдно (значення
похiдних v1(t) = dx1(t)/dt i v2(t) = dx2(t)/dt на вiдповiдних промiжках ми не видiляємо,
оскiльки вони визначаються функцiями x1(t) i x2(t)).

На пiдставi (9)

ẍ2(t)− ẍ1(t) = −Gm1
x2(t)− x1(t− τ1,2(t))
|x1(t− τ1,2(t))− x2(t)|3

−Gm2
x2(t− τ2,1(t))− x1(t)
|x2(t− τ2,1(t))− x1(t)|3

. (22)

Зазначимо, що чисельники в доданках правої частини (22) додатнi.
Справдi, припустимо, що

x2(t)− x1(t− τ1,2(t)) < 0. (23)

Тодi завдяки четвертому рiвнянню системи (9)

cτ1,2(t) = |x2(t)− x1(t− τ1,2(t))| = −(x2(t)− x1(t− τ1,2(t))) =

= −(x2(t)− x1(t))− (x1(t)− x1(t− τ1,2(t))) = −(x2(t)− x1(t))− v1τ1,2(t),

де
v1 =

x1(t)− x1(t− τ1,2(t))
τ1,2(t)

,

i, отже, (−c−v1)τ1,2(t) = x2(t)−x1(t). Звiдси та з додатностi τ1,2(t) i x2(t)−x1(t) випливає,
що −c− v1 > 0. Ця нерiвнiсть виконується лише при −v1 > c, що неможливо згiдно з [1]
(швидкiсть руху точки M1 не може бути бiльшою c).

Отже, припущення про виконання спiввiдношення (23) є хибним. Тому з урахуван-
ням (7)

x2(t)− x1(t− τ1,2(t)) > 0. (24)

Аналогiчно

x2(t− τ2,1(t))− x1(t) > 0. (25)

Завдяки (24) i (25) спiввiдношення (22) можна подати у виглядi

ẍ2(t)− ẍ1(t) = − Gm1

(x2(t)− x1(t− τ1,2(t)))2
− Gm2

(x2(t− τ2,1(t))− x1(t))2
. (26)

Для подальшого нам потрiбнi замкнений та вiдкритий початковi промiжки

It0 = [t0 −max{τ1,2(t0), τ2,1(t0)}, t0] i int It0 = (t0 −max{τ1,2(t0), τ2,1(t0)}, t0).

Для дослiдження руху точки M2 вiдносно точки M1 задамо початковi значення ψ1(s)
i ψ2(s) для x1(t) i x2(t) на промiжку It0 , вважаючи, що:
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1) ψ1(s) i ψ2(s) — неперервно диференцiйовнi на int It0 i неперервнi на It0 ;
2) ψ2(s)− ψ1(s) > 0 для всiх s ∈ It0 (точка M2 не може збiгатися з точкою M1 );
3) похiднi ψ̇1(s) i ψ̇2(s) обмеженi та iнтегровнi на int It0 й iснують границi lims→t0−0 ψ̇i(s),

i = 1, 2.

Вiдхилення τ1,2(t0) i τ2,1(t0) згiдно з третiм i четвертим рiвняннями системи (9) мають
задовольняти спiввiдношення

cτ2,1(t0) = ψ2(t0 − τ2,1(t0))− ψ1(t0),

cτ1,2(t0) = ψ2(t0)− ψ1(t0 − τ1,2(t0)),

x1(t− τ1,2(t)) = ψ1(t− τ1,2(t))

для всiх t ≥ t0, для яких t− τ1,2(t) ∈ [t0 − τ1,2(t0), t0], i

x2(t− τ2,1(t)) = ψ2(t− τ2,1(t))

для всiх t ≥ t0, для яких t− τ2,1(t) ∈ [t0 − τ2,1(t0), t0].
Зазначимо тут, що t − τ2,1(t) > t0 − τ2,1(t0) для всiх t > t0. Справдi, враховуючи,

що cτ2,1(t) = x2(t − τ2,1(t)) − x1(t), для кожних t > t0 i достатньо малого числа ∆ > 0
отримуємо

c
τ2,1(t+ ∆)− τ2,1(t)

∆
=
x2(t+ ∆− τ2,1(t+ ∆))− x2(t− τ2,1(t))

∆− (τ2,1(t+ ∆)− τ2,1(t))
×

× ∆− (τ2,1(t+ ∆)− τ2,1(t))
∆

− x1(t+ ∆)− x1(t)
∆

=

= v∗2

(
1− τ2,1(t+ ∆)− τ2,1(t)

∆

)
− v∗1,

де

v∗1 =
x1(t+ ∆)− x1(t)

∆
i v∗2 =

x2(t+ ∆− τ2,1(t+ ∆))− x2(t− τ2,1(t))
∆− (τ2,1(t+ ∆)− τ2,1(t))

.

Звiдси та з того, що швидкостi руху точок M1 i M2 згiдно з [1] меншi c, випливає, що
для кожних t > t0 i достатньо малого числа ∆ > 0

1− τ2,1(t+ ∆)− τ2,1(t)
∆

=
c+ v∗1
c+ v∗2

> 0.

Тому функцiя t− τ2,1(t) є строго зростаючою i виконується вiдповiдне спiввiдношення.
Аналогiчно t− τ1,2(t) > t0 − τ1,2(t0) для всiх t > t0.

Також у момент часу t0 задамошвидкостi v1(t0) i v2(t0) руху точокM1 iM2 вiдповiдно.
Ми не будемо вимагати, щоб виконувалися рiвностi

lim
s→t0−0

ψ̇1(s) = v1(t0) i lim
s→t0−0

ψ̇2(s) = v2(t0). (27)

Початковi швидкостi v1(s) i v2(s) на int It0 визначаються функцiями ψ1(s) i ψ1(s).
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Рис. 2. Розмiщення точок M1 i M2 в момент часу t.

Аналогiчно до [7] можна показати, що система (9) з розглянутими вище початковими
умовамимає єдиний розв’язок.Цей розв’язок є двiчi неперервно диференцiйовним у точках
t > t0, для яких справджується (7), неперервним у точцi t0 i похiднi dx1(t)/dt, dx2(t)/dt в
цiй точцi мають стрибки, якщо не виконуються рiвностi (27).

Згiдно з наведеними початковими умовами та (26) для v2(t) − v1(t) i x2(t) − x1(t)
виконуються iнтегральнi спiввiдношення

v2(t)− v1(t) = v2(t0)− v1(t0)−

−
t∫

t0

(
Gm1

(x2(s)− x1(s− τ1,2(s)))2
+

Gm2

(x2(s− τ2,1(s))− x1(s))2

)
ds (28)

i

x2(t)− x1(t) = x2(t0)− x1(t0) + (t− t0)(v2(t0)− v1(t0))−

−
t∫

t0

 τ∫
t0

(
Gm1

(x2(s)− x1(s− τ1,2(s)))2
+

Gm2

(x2(s− τ2,1(s))− x1(s))2

)
ds

dτ,
(29)

де t — довiльний момент часу з деякого промiжку
[
t0, t

∗) ⊂ [t0,+∞), на якому x2(t) −
− x1(t) > 0.

Ми використаємо спiввiдношення (28) i (29) для вивчення динамiки точки M2 вiдносно
точки M1.

У подальшому зафiксуємо функцiї ψ1(s), ψ2(s) i швидкiсть v1(t0). Швидкiсть v2(t0)
може набувати довiльних значень. Для швидкостей v1(t0) i v2(t0) позначимо через V1 i V2
множини всiх рiзниць v2(t0) − v1(t0), для кожної з яких функцiя x2(t) − x1(t), що описує
рух точки M2 вiдносно точки M1, є обмеженою або необмеженою на [t0,+∞) вiдповiдно.

Далi будемо використовувати одну важливу властивiсть системи (9). До цього часу ми
проводили пiдготовчу роботу, використовуючи iнерцiальну систему, що вiдповiдає рис. 1.
Далi ми розглянемо iнерцiальну систему Õx̃, для якої точка Õ рухається вiдносно точки O
зi сталою швидкiстю ~v = ν̃~i ( ν̃ може бути довiльним елементом множини R). Напрямний
вектор осi Õx̃ збiгається з вектором ~i i точки M1, M2 розташованi на осi Õx̃ (рис. 2).

Рух точок M1 i M2 описується новими векторними функцiями ~̃r1(t) = x̃1(t)~i i ~̃r2(t) =
= x̃2(t)~i.

Важливим для подальшого є таке очевидне твердження.
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Лема 1. Для кожного ν̃ ∈ R для точок M1 i M2 справджуються тотожностi

x̃2(t)− x̃1(t) ≡ x2(t)− x1(t),

˙̃x2(t)− ˙̃x1(t) ≡ ẋ2(t)− ẋ1(t),

¨̃x2(t)− ¨̃x1(t) ≡ ẍ2(t)− ẍ1(t),

¨̃x1(t) ≡ ẍ1(t) i ¨̃x2(t) ≡ ẍ2(t).

(30)

Якщо записати спiввiдношення (26) стосовно нової iнерцiальної системи (рис. 2), то
отримаємо

¨̃x2(t)− ¨̃x1(t) = − Gm1

(x̃2(t)− x̃1(t− τ1,2(t)))2
− Gm2

(x̃2(t− τ2,1(t))− x̃1(t))2
. (31)

Зазначимо, що вiдхилення τ1,2(t) i τ2,1(t), як i часова змiнна t, не залежать вiд ν̃.
Завдяки лемi 1 та спiввiдношенням (26) i (31) справджується таке твердження.
Наслiдок 1. Для точок M1 i M2 для всiх ν̃ ∈ R виконується спiввiдношення

Gm1

(x2(t)− x1(t− τ1,2(t)))2
+

Gm2

(x2(t− τ2,1(t))− x1(t))2
=

=
Gm1

(x̃2(t)− x̃1(t− τ1,2(t)))2
+

Gm2

(x̃2(t− τ2,1(t))− x̃1(t))2
.

Далi розглянемо систему (9) з використанням iнерцiальної системи, що вiдповiдає
рис. 1.

Справджуються такi допомiжнi твердження, що прояснюють властивостi руху точки
M2 вiдносно точки M1.

Лема 2. V1 6= ∅ i v∗2,∞ ∈ V1.
Доведення. Нехай v2(t0) − v1(t0) ∈ (−c, 0]. Згiдно з (26) швидкiсть руху точки M2

вiдносно точки M1 буде вiд’ємною i значення цiєї швидкостi строго спадатиме, оскiльки

Gm1

(x2(s)− x1(s− τ1,2(s)))2
+

Gm2

(x2(s− τ2,1(s))− x1(s))2
> 0.

Тому функцiя x2(t)−x1(t), що описує рух точки M2 вiдносно точки M1, є строго спадною
i limt→T−0(x2(t)− x1(t)) = 0 для деякого моменту часу T > t0.

Iз механiчної точки зору це означає, що в момент часу T вiдбудеться зiткнення точок
M1 i M2. Отже, V1 6= ∅.

Для подальшого нам потрiбнi спiввiдношення

d
(
v2(t)− v1(t)

)2
dt

=

= 2
(
v2(t)− v1(t)

)
(v̇2(t)− v̇1(t)) =

= 2
(
v2(t)− v1(t)

)(
− Gm1

(x2(t)− x1(t− τ1,2(t)))2
− Gm2

(x2(t− τ2,1(t))− x1(t))2

)
(32)
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i (
v2(t)− v1(t)

)2
= (v2(t0)− v1(t0))2−

−
t∫

t0

2Gm1 d(x2(s)− x1(s))
(x2(s)− x1(s− τ1,2(s)))2

−
t∫

t0

2Gm2 d(x2(s)− x1(s))
(x2(s− τ2,1(s))− x1(s))2

, (33)

що отримуються з використанням (26) та рiвностi
(
v2(t)− v1(t)

)
dt = d(x2(t)− x1(t)).

Покажемо, що правильним є включення v∗2,∞ ∈ V1. Припустимо, що це включення є
хибним, тобто у випадку v2(t0)− v1(t0) = v2,∞ виконуються спiввiдношення

v2(t)− v1(t) > 0 для всiх t > t0 (34)

i

lim
t→+∞

(x2(t)− x1(t)) = +∞. (35)

Зауважимо, що у випадку v2,∞ 6∈ V1 згiдно з (28) i (29) виконання рiвностi (35) та спiввiд-
ношення

v2(t)− v1(t) ≤ 0, t ≥ t1,

для деякого t1 > t0 не можливе.
Завдяки строгому зростанню функцiй t − τ1,2(t) i t − τ2,1(t) на промiжку (t0,+∞),

спiввiдношенням (34), (35) i лемi 1 для кожного t > t2, де t2 — таке число, що min{t2 −
− τ1,2(t2), t2 − τ2,1(t2)} > t0, iснує ν̃ ∈ R, для якого

v2(t)− v1(t) = ṽ2(t)− ṽ1(t) > 0,

де ṽ1(t) = ˙̃x1(t) i ṽ2(t) = ˙̃x2(t),

lim
t→+∞

(x̃2(t)− x̃1(t)) = +∞, (36)

ṽ1(t) < 0, ṽ2(t) > 0, (37)

x̃1(t) < x̃1(t− τ1,2(t)) (38)

i

x̃2(t) > x̃2(t− τ2,1(t)). (39)

Нерiвностi (37) випливають iз (34) при вiдповiдному виборi ν̃ ∈ R.
Нерiвностi (38) i (39) на пiдставi формули Тейлора [12], нерiвностей (24), (25) i (37) та

тотожностей (30) випливають iз спiввiдношень

x̃1(t− τ1,2(t))− x̃1(t) = −τ1,2(t)ṽ1(t) +
1

2
τ21,2(t)

Gm2

(x̃2(ξ1 − τ2,1(ξ1))− x̃1(ξ1))2
> 0

i
x̃2(t− τ2,1(t))− x̃2(t) = −τ2,1(t)ṽ2(t) +

1

2
τ22,1(t)

Gm1

(x̃1(ξ2 − τ1,2(ξ2))− x̃2(ξ2))2
< 0,
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в яких ξ1 i ξ2 — деякi числа з промiжкiв (t− τ1,2(t), t) i (t− τ2,1(t), t) вiдповiдно, на яких
функцiї x1(t) i x2(t) є двiчi неперервно диференцiйовними.

Далi для розв’язкiв x1(t) i x2(t) системи (9) використаємо рiвностi

t∫
t2

2G(m1 +m2)

(x̃2(s)− x̃1(s))2
d(x̃2(s)− x̃1(s)) =

=
(
v∗2,∞

)2 − t2∫
t0

2G(m1 +m2)

(x̃2(s)− x̃1(s))2
d(x̃2(s)− x̃1(s))−

− 2G(m1 +m2)

x̃2(t)− x̃1(t)
=

2G(m1 +m2)

x̃2(t2)− x̃1(t2)
− 2G(m1 +m2)

x̃2(t)− x̃1(t)
, t ≥ t2,

що є правильними для кожного ν̃ ∈ R завдяки (12), (34), (35) i лемi 1.
Цi рiвностi у випадку v2(t0)− v1(t0) = v∗2,∞ дають змогу подати (33) у виглядi

(
v2(t)− v1(t)

)2
= (v2(t0)− v1(t0))2 −

t2∫
t0

2Gm1 d(x2(s)− x1(s))
(x2(s)− x1(s− τ1,2(s)))2

−

−
t2∫
t0

2Gm2 d(x2(s)− x1(s))
(x2(s− τ2,1(s))− x1(s))2

−
t∫

t2

2Gm1 d(x2(s)− x1(s))
(x2(s)− x1(s− τ1,2(s)))2

−

−
t∫

t2

2Gm2 d(x2(s)− x1(s))
(x2(s− τ2,1(s))− x1(s))2

=
2G(m1 +m2)

x2(t2)− x1(t2)
−

−
t∫

t2

2Gm1 d(x2(s)− x1(s))
(x2(s)− x1(s− τ1,2(s)))2

−
t∫

t2

2Gm2 d(x2(s)− x1(s))
(x2(s− τ2,1(s))− x1(s))2

=

=
2G(m1 +m2)

x̃2(t)− x̃1(t)
−

t∫
t2

2Gm1 d(x̃2(s)− x̃1(s))
(x̃2(s)− x̃1(s− τ1,2(s)))2

−

−
t∫

t2

2Gm2 d(x̃2(s)− x̃1(s))
(x̃2(s− τ2,1(s))− x̃1(s))2

+

t∫
t2

2G(m1 +m2)

(x̃2(s)− x̃1(s))2
d(x̃2(s)− x̃1(s)).

Тут також використано лему 1 i наслiдок 1.
Отже,

(
v2(t)− v1(t)

)2
=

2G(m1 +m2)

x̃2(t)− x̃1(t)
−

t∫
t2

(
2Gm1

(x̃2(s)− x̃1(s− τ1,2(s)))2
+
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+
2Gm2

(x̃2(s− τ2,1(s))− x̃1(s))2
−

− 2G(m1 +m2)

(x̃2(s)− x̃1(s))2

)
d (x̃2(s)− x̃1(s)) , t ≥ t2. (40)

Оскiльки згiдно з лемою 1 i наслiдком 1 iнтеграл у правiй частинi (40) не залежить вiд
вибору ν̃ ∈ R, то на пiдставi (38) i (39) для кожного s ∈ [t0, t] можна вибрати ν̃ так, щоб

|x̃2(s)− x̃1(s− τ1,2(s)))| < |x̃2(s)− x̃1(s)|

i
|x̃2(s− τ2,1(s)))− x̃1(s)| < |x̃2(s)− x̃1(s)| .

Тому функцiя

I(t) =

t∫
t0

(
2Gm1

(x̃2(s)− x̃1(s− τ1,2(s)))2
+

2Gm2

(x̃2(s− τ2,1(s))− x̃1(s))2
−

− 2G(m1 +m2)

(x̃2(s)− x̃1(s))2

)
d (x̃2(s)− x̃1(s))

для кожного t > t2 буде набувати додатних значень i буде строго зростаючою на [t0,+∞).
Тодi завдяки (36) i (40) v2(t1) − v1(t1) = 0 для деякого t1 > t2, що на пiдставi проведених
на початку доведення леми мiркувань суперечить (35).

Отже, припущення, що v∗2,∞ 6∈ V1, є хибним.
Лему 2 доведено.
Лема 3. V2 6= ∅.
Доведення. Використаємо спiввiдношення (33) у випадку

v2(t0)− v1(t0) = 2v∗2,∞. (41)

Це спiввiдношення має вигляд

(
v2(t)− v1(t)

)2
=

8G(m1 +m2)

x2(t0)− x1(t0)
−

t∫
t0

(
2Gm1

(x2(s)− x1(s− τ1,2(s)))2
+

+
2Gm2

(x2(s− τ2,1(s))− x1(s))2

)
d(x2(s)− x1(s)). (42)

Виконується включення
2v∗2,∞ ∈ V2.

Справдi, функцiя v2(t) − v1(t), для якої справджується рiвнiсть (41), є неперервною
в точцi t0. Тому згiдно з (42) множина промiжкiв [t0, θ), θ > t0, на кожному з яких
v2(t)− v1(t) > 0, є не порожньою. Припустимо, що для деякого T > t0

v2(t)− v1(t) > 0 для всiх t ∈ [t0, T ) (43)
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i

v2(T )− v1(T ) = 0. (44)

Зазначимо, що завдяки (43)

x2(T )− x1(T ) > 0. (45)

Використаємо спiввiдношення

x1(s− τ1,2(s)) <
x1(s) + x2(s)

2
< x2(s− τ2,1(s)), (46)

що легко встановлюється за допомогою таких спiввiдношень про розмiщення точок M1 i
M2 на осi Ox та їхнiх швидкостей руху:

max{x1(s), x1(s− τ1,2(s))} < x2(s), x1(s) < min{x2(s), x2(s− τ2,1(s))}

(див. (24) i (25)) i
max

{∣∣ẋ1(s)∣∣, ∣∣ẋ2(s)∣∣} < c

(обмеження на швидкостi руху точок M1 i M2 потрiбне для обґрунтування спiввiдно-
шень (24) i (25)). У наведених допомiжних спiввiдношеннях s — довiльний елемент iз
[t0 −max{τ1,2(t0), τ2,1(t0)},+∞) такий, що x2(s) > x1(s).

Iз (46) випливає, що

max

{
x2(s)− x1(s)

x2(s)− x1(s− τ1,2(s))
,

x2(s)− x1(s)
x2(s− τ2,1(s))− x1(s)

}
< 2 (47)

для всiх s ∈ [t0 −max{τ1,2(t0), τ2,1(t0)},+∞), для яких x2(s) > x1(s).
На пiдставi (47) для всiх t ∈ (t0, T ]

t∫
t0

(
2Gm1

(x2(s)− x1(s− τ1,2(s)))2
+

2Gm2

(x2(s− τ2,1(s))− x1(s))2

)
d(x2(s)− x1(s)) <

< 8G(m1 +m2)

t∫
t0

d(x2(s)− x1(s))
(x2(s)− x1(s))2

=
8G(m1 +m2)

x2(t0)− x1(t0)
− 8G(m1 +m2)

x2(t)− x1(t)
.

Звiдси з урахуванням (42) i (45) отримуємо спiввiдношення(
v2(t)− v1(t)

)2
>

8G(m1 +m2)

x2(T )− x1(T )
> 0,

що суперечить (44).
Отже, спiввiдношення (43) є правильним i при T = +∞. Тодi на пiдставi (28)

lim
t→+∞

(x2(t)− x1(t)) = +∞.

Отже, 2v∗2,∞ ∈ V2 i V2 6= ∅.
Лему 3 доведено.
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Лема 4. Множина V2 є замкненою i зв’язною.
Доведення. Використаємо стандартнi початковi умови, що використовувалися на по-

переднiх кроках. Нехай x1(t) i x2(t) — вiдповiднi розв’язки системи (9) i

v2(t0)− v1(t0) ∈ V2. (48)

Завдяки цьому включенню

v2(t)− v1(t) > 0, t ≥ t0, (49)

i

lim
t→+∞

(x2(t)− x1(t)) = +∞. (50)

Розглянемо довiльне число δ ≥ 0 i розв’язки x1,δ(t), x2,δ(t) системи (9), для яких

x1,δ(t) = x1(t) i x2,δ(t) = x2(t) для всiх t ∈ It0 , (51)

x1,0(t) = x1(t) i x2,0(t) = x2(t) для всiх t ∈ It0 ∪ [t0,+∞), (52)

lim
t→t0+0

ẋ2,δ(t) = v2(t0) + δ (53)

i вимога limt→t0−0 ẋ1,δ(t) = v1(t0) з урахуванням (27) може не справджуватися.
Тодi для функцiй x2,δ(t)− x1,δ(t) i v2,δ(t)− v1,δ(t) = ẋ2,δ(t)− ẋ1,δ(t) виконуються iнтег-

ральнi спiввiдношення

v2,δ(t)− v1,δ(t) = v2(t0) + δ − v1(t0)−

−
t∫

t0

(
Gm1

(x2,δ(s)− x1,δ(s− τ1,2,δ(s)))2
+

Gm2

(x2,δ(s− τ2,1,δ(s))− x1,δ(s))2

)
ds

(54)

i

x2,δ(t)− x1,δ(t) = x2(t0)− x1(t0) + (t− t0)(v2(t0) + δ − v1(t0))−

−
t∫

t0

 τ∫
t0

(
Gm1

(x2,δ(s)− x1,δ(s− τ1,2,δ(s)))2
+

+
Gm2

(x2,δ (s− τ2,1,δ(s))− x1,δ(s))2

)
ds

dτ, (55)

аналогiчнi спiввiдношенням (28) i (29), де t — довiльний момент часу з деякого промiжку[
t0, t

∗) ⊂ [t0,+∞), на якому x2,δ(t)−x1,δ(t) > 0, i τ1,2,δ(s), τ2,1,δ(s) —запiзнення, що згiдно
з третiм i четвертим рiвняннями системи (9) та розмiщенням точок M1 i M2 на осi Ox
задовольняють спiввiдношення

cτ2,1,δ(s) = x2,δ(s− τ2,1,δ(s))− x1,δ(s), (56)
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cτ1,2,δ(s) = x2,δ(s)− x1,δ(s− τ1,2,δ(s)). (57)

Зазначимо,що при δ = 0 спiввiдношення (54) i (55) збiгаються iз спiввiдношеннями (28)
i (29) вiдповiдно, а (56) i (57) — з третiм i четвертим рiвняннями системи (9) i τ1,2,0(s) =
= τ1,2(s), τ2,1,0(s) = τ2,1(s).

Згiдно з (9) та (53) також виконуються спiввiдношення

x2,δ(t) = x2(t0) + (t− t0)(v2(t0) + δ)−
t∫

t0

 τ∫
t0

Gm1

(x2,δ(s)− x1,δ(s− τ1,2,δ(s)))2
ds

dτ (58)

i

x1,δ(t) = x1(t0) + (t− t0)v1(t0) +

t∫
t0

 τ∫
t0

Gm2

(x2,δ(s− τ2,1,δ(s))− x1,δ(s))2
ds

dτ. (59)

З’ясуємо вплив величини δ на функцiї x2,δ(t)− x1,δ(t) i v2,δ(t)− v1,δ(t) при t > t0.
Зазначимо, що завдяки (54) i (55) цi функцiї залежать вiд x2,δ(s) − x1,δ(s − τ1,2,δ(s)) i

x2,δ(s− τ2,1,δ(s))− x1,δ(s) i в точках s множини

Rδ = {s : s− τ1,2,δ(s) = t0} ∪ {s : s− τ2,1,δ(s) = t0}

правi частини (56) i (57) є неперервними i можуть бути не диференцiйовними. На пiдставi
строгого зростання функцiй s − τ1,2,δ(s) i s − τ2,1,δ(s) множина Rδ для кожного δ ≥ 0
мiстить одну або двi точки.

Продиференцiюємо обидвi частини (56) i (57) по δ. При s ∈
[
t0, t

∗) \Rδ отримаємо
c
dτ2,1,δ(s)

dδ
=
d(x2,δ(s− τ2,1,δ(s))− x1,δ(s))

dδ
= −v2,δ(s− τ2,1,δ(s))

dτ2,1,δ(s)

dδ
−
dx1,δ(s)

dδ
,

c
dτ1,2,δ(s)

dδ
=
d(x2,δ(s)− x1,δ(s− τ1,2,δ(s)))

dδ
=
dx2,δ(s)

dδ
+ v1,δ(s− τ1,2,δ(s))

dτ1,2,δ(s)

dδ
.

Звiдси одержуємо, що

dτ2,1,δ(s)

dδ
= − 1

c+ v2,δ(s− τ2,1,δ(s))
dx1,δ(s)

dδ
, (60)

dτ1,2,δ(s)

dδ
=

1

c− v1,δ(s− τ1,2,δ(s))
dx2,δ(s)

dδ
, (61)

якщо s ∈
[
t0, t

∗) \Rδ.
Далi продиференцiюємо обидвi частини (58) i (59) по змiннiй δ. З урахуванням (60) i

(61) маємо

dx2,δ(t)

dδ
= t− t0+

+

t∫
t0

 τ∫
t0

2Gm1

(x2,δ(s)− x1,δ (s− τ1,2,δ(s)))3
d((x2,δ(s)− x1,δ(s− τ1,2,δ(s)))

dδ
ds

dτ =
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= t− t0 +

t∫
t0

 τ∫
t0

2Gm1

(x2,δ(s)− x1,δ(s− τ1,2,δ(s)))3
c dτ1,2,δ(s)

dδ
ds

dτ =

= t− t0 +

t∫
t0

 τ∫
t0

2Gm1

(x2,δ(s)− x1,δ(s− τ1,2,δ(s)))3
c

c− v1,δ(s− τ1,2,δ(s))
dx2,δ(s)

dδ
ds

dτ
(62)

i

dx1,δ(t)

dδ
= −

t∫
t0

 τ∫
t0

2Gm2

(x2,δ(s− τ2,1,δ(s))− x1,δ(s))3
d(x2,δ(s− τ2,1,δ(s))− x1,δ(s))

dδ
ds

dτ =

= −
t∫

t0

 τ∫
t0

2Gm2

(x2,δ(s− τ2,1,δ(s))− x1,δ(s))3
cτ2,1,δ(s)

dδ
ds

dτ =

=

t∫
t0

 τ∫
t0

2Gm2

(x2,δ(s− τ2,1,δ(s))− x1,δ(s))3
c

c+ v2,δ(s− τ2,1,δ(s))
dx1,δ(s)

dδ
ds

dτ. (63)

Диференцiювання пiд знаками iнтегралiв в (62) i (63) можливе завдяки теоремам Лебега
про граничний перехiд пiд знаком iнтеграла та iнтегровностi за Рiманом обмеженої майже
скрiзь неперервної функцiї [13, с. 120, 125] (пiдiнтегральнi функцiї в (62) i (63) неперервнi
й обмеженi на [t0, t) \Rδ, цi функцiї в точках множини Rδ мають скiнченнi верхнi й нижнi
(правi й лiвi) похiднi числа [14], що не впливають на значення вiдповiдних iнтегралiв).

Зазначимо, що завдяки (56), (57) та додатностi запiзнень τ2,1,δ(s) i τ1,2,δ(s) функцiї

2Gm1

(x2,δ(s)− x1,δ(s− τ1,2,δ(s)))3
c

c− v1,δ(s− τ1,2,δ(s))
(64)

i
2Gm2

(x2,δ(s− τ2,1,δ(s))− x1,δ(s))3
c

c+ v2,δ(s− τ2,1,δ(s))
(65)

в (62) i (63) неперервнi i додатнi на кожному промiжку [t0, t), для всiх точок якого

(x2,δ(s)− x1,δ(s− τ1,2,δ(s)))(x2,δ(s− τ2,1,δ(s))− x1,δ(s)) 6= 0. (66)

Тому на пiдставi (62) функцiя dx2,δ(t)/dδ набуватиме додатних значень на кожному iн-
тервалi (t0, t), для всiх точок якого виконується спiввiдношення (66). Функцiя dx1,δ(t)/dδ
на цьому iнтервалi набуватиме нульового значення, оскiльки спiввiдношення (63) по вiдно-
шенню до dx1,δ(t)/dδ є лiнiйним однорiдним рiвнянням iз квазiнiльпотентним оператором.

Отже,

d(x2,δ(t)− x1,δ(t))
dδ

=
dx2,δ(t)

dδ
−
dx1,δ(t)

dδ
=
dx2,δ(t)

dδ
> 0 (67)
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для кожного t > t0, для якого для всiх точок s ∈ (t0, t) виконується спiввiдношення (66).
Далi продиференцiюємо обидвi частини (54) по змiннiй δ. Враховуючи (56), (57), (60),

(61) та властивостi функцiй (64), (65), dx2,δ(t)/dδ i dx1,δ(t)/dδ, отримуємо, що

d(v2,δ(t)− v1,δ(t))
dδ

=

= 1 +

t∫
t0

2Gm1

(x2,δ(s)− x1,δ(s− τ1,2,δ(s)))3
c

c− v1,δ(s− τ1,2,δ(s))
dx2,δ(s)

dδ
ds+

+

t∫
t0

2Gm2

(x2,δ(s− τ2,1,δ(s))− x1,δ(s))3
c

c+ v2,δ(s− τ2,1,δ(s))
dx1,δ(s)

dδ
ds =

= 1 +

t∫
t0

2Gm1

(x2,δ(s)− x1,δ(s− τ1,2,δ(s)))3
c

c− v1,δ(s− τ1,2,δ(s))
dx2,δ(s)

dδ
ds ≥ 1 (68)

для кожного t > t0, для якого для всiх точок s ∈ (t0, t) виконується спiввiдношення (66).
Нерiвнiсть (68) виконується для всiх δ ≥ 0.

Iз наведених мiркувань та спiввiдношень (49), (50), (67) i (68) випливає, що

lim
t→+∞

(x2,δ(t)− x1,δ(t)) = +∞

для всiх δ ≥ 0.

Отже, завдяки (48) [v2(t0)− v1(t0),+∞) ⊂ V2.
Iз наведених мiркувань також випливає, що V2 =

⋃
v∈V2 [v,+∞). Тому V2 — зв’язна

множина.
Розглянемо швидкiсть руху v∗2,c = v2(t0) − v1(t0) точки M2 вiдносно точки M1, що

визначається рiвнiстю v∗2,c = infv∈V2 v.

Покажемо, що

v∗2,c ∈ V2. (69)

Звiдси буде випливати замкненiсть множини V2.
Припустимо, що спiввiдношення (69) є хибним, тобто

v∗2,c ∈ V1. (70)

Згiдно з лемою 2 v∗2,∞ ≤ v∗2,c. Тому v∗2,c > 0. На пiдставi (32), (33) i (70) на деякому
промiжку [t0, t1), t1 > t0, швидкiсть v2(t)− v1(t) руху точки M2 вiдносно точки M1 буде
додатною, строго зменшуватиметься i v2(t1) − v1(t1) = 0, причому вiдстань x2(t) − x1(t)
мiж точками M1 i M2 на промiжку [t0, t1) буде строго зростаючою. Завдяки мiркуванням
з доведення леми 2, на деякому промiжку [t1, t2), t2 > t1, рiзниця x2(t)− x1(t) буде строго
спадною i limt→t2−0(x2(t)− x1(t)) = 0 (точки M1 i M2 в момент часу t2 зiткнуться).

Зафiксуємо довiльне t+2 ∈ (t1, t2).
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Розглянемо довiльне число δ > 0 i розв’язки x1,δ(t) i x2,δ(t) системи (9), що задоволь-
няють умови (51) – (53), для яких

v2,δ(t0)− v1,δ(t0) = v2(t0)− v1(t0) + δ = v∗2,c + δ ∈ V2.

Iз неперервної залежностi розв’язкiв x1,δ(t) i x2,δ(t) вiд δ випливає, що

lim
δ→+0

max
t∈[t0,t+2 ]

∣∣(x2,δ(t)− x1,δ(t))− (x2(t)− x1(t))
∣∣ = 0.

Тому для достатньо малих значень δ > 0 вiдстань x2,δ(t)−x1,δ(t) мiж точками M1 i M2 не
буде строго зростаючою на [t0,+∞), що неможливо, оскiльки

(
v∗2,c,+∞

)
⊂ V2.

Отже, припущення про виконання спiввiдношення (70) є хибним.
Лему 4 доведено.
Лема 5. Множина V1 є вiдкритою i зв’язною.
Це твердження є наслiдком леми 4.
Згiдно з наведеними лемами та їхнiми доведеннями правильним є таке твердження.
Теорема 2. Нехай функцiї ψ1(s) i ψ2(s) є початковими значеннями розв’язку x1(t) i

x2(t) системи (9), цi функцiї є неперервно диференцiйовними на int It0 i неперервними на It0 ,
ψ2(s) − ψ1(s) > 0 для всiх s ∈ It0 , похiднi ψ̇1(s), ψ̇2(s) обмеженi та iнтегровнi на int It0 ,
iснують границi lims→t0−0 ψ̇i(s), i = 1, 2, v1(t0), v2(t0) — довiльнi числа з промiжку (−c, c),
для яких v2(t0) − v1(t0) ∈ (−c, c), i границi lims→t0−0 ψ̇1(s)), lims→t0−0 ψ̇2(s) можуть не
збiгатися з v1(t0)) i v2(t0)) вiдповiдно.

Нехай:
1) x1(t− τ1,2(t)) = ψ1(t− τ1,2(t)) для всiх t ≥ t0, для яких t− τ1,2(t) ∈ [t0 − τ1,2(t0), t0], i

x2(t− τ2,1(t)) = ψ2(t− τ2,1(t)) для всiх t ≥ t0, для яких t− τ2,1(t) ∈ [t0 − τ2,1(t0), t0];
2) cτ2,1(t0) = ψ2(t0 − τ2,1(t0))− ψ1(t0) i cτ1,2(t0) = ψ2(t0)− ψ1(t0 − τ1,2(t0)).

Тодi:
1) якщо v2(t0)−v1(t0) ∈ (−c, 0], то iснує таке число T > t0, що для розв’язку x1(t), x2(t)

системи (9) рiзниця x2(t) − x1(t) на промiжку [t0, T ) є строго спадною i limt→T−0(x2(t) −
− x1(t)) = 0 (точки M1 i M2 в момент часу T зiткнуться);

2) iснує таке число v∗2,c > v∗2,∞, що
а) якщо v2(t0) − v1(t0) ∈

(
0, v∗2,c

)
, то для деяких чисел T1, T2 (t0 < T1 < T2 ) для роз-

в’язку x1(t), x2(t) системи (9) рiзниця x2(t)− x1(t) на промiжках [t0, T1) i [T1, T2) є строго
зростаючою i строго спадною вiдповiдно i limt→T2−0(x2(t) − x1(t)) = 0 (точки M1 i M2 в
момент часу T2 зiткнуться);

б) якщо v2(t0)− v1(t0) ≥ v∗2,c, то для розв’язку x1(t), x2(t) системи (9) рiзниця x2(t)−
− x1(t) на [t0,+∞) є строго зростаючою i limt→+∞(x2(t)− x1(t)) = +∞.

Зауваження 2. У теоремi 2 x2(t)− x1(t) — це вiдстань мiж точками M1 i M2.

Зауваження 3. Швидкiсть v∗2,c в теоремi 2 є другою космiчною швидкiстю з урахуван-
ням швидкостi гравiтацiї. Це мiнiмальна швидкiсть v2(t0) − v1(t0), з якою має рухатися
точка M2 вiдносно точки M1 у момент часу t0, з координатами x2(t) i x1(t) в момент часу
t, щоб limt→+∞(x2(t) − x1(t)) = +∞. Згiдно з лемою 2 i доведенням леми 4 v∗2,c > v∗2,∞,
тобто реальна друга космiчна швидкiсть v∗2,c (завдяки скiнченностi швидкостi гравiтацiї)
бiльша другої космiчної швидкостi v∗2,∞, що розглядається в класичнiй небеснiй механiцi.

4.3. Оцiнки рiзницi v∗2,c − v∗2,∞ . Для з’ясування величини рiзницi v∗2,c − v∗2,∞ нам
потрiбнi допомiжнi твердження.
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Лема 6. Нехай для розв’язку x1(t) i x2(t) системи (9) виконуються умови теореми 2.
Якщо

(x2(s)− x1(s− τ1,2(s)))(x2(s− τ2,1(s))− x1(s)) 6= 0

для кожного s ∈ [t0, T ), то справджуються рiвностi

1

(x2(s)− x1(s− τ1,2(s)))2
=

(
1 +

v∗1(s)

c

)2 1

(x2(s)− x1(s))2
(71)

i

1

(x2(s− τ2,1(s))− x1(s))2
=

(
1 +

v∗2(s)

c

)2 1

(x2(s)− x1(s))2
(72)

для всiх s ∈ [t0, T ), де

v∗1(s) =
x1(s− τ1,2(s))− x1(s)

τ1,2(s)
i v∗2(s) =

x2(s)− x2(s− τ2,1(s))
τ2,1(s)

.

Зазначимо, що v∗1(s) i v∗2(s) є середнiмишвидкостями руху точокM1 iM2 на промiжках
[s− τ1,2(s), s] i [s− τ2,1(s), s] вiдповiдно.

Доведення. Зафiксуємо довiльне s ∈ [t0, T ). Легко перевiрити, що правильними є рiв-
ностi

1

(x2(s)− x1(s− τ1,2(s)))2
=

(
1 +
−x1(s) + x1(s− τ1,2(s))
x2(s)− x1(s− τ1,2(s))

)2 1

(x2(s)− x1(s))2
(73)

i

1

(x2(s− τ2,1(s))− x1(s))2
=

(
1 +

x2(s)− x2(s− τ2,1(s))
x2(s− τ2,1(s))− x1(s)

)2 1

(x2(s)− x1(s))2
. (74)

Згiдно з (9), (24) i (25)

x2(s)− x1(s− τ1,2(s)) = cτ1,2(s) i x2(s− τ2,1(s))− x1(s) = cτ2,1(s).

Тому

−x1(s) + x1(s− τ1,2(s))
x2(s)− x1(s− τ1,2(s))

=
v∗1(s)

c
i x2(s)− x2(s− τ2,1(s))

x2(s− τ2,1(s))− x1(s)
=
v∗2(s)

c
.

Звiдси з урахуванням (73) i (74) отримуємо (71) i (72).
Лему 6 доведено.
Лема 7. Якщо швидкостi руху точок M1 i M2 є обмеженими на промiжку [t0,+∞) i

числа ε1, ε2 є такими, що

m1ε1
m1 +m2

≥
sups>t0−τ1,2(t0)

∣∣v∗1(s)
∣∣

c
i

m2ε2
m1 +m2

≥
sups>t0−τ1,2(t0)

∣∣v∗2(s)
∣∣

c
, (75)

то √(
1 +

m1ε1
m1 +m2

)2 2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+

(
1 +

m2ε2
m1 +m2

)2 2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
∈ V2. (76)
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Доведення. Використаємо спiввiдношення (33) у випадку

v2(t0)− v1(t0) =

=

√(
1 +

m1ε1
m1 +m2

)2 2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+

(
1 +

m2ε2
m1 +m2

)2 2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
. (77)

Це спiввiдношення з урахуванням (12) має вигляд

(
v2(t)− v1(t)

)2
=

(
1 +

m1ε1
m1 +m2

)2 2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+

+

(
1 +

m2ε2
m1 +m2

)2 2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
−

−
t∫

t0

2Gm1 d(x2(s)− x1(s))
(x2(s)− x1(s− τ1,2(s)))2

−
t∫

t0

2Gm2 d(x2(s)− x1(s))
(x2(s− τ2,1(s))− x1(s))2

. (78)

Покажемо правильнiсть включення (76).
Функцiя v2(t) − v1(t), для якої справджується рiвнiсть (77), є неперервною в точцi t0.

Тому згiдно з (78) множина промiжкiв [t0, θ), θ > t0, на кожному з яких v2(t)− v1(t) > 0,
є не порожньою.

Припустимо, що для деякого T > t0

v2(t)− v1(t) > 0 для всiх t ∈ [t0, T ) (79)

i

v2(T )− v1(T ) = 0. (80)

Зазначимо, що завдяки (79) x2(T )− x1(T ) > 0.
На пiдставi (71), (72) i (75) для всiх t ∈ (t0, T ]

t∫
t0

2Gm1 d(x2(s)− x1(s))
(x2(s)− x1(s− τ1,2(s)))2

+

t∫
t0

2Gm2 d(x2(s)− x1(s))
(x2(s− τ2,1(s))− x1(s))2

=

=

t∫
t0

(
2Gm1

(
1 +

v∗1(s)

c

)2

+ 2Gm2

(
1 +

v∗2(s)

c

)2
)
d(x2(s)− x1(s))
(x2(s)− x1(s))2

≤

≤

(
1 +

sups>t0−τ1,2(t0)
∣∣v∗1(s)

∣∣
c

)2

2Gm1

t∫
t0

d(x2(s)− x1(s))
(x2(s)− x1(s))2

+

+

(
1 +

sups>t0−τ2,1(t0)
∣∣v∗2(s)

∣∣
c

)2

2Gm2

t∫
t0

d(x2(s)− x1(s))
(x2(s)− x1(s))2

=
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=

(
1 +

sups>t0−τ1,2(t0)
∣∣v∗1(s)

∣∣
c

)2(
2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
− 2Gm1

x2(T )− x1(T )

)
+

+

(
1 +

sups>t0−τ2,1(t0)
∣∣v∗2(s)

∣∣
c

)2(
2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
− 2Gm2

x2(T )− x1(T )

)
.

Завдяки (75) i (78)

(
v2(t)− v1(t)

)2 ≥ (1 +
m1ε1

m1 +m2

)2 2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+

+

(
1 +

m2ε2
m1 +m2

)2 2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
−

−

(
1 +

sups>t0−τ1,2(t0)
∣∣v∗1(s)

∣∣
c

)2(
2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
− 2Gm1

x2(T )− x1(T )

)
−

−

(
1 +

sups>t0−τ2,1(t0)
∣∣v∗2(s)

∣∣
c

)2(
2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
− 2Gm2

x2(T )− x1(T )

)
=

=

(1 +
m1ε1

m1 +m2

)2

−

(
1 +

sups>t0−τ1,2(t0)
∣∣v∗1(s)

∣∣
c

)2
 2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+

+

(1 +
m2ε2

m1 +m2

)2

−

(
1 +

sups>t0−τ2,1(t0)
∣∣v∗2(s)

∣∣
c

)2
 2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
+

+

(
1 +

sups>t0−τ1,2(t0)
∣∣v∗1(s)

∣∣
c

)2
2Gm1

x2(T )− x1(T )
+

+

(
1 +

sups>t0−τ2,1(t0)
∣∣v∗2(s)

∣∣
c

)2
2Gm2

x2(T )− x1(T )
> 0,

що суперечить (80).
Отже, спiввiдношення (79) виконується i при T = +∞. Тому, аналогiчно з доведенням

леми 3, limt→+∞(x2(t)− x1(t)) = +∞.
Отже, включення (76) виконується.
Лему 7 доведено.
Зауваження 4. Швидкостi руху точок M1 i M2 є обмеженими на промiжку [t0,+∞),

якщо немає зiткнень цих точок, тобто inft≥t0(x2(t)− x2(t)) > 0.

Зауваження 5. Згiдно з лемою 7 та означенням v∗2,c справджується нерiвнiсть

v∗2,c ≤ v∗2,c,ε1,ε2 ,
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де

v∗2,c,ε1,ε2 =

√(
1 +

m1ε1
m1 +m2

)2 2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+

(
1 +

m2ε2
m1 +m2

)2 2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
. (81)

Лема 8. Якщо додатнi числа µ1 i µ2 є такими, що

m1µ1
m1 +m2

<
sups>t0−τ1,2(t0)

∣∣v∗1(s)
∣∣

c
i

m2µ2
m1 +m2

<
sups>t0−τ1,2(t0)

∣∣v∗2(s)
∣∣

c
, (82)

то √(
1 +

m1µ1
m1 +m2

)2 2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+

(
1 +

m2µ2
m1 +m2

)2 2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
∈ V1. (83)

Доведення. Використаємо спiввiдношення (33) у випадку

v2(t0)− v1(t0) =

√(
1 +

m1µ1
m1 +m2

)2 2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+

(
1 +

m2µ2
m1 +m2

)2 2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
.

Це спiввiдношення має вигляд

(
v2(t)− v1(t)

)2
=

(
1 +

m1µ1
m1 +m2

)2 2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+

+

(
1 +

m2µ2
m1 +m2

)2 2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
−

−
t∫

t0

2Gm1 d(x2(s)− x1(s))
(x2(s)− x1(s− τ1,2(s)))2

−
t∫

t0

2Gm2 d(x2(s)− x1(s))
(x2(s− τ2,1(s))− x1(s))2

, (84)

Припустимо, що, як i при доведеннi леми 2, включення (83) є хибним, тобто викону-
ються спiввiдношення

v2(t)− v1(t) > 0 для всiх t > t0 (85)

i

lim
t→+∞

(x2(t)− x1(t)) = +∞. (86)

Враховуючи рiвностi
t∫

t0

2G(m1 +m2)

(x2(s)− x1(s))2
d(x2(s)− x1(s)) =

2G(m1 +m2)

x2(t0)− x1(t0)
− 2G(m1 +m2)

x2(t)− x1(t)
, t ≥ t0,

якi є правильними завдяки (85) i (86), подамо (84) у виглядi

(
v2(t)− v1(t)

)2
=

((
1 +

m1µ1
m1 +m2

)2

− 1

)
2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+
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+

((
1 +

m2µ2
m1 +m2

)2

− 1

)
2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
+

+
2G(m1 +m2)

x2(t)− x1(t)
−

t∫
t0

2Gm1 d(x2(s)− x1(s))
(x2(s)− x1(s− τ1,2(s)))2

−

−
t∫

t0

2Gm2 d(x2(s)− x1(s))
(x2(s− τ2,1(s))− x1(s))2

+

t∫
t0

2G(m1 +m2)

(x2(s)− x1(s))2
d(x2(s)− x1(s)).

(87)

Застосовуючи до (87) лему 6, отримуємо, що для всiх t ≥ t0(
v2(t)− v1(t)

)2
=

((
1 +

m1µ1
m1 +m2

)2

− 1

)
2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+

+

((
1 +

m2µ2
m1 +m2

)2

− 1

)
2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
+

2G(m1 +m2)

x2(t)− x1(t)
−

− 2Gm1

t∫
t0

((
1 +

v∗1(s)

c

)2

− 1

)
d(x2(s)− x1(s))
(x2(s)− x1(s))2

−

− 2Gm2

∫ t

t0

((
1 +

v∗2(s)

c

)2
− 1

)
d(x2(s)− x1(s))
(x2(s)− x1(s))2

≥

≥

((
1 +

m1µ1
m1 +m2

)2
− 1

)
2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+

+

((
1 +

m2µ2
m1 +m2

)2
− 1

)
2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
+

2G(m1 +m2)

x2(t)− x1(t)
−

−

(1 +
sups>t0−τ1,2(t0)

∣∣v∗1(s)
∣∣

c

)2

− 1

( 2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
− 2Gm1

x2(t)− x1(t)

)
−

−

(1 +
sups>t0−τ2,1(t0)

∣∣v∗2(s)
∣∣

c

)2

− 1

( 2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
− 2Gm2

x2(t)− x1(t)

)
.

Звiдси з урахуванням рiвностi limt→+∞ 1/(x2(t) − x1(t)) = 0 та вимог (82) до µ1 i µ2
випливає iснування числа t1 > t0, для якого v2(t1)− v1(t1) = 0, що суперечить (85).

Отже, включення (83) у випадку виконання (82) є правильним.
Лему 8 доведено.
Зауваження 6. Справджується нерiвнiсть

v∗2,∞ < v∗2,∞,µ1,µ2 ,
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де

v∗2,∞,µ1,µ2 =

√(
1 +

m1µ1
m1 +m2

)2 2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+

(
1 +

m2µ2
m1 +m2

)2 2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
. (88)

Ця нерiвнiсть — наслiдок спiввiдношень(
1 +

m1µ1
m1 +m2

)2 2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+

(
1 +

m2µ2
m1 +m2

)2 2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
>

>
2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+

2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
= v∗2,∞.

Згiдно з наведеними дослiдженнями 0 < v∗2,∞ < v∗2,∞,µ1,µ2 < v∗2,c ≤ v∗2,c,ε1,ε2 < +∞ i

0 < v∗2,∞,µ1,µ2 − v
∗
2,∞ < v∗2,c − v∗2,∞ ≤ v∗2,c,ε1,ε2 − v

∗
2,∞. (89)

Завдяки (89) та рiвностям (12), (81), (88) справджується таке твердження про оцiнки
для рiзницi v∗2,c − v∗2,∞.

Теорема 3. Для других космiчних швидкостей v∗2,c i v∗2,∞ справджується спiввiдношення

0 <

√(
1 +

m1µ1
m1 +m2

)2 2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+

(
1 +

m2µ2
m1 +m2

)2 2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
−

−

√
2G(m1 +m2)

x2(t0)− x1(t0)
< v∗2,c − v∗2,∞ ≤ −

√
2G(m1 +m2)

x2(t0)− x1(t0)
+

+

√(
1 +

m1ε1
m1 +m2

)2 2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+

(
1 +

m2ε2
m1 +m2

)2 2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
(90)

для всiх ε1, ε2, µ1 i µ2, що задовольняють (75) i (82).
Зауваження 7. У зв’язку з тим, що рiзницi ε1 − µ1 i ε2 − µ2 можуть бути як завгодно

малими, з (90) та (12) випливає, що

v∗2,c =

√(
1 +

m1ε1
m1 +m2

)2 2Gm1

x2(t0)− x1(t0)
+

(
1 +

m2ε2
m1 +m2

)2 2Gm2

x2(t0)− x1(t0)
, (91)

де

m1ε1
m1 +m2

=
sups>t0−τ1,2(t0)

∣∣v∗1(s)
∣∣

c
i m2ε2

m1 +m2
=

sups>t0−τ1,2(t0)
∣∣v∗2(s)

∣∣
c

. (92)

Зауваження 8. Друга космiчна швидкiсть v∗2,∞ у небеснiй механiцi Ньютона отриму-
ється при c = +∞ з другої космiчної швидкостi v∗2,c небесної механiки, що враховує
скiнченнiсть швидкостi гравiтацiї (формула (91) є узагальненням формули (12)). Справдi,
на пiдставi (12), (91) i (92) limc→+∞ v

∗
2,c = v∗2,∞.
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5. Друга космiчна швидкiсть на поверхнi Землi. З’ясуємо величину другої космiчної
швидкостi v∗2,c на поверхнi Землi. Нагадаємо, що v∗2,∞ = 11,2 км · с−1 у випадку механiки
Ньютона (див. [15, с. 28]).

Використаємо iнерцiальну систему координат таку, що i в п. 4 (див. рис. 1).
Розглянемо тiло з масою m, що до моменту часу t0, включаючи i цей момент, знахо-

диться на поверхнi Землi, маса i радiус якого вiдповiдно дорiвнюютьM⊕ i R. Вважаємо, що
в момент часу t0 тiло починає рухатися зi швидкiстю v2(t0) > 0 у вертикальному напрямку
(у напрямку координатної осi Ox). Тодi Земля починає рухатися в протилежному напрямку
зi швидкiстю v1(t0) < 0. Вважаємо, що

v2(t0)− v1(t0) = v∗2,c (93)

i сили опору вiдсутнi.
У припущеннi, що центр Землi збiгається з точкою O, рух Землi i тiла буде описуватися

системою рiвнянь (9), в якiй m1 = M⊕, m2 = m, i для якої x1(s) = 0, x2(s) = R для
s ≤ t0, ẋ1(t0 − 0) = ẋ2(t0 − 0) = 0, ẋ1(t0 + 0) = v1(t0) i ẋ2(t0 + 0) = v2(t0). У нашому
випадку x2(t0) − x1(t0) = R i розглянутi початковi умови задовольняють загальнi вимоги
до системи (9) i початкових значень її розв’язкiв (див. пп. 4.2).

На пiдставi (93) та доведення леми 4

lim
t→+∞

(x2(t)− x1(t)) = +∞ i lim
t→+∞

(
v2(t)− v1(t)

)
= 0. (94)

Враховуючи, що завдяки рiвнянням системи (9) швидкостi руху тiла i Землi будуть моно-
тонно зменшуватися i завдяки початковим значенням цих швидкостей v1(t) < 0 i v2(t) > 0
для t > t0, на пiдставi (94) отримуємо limt→+∞ vi(t) = 0, i = 1, 2. Тому

sup
s>t0−τ1,2(t0)

∣∣v∗1(s)
∣∣ = −v1(t0) i sup

s>t0−τ2,1(t0)

∣∣v∗2(s)
∣∣ = v2(t0). (95)

З’ясуємо зв’язок мiж v∗2,c i v∗2,∞. Для цього використаємо крiм (93) ще одне спiввiдно-
шення, що пов’язує v2(t0) i v1(t0). Згiдно з (9) i вимогами до руху тiла та Землi для кожного
достатньо малого числа δ > 0 справджується спiввiдношення

mv2(t0 + δ) +M⊕v1(t0 + δ)− (mv2(t0 − 0) +M⊕v1(t0 − 0)) =

= GmM⊕

t0+δ∫
t0−0

(
x1(t− τ1,2(t))− x2(t)
|x1(t− τ1,2(t))− x2(t)|3

+
x2(t− τ2,1(t))− x1(t)
|x2(t− τ2,1(t))− x1(t)|3

)
dt. (96)

Оскiльки пiдiнтегральна функцiя в (96) обмежена на промiжку [t0, t0 + δ], то згiдно з тим,
що v2(t0 − 0) = v1(t0 − 0) = 0,

mv2(t0) +M⊕v1(t0) = 0. (97)

На пiдставi (93) i (97) отримуємо

v1(t0) =
−mv∗2,c
M⊕ +m

, v2(t0) =
M⊕v

∗
2,c

M⊕ +m
. (98)
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Тому завдяки (92), (95) i (98)

M⊕ε1
M⊕ +m

=
mv∗2,c

c(M⊕ +m)
i mε2

M⊕ +m
=

M⊕v
∗
2,c

c(M⊕ +m)
.

Звiдси й (91) з урахуванням (12) отримуємо

v∗2,c =

√(
1 +

mv∗2,c
c(M⊕ +m)

)2
2GM⊕
R

+

(
1 +

M⊕v∗2,c
c(M⊕ +m)

)2
2Gm

R
. (99)

Знайдемо v∗2,c, використовуючи (99). Пiднесемо обидвi частини (99) до другого степеня
i подамо отримане спiввiдношення пiсля вiдповiдних перетворень у виглядi квадратного
рiвняння вiдносно v∗2,c :(

1− 2GmM⊕
c2(M⊕ +m)

)(
v∗2,c
)2

+
8GmM⊕

c(M⊕ +m)R
v∗2,c −

(
v∗2,∞

)2
= 0.

Отримуємо формулу про зв’язок мiж v∗2,c i v∗2,∞ :

v∗2,c =

− 4GmM⊕
c(M⊕ +m)R

+

√
16G2m2M2

⊕
c2(M⊕ +m)2R2

+

(
1− 2GmM⊕

c2(M⊕ +m)

)(
v∗2,∞

)2
1− 2GmM⊕

c2(M⊕ +m)

.

Цю формулу пiсля вiдповiдних перетворень можна подати у виглядi

v∗2,c =

√1− 2GmM⊕
c2(M⊕ +m)

+
8Gm2M2

⊕
c2(M⊕ +m)3R

+

√
8Gm2M2

⊕
c2(M⊕ +m)3R

−1 v∗2,∞. (100)

Якщо врахувати, що G = 6,67408 × 10−11 м3 ·кг−1 ·с−2, M⊕ = 5,9722 × 1024 ·кг, c =
= 2,99792458× 108 м·с−1 i R = 6,371× 106 м, то у випадку m�M⊕

v∗2,c ≈
(
1 + 7,4259154861063335× 10−28{m}

)
v∗2,∞, (101)

де {m} — числове значення маси m тiла. Похибка в (101) менша 10−28{m}v∗2,∞.
Iз (100), (101) i того, що v∗2,∞ =

√
2G(M⊕ +m)/R, видно, що маса m тiла суттєво

впливає на величину v∗2,c, причому

lim
m→0

v∗2,c
v∗2,∞

= 1 i lim
m→+∞

v∗2,c
v∗2,∞

=

(
1− 2GM⊕

c2

)−1/2
≈ 1,0044646.

6. Нестiйкiсть руху точок M1 i M2 . Рух точок M1 i M2, що описується системою
рiвнянь (9), є нестiйким за Ляпуновим, якщо вiдповiдний розв’язок x1(t) i x2(t) системи (9)
нестiйкий за Ляпуновим [16].

Теорема 4. Прямолiнiйний рух точок M1 i M2, що описується системою рiвнянь (9), для
якого limt→+∞(x2(t)− x1(t)) = +∞, є нестiйким за Ляпуновим.
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Доведення. Можливi випадки: 1) v2(t0)− v1(t0) = v∗2,c ; 2) v2(t0)− v1(t0) > v∗2,c.
У першому випадку як завгодно малi збурення початкових значень розв’язкiв систе-

ми (9) та як завгодно малi збурення δ1 i δ2 швидкостей v1(t0) i v2(t0) можуть призвести
до того, що рiзниця (v2(t0) + δ2) − (v1(t0) + δ1) стане меншою v∗2,c. У цьому випадку
за теоремою 2 точки M1 i M2 зiткнуться, а без збурень цi точки рухатимуться так, що
limt→+∞(x2(t)− x1(t)) = +∞. Тому рух точок M1 i M2 нестiйкий за Ляпуновим.

У другому випадку зафiксуємо як завгодно мале δ > 0 i використаємо розв’язки x1(t)
i x2(t) та x1,δ(t) i x2,δ(t) системи (9), що розглядалися в доведеннi леми 4.

Згiдно з (68) v2,δ(t)− v1,δ(t) ≥ v2(t)− v1(t) + δ для всiх t ≥ t0.
Оскiльки також v2(t) − v1(t) > 0 для всiх t ≥ t0 i limt→+∞(x2(t) − x1(t)) = +∞,

то limt→+∞ ((x2,δ(t)− x1,δ(t))− (x2(t)− x1(t))) = +∞. Звiдси та довiльностi вибору числа
δ > 0 випливає нестiйкiсть за Ляпуновим розв’язку x1(t) i x2(t) системи (9).

Отже, рух точок M1 i M2 в другому випадку також нестiйкий за Ляпуновим.
Теорему 4 доведено.
7. Додатковi зауваження та лiтературнi вказiвки.
1. Задача двох тiл у випадку класичної небесної механiки була об’єктом дослiджень

багатьох математикiв i механiкiв (див., наприклад, [17 – 19]).
Фундаментальнi результати були отриманi Кеплером [17] i Ньютоном [9].
Кеплер побудував кiнематичну картину руху двох тiл, подану за допомогою трьох його

законiв [17, 20]. Iз цих законiв Ньютон вивiв закон всесвiтнього тяжiння, який разом iз
вiдкритими ним ще трьома законами руху тiл дав змогу побудувати динамiчну картину
руху тiл. Згiдно з дослiдженнями Ньютона траєкторiї двох тiл розмiщенi на кривих, що
називаються конiчними перерiзами, або на деяких прямих [9, 10].

2. Дослiдження прямолiнiйного руху двох тiл з урахуванням швидкостi гравiтацiї i
висновком про другу космiчну швидкiсть (у випадку двох тiл) наведено в статтi вперше. Ця
швидкiсть у небеснiй механiцi зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї бiльша, нiж вiдповiдна
швидкiсть у класичнiй небеснiй механiцi (п. 5).

3. Незбiжнiсть других космiчних швидкостей у небесних механiцi Ньютона i механiцi
зi скiнченноюшвидкiстю гравiтацiї вперше показана автором у [21] при вивченнi динамiки
трьох тiл, розмiщених на прямiй, коли маси зовнiшнiх тiл i їхнi вiдстанi до центрального
тiла є однаковими. У [21] також показано, що рух цих тiл є нестiйким.

4. Нестiйкiсть за Ляпуновим зiркових систем iз необмеженими траєкторiями з ураху-
ванням скiнченностi швидкостi гравiтацiї в загальному випадку показано в [22 – 24]. Цей
результат у випадку двох тiл вперше отримано в [5]. У [5] також обґрунтовано некеплеро-
вiсть руху двох тiл.

5. Закон всесвiтнього тяжiння з урахуванням скiнченностi швидкостi гравiтацiї отри-
мано за допомогою закону всесвiтнього тяжiння Ньютона i вперше використано в [6]. Вiн
є узагальненням цього закону i збiгається з ним у граничному випадку (при c = +∞).

6. Iз задачами небесної механiки з використанням теорiї вiдносностi можна ознайоми-
тися, наприклад, в [11, 25].
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