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We generalize rank one singular nonsymmetric H−1 perturbations of the class of a self-adjoint operator to
the case of a finite rank. Definition and the description of the resolvent are presented. Themain propositions
of the paper are illustrated for a specific example.

Для випадку скiнченного рангу узагальнено сингулярнi рангу один несиметричнi збурення класу
H−1 самоспряженого оператора. Наведено означення та дано опис резольвенти. Основнi тверджен-
ня роботи проiлюстровано на конкретному прикладi.

1. Вступ. В роботах [1, 2] вперше розглянуто сингулярнi несиметричнi рангу один збурен-
ня самоспряженого оператора та описано вiдмiнностi точкового спектра, який виникає
при такому збуреннi. Складнiсть розгляду полягає у тому, що збурений оператор не є
самоспряженим, а лише лiнiйним i замкненим.

Взагалi симетричним збуренням самоспряжених операторiв присвячено велику кiль-
кiсть робiт (див. бiблiографiю в [3 – 7]). У цiй роботi пропонуються узагальнення резуль-
татiв робiт [1 – 7] на випадок несиметричних класу H−1 збурень скiнченного рангу. Тобто
розглядається формальний вираз вигляду

Ã = A+
n∑
j=1

αj〈·, ωj〉δj , (1)

де A — незбурений самоспряжений оператор у сепарабельному гiльбертовому просторi
H, αj ∈ C, ωj , δj , j = 1, 2, . . . , n < ∞, — вектори iз негативного простору H−1, 〈·, ·〉 —
дуальний скалярний добуток мiж позитивним i негативним просторами. Такi оператори,
наприклад, узагальнюють моделi з нелокальними взаємодiями [8, 9], збурення гармонiчно-
го осцилятора δ -потенцiалами [10].

2. Попереднi вiдомостi. Нехай у сепарабельному гiльбертовому просторi H зi скаляр-
ним добутком (·, ·) i нормою ‖ · ‖ =

√
(·, ·) задано необмежений самоспряжений оператор

A з областю визначення D(A). Позначимо через ρ(A) множину регулярних точок опера-
тора A.

Розглянемо ланцюг просторiв

H−2 ⊃ H−1 ⊃ H ≡ H0 ⊃ H+1 ⊃ H+2, (2)

де H+k = D(|A|k/2) — позитивний простiр з нормою ‖ϕ‖+k = ‖(|A| + I)k/2ϕ‖, ϕ ∈
∈ D(|A|k/2), H−k — поповнення H за нормою ‖f‖−k = ‖(|A|+ I)−k/2f‖, f ∈ H, k = 1, 2,
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I — одиничний оператор. Очевидно, що H+2 = D(A). Через 〈·, ·〉 позначимо дуальний
скалярний добуток для пари просторiв H+1 i H−1.

Розширення оператора A за неперервнiстю на весь простiр H−1 можна вважати обме-
женим оператором, що дiє з H+1 в H−1, а також необмеженим оператором в H−1, але з
областю визначення H+1. Таке розширення позначено через A.

У ланцюгу (2) розглянемо лiнiйний оператор

V =
n∑
j=1

αj〈·, ωj〉δj , n <∞, ωj , δj ∈ H−1,

з областю визначення D(V ) ⊂ H+1 i областю значень R(V ) ⊂ H−1, αj ∈ C \ {0}. Сума
A + V є обмеженим оператором в H−1.

Тепер формальний вираз (1) розумiємо як оператор A +
∑n

j=1
αj〈·, ωj〉δj з простору

H+1 в H−1, звужений на H, тобто

Ã := ÃV =

A +

n∑
j=1

αj〈·, ωj〉δj

�H . (3)

Пiд звуженням розумiємо, що беремо лише тi вектори з H, для яких дiя суми операторiв
належить також H. Такий оператор можна називати (за аналогiєю зi самоспряженим
випадком) сингулярно несиметрично рангу n < ∞ збуреним класу H−1 вiдносно опера-
тора A.

Вихiд iз простору H i процедура звуження не є зручним iнструментом у застосуваннях.
Отже, при додаткових припущеннях наведемо означення несиметрично сингулярно скiн-
ченного рангу збуреного самоспряженого оператора. Опис Ã має вiдмiнностi залежно вiд
того, де розташованi множини Ω := span {ωj}nj=1, ∆ := span {δj}nj=1. Для цiєї роботи вва-
жатимемо: по-перше Ω ⊂ H−1, ∆ ⊂ H−1, тобто збурений оператор класу H−1, а по-друге
Ω ∩H = {0}, ∆ ∩H = {0}, тобто збурений оператор є чисто сингулярно збуреним (не має
регулярної компоненти — збурений i незбурений оператор збiгаються на щiльнiй множи-
нi). Зокрема, якби серед {ωi} або {δi} iснував $ ∈ H−2, то збурений оператор належав
би класу H−2. Через рiзноманiття варiантiв такий випадок вимагає окремого дослiдження,
що буде зроблено у подальших публiкацiях.

Далi у роботi будемо позначати A замiсть A, якщо це не буде призводити до супере-
чностi.

3. Означення збуреного оператора.
Означення 1. Нехай A — необмежений самоспряжений оператор у сепарабельному гiль-

бертовому просторi H. Для наборiв лiнiйно незалежних векторiв {ωj}nj=1 ⊂ H−1 i {δj}nj=1 ⊂
⊂ H−1, n < ∞, таких, що Ω ∩ H = {0}, ∆ ∩ H = {0}, де Ω := span {ωj}nj=1, ∆ :=

:= span {δj}nj=1, побудуємо оператор V =
∑n

j=1
αj〈·, ωj〉δj .

Оператор Ã називається сингулярно рангу n збуреним H−1 -класу вiдносно A, якщо при
деякому фiксованому z ∈ ρ(A) його область визначення

D(Ã) =

ϑ = φ−
n∑

i,j=1

αibi,j(z)〈φ, ωi〉(A− z)−1δj | φ ∈ D(A)

 , (4)
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де bi,j(z) — елементи матрицi, оберненої до

G(z) =


1 + α1〈δ1, (A− z̄)−1ω1〉 α2〈δ1, (A− z̄)−1ω2〉 . . . αn〈δ1, (A− z̄)−1ωn〉

α1〈δ2, (A− z̄)−1ω1〉 1 + α2〈δ2, (A− z̄)−1ω2〉 . . . αn〈δ2, (A− z̄)−1ωn〉
...

... . . . ...

α1〈δn, (A− z̄)−1ω1〉 α2〈δn, (A− z̄)−1ω2〉 . . . 1 + αn〈δn, (A− z̄)−1ωn〉

,
(5)

за умови detG(z) 6= 0, та

D(Ã) = DH1+̇span
{

(A− z)−1δj
}n
j=1

,

DH1 =
{
φ ∈ D(A) | ((A− z)φ, (A− z̄)−1ωj) = 0, j = 1, 2, . . . , n

}
,

(6)

за умови detG(z) = 0, i дiя на векторах з D
(
Ã
)
задається правилом(

Ã− z
)
ϑ = (A− z)φ. (7)

(Такий оператор позначаємо Ã ∈ Pn−1(A)).
Зауваження 1. Два варiанти областi визначення D(Ã) обумовленi тим,що у випадку (6)

довiльним чином вибрана точка z може бути точкою точкового спектра оператора Ã,
тобто z ∈ σp(Ã), i отже, detG(z) = 0. У iншому разi, тобто (4), маємо z 6∈ σp(Ã), i отже,
detG(z) 6= 0.

Зауваження 2. Далi буде показано, що область визначення, наведена в означеннi, не
залежить вiд z ∈ ρ(A). Також буде зрозумiло, що число z, вiдповiдне випадку (4), завжди
iснує, оскiльки скiнченновимiрнi збурення самоспряженого оператора не мiняють його
неперервного спектра.

Зауваження 3. Якщо в означеннi 1 для самоспряженого оператора A покласти ωj = δj
i αj ∈ R\{0}, j = 1, 2, . . . , n, то отримуємо вiдоме визначення сингулярно збуреного рангу
n самоспряженого оператора класу H−1 [4].

Зауваження 4. У роботi розглядається збурення у виглядi (1), а не

Ã = A+
n∑

i,j=1

αi,j〈·, ωi〉δj , αi,j ∈ C,

тому що останнiй вираз можна завжди записати у виглядi одного рядка доданкiв (а не
матрицi). Зрозумiло, що ранг такого збурення може бути вiдмiнний вiд n i при цьому мож-
ливi повтори елементiв. Такi повтори не передбачаються у цiй публiкацiї заради простоти
викладення, але вони неважко включаються у загальну схему.

Запишемо (3) у виглядi

Ã− z = A− z +

n∑
i=1

αi〈·, ωi〉δi, z ∈ ρ(A), (8)
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i припустимо, що z ∈ ρ
(
Ã
)
. Тодi

(
Ã− z

)−1
= (A− z)−1 −

n∑
i=1

αi〈·, (A− z̄)−1ωi〉
(
Ã− z

)−1
δi. (9)

Для кожного δj , j = 1, 2, . . . , n, маємо

(
Ã− z

)−1
δj = (A− z)−1δj −

n∑
i=1

αi
〈
δj , (A− z̄)−1ωi

〉 (
Ã− z

)−1
δi, (10)

або

[1 + α1〈δ1, (A− z̄)−1ω1〉]
(
Ã− z

)−1
δ1 +α2〈δ1, (A− z̄)−1ω2〉

(
Ã− z

)−1
δ2 + . . .

. . .+ αn〈δ1, (A− z̄)−1ωn〉
(
Ã− z

)−1
δn =

= (A− z)−1δ1

α1〈δ2, (A− z̄)−1ω1〉
(
Ã− z

)−1
δ1 +[1 + α2〈δ2, (A− z̄)−1ω2〉]

(
Ã− z

)−1
δ2 + . . .

. . .+ αn〈δ2, (A− z̄)−1ωn〉
(
Ã− z

)−1
δn =

= (A− z)−1δ2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α1〈δn, (A− z̄)−1ω1〉
(
Ã− z

)−1
δ1 +α2〈δn, (A− z̄)−1ω2〉

(
Ã− z

)−1
δ2 . . .+

+[1 + αn〈δn, (A− z̄)−1ωn〉]
(
Ã− z

)−1
δn =

= (A− z)−1δn,

або у формi матриць

G(z)



(
Ã− z

)−1
δ1(

Ã− z
)−1

δ2

. . .(
Ã− z

)−1
δn

 =


(A− z)−1δ1

(A− z)−1δ2

. . .

(A− z)−1δn

.

Припускаючи, що detG(z) 6= 0, тобто матриця G(z) має обернену, отримуємо

(
Ã− z

)−1
δ1(

Ã− z
)−1

δ2

. . .(
Ã− z

)−1
δn

 = G(z)−1


(A− z)−1δ1

(A− z)−1δ2

. . .

(A− z)−1δn

. (11)

Тепер (9) запишемо у виглядi

(
Ã− z

)−1
= (A− z)−1 −

n∑
i=1

αibi,j(z)
〈
·, (A− z̄)−1ωi

〉
(A− z)−1δi. (12)
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Якщо покласти для довiльного f ∈ H, φ = (A − z)−1f i пiдставити в останнiй вираз
f = (A− z)φ, то отримаємо вектор з областi визначення D(Ã) :

ϑ = φ−
n∑

i,j=1

αibi,j(z)〈φ, ωi〉(A− z)−1δj .

Тепер є можливiсть довести твердження про дiю збуреного оператора.
Твердження. Дiя сингулярно несиметрично рангу n збуреного самоспряженого оператора

вигляду (3) на векторах з областi визначення D(Ã) (4) (та зокрема (6)) задовольняє (7).
Доведення. Запишемо (3) у виглядi(

Ã− z
)

= (A− z) +
n∑
j=1

αj〈·, ωj〉δj , z ∈ ρ(A) ∩ ρ(Ã),

та його дiю на вектор (4):

(
Ã− z

)
ϑ =

(
Ã− z

)φ− n∑
i,j=1

αibi,j(z)〈φ, ωi〉(A− z)−1δj

 =

=

(A− z) +

n∑
j=1

αj〈·, ωj〉δj

φ− n∑
i,j=1

αibi,j(z)〈φ, ωi〉(A− z)−1δj

 =

= (A− z)φ+
n∑
j=1

αj〈φ, ωj〉δj −
(
Ã− z

) n∑
i,j=1

αibi,j(z)〈φ, ωi〉(A− z)−1δj =

= (A− z)φ+

n∑
j=1

αj〈φ, ωj〉δj −
(
Ã− z

) n∑
i=1

αi〈φ, ωi〉
(
Ã− z

)−1
δi =

= (A− z)φ+
n∑
j=1

αj〈φ, ωj〉δj −
n∑
j=1

αj〈φ, ωj〉δj = (A− z)φ,

де у передостаннiй рiвностi використано (11).
Оскiльки вигляд дiї (3) на вектори з (6), очевидно, задовольняє (7), то твердження

доведено.
Зауваження 5. Оскiльки оператор Ã не є самоспряженим, то його спряжений Ã∗ є вiд-

мiнним вiд Ã, але має опис, подiбний до Ã в означеннi 1. Зокрема Ã не є самоспряженим,
коли V не є симетричним.

Нехай A — необмежений самоспряжений оператор у сепарабельному гiльбертовому
просторi H. Для наборiв лiнiйно незалежних векторiв {ωj}nj=1 i {δj}nj=1, n < ∞, заданих
на початку роботи, побудуємо оператор V ∗ =

∑n

j=1
ᾱj〈·, δj〉ωj , очевидно, спряжений до V.

Оператор Ã∗ ∈ Pn−1(A) є спряженим до сингулярно рангу n збуреного H−1 -класу
вiдносно A, якщо при деякому фiксованому z̄ ∈ ρ(A) його область визначення

D
(
Ã∗
)

=

ϑ = φ−
n∑

i,j=1

αib
∗
i,j(z̄)〈φ, δi〉(A− z̄)−1ωj

∣∣∣∣ φ ∈ D(A)

 ,
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де b∗i,j(z̄) — елементи матрицi, оберненої до

G∗(z) =


1 + ᾱ1〈ω1, (A− z)−1δ1〉 ᾱ2〈ω2, (A− z)−1δ1〉 . . . ᾱn〈ωn, (A− z)−1δ1〉

ᾱ1〈ω1, (A− z)−1δ2〉 1 + ᾱ2〈ω2, (A− z)−1δ2〉 . . . ᾱn〈ωn, (A− z)−1δ2〉
...

... . . . ...
ᾱ1〈ω1, (A− z)−1δn〉 ᾱ2〈ω2, (A− z)−1δn〉 . . . 1 + ᾱn〈ωn, (A− z)−1δn〉

,

за умови detG∗(z) 6= 0 , та

D
(
Ã∗
)

= DH1+̇span
{

(A− z̄)−1ωj
}n
j=1

,

DH1 =
{
φ ∈ D(A)

∣∣ ((A− z̄)φ, (A− z)−1δj
)

= 0, j = 1, 2, . . . , n
}
,

за умови detG∗(z) = 0 , i дiя задається правилом(
Ã∗ − z̄

)
ϑ = (A− z̄)φ.

Зауваження 6. Використання спряженого сингулярно збуреного оператора визначає
додатковий опис обох операторiв як єдиний об’єкт. А саме, лiнiйний замкнений оператор
Ã 6= A, щiльно визначений у H, є сингулярно збуреним класу H−1 вiдносно самоспряже-
ного оператора A (з умовою 0 ∈ ρ(A) ∩ ρ(Ã)), якщо обидвi множини

D =
{
f ∈ D(A) ∩D

(
Ã
) ∣∣ Af = Ãf

}
, D∗ =

{
f ∈ D(A) ∩D

((
Ã
)∗) ∣∣ Af = Ã∗f

}
є щiльними в H, при цьому D ⊂ H+1, D∗ ⊂ H+1.

Зрозумiло, що для кожної пари A i Ã та A i Ã∗ iснує спiльне (зокрема, симетричне)
звуження, тобто оператори Ȧ := A � D i Ȧ∗ := A � D∗ з нетривiальними iндексами дефекту
кожний:

n±(Ȧ) = dim ker(Ȧ∓ z)∗ 6= 0, n±(Ȧ∗) = dim ker
(
Ȧ∗ ∓ z

)∗ 6= 0, z ∈ ρ(A).

У цiй роботi n±(Ȧ) = n±(Ȧ∗) = n < ∞. Останнiй опис близький до розв’язних розши-
рень iз роботи Вiшика [11] та нормальних розширень формально нормального оператора
[12, 13]. Якщо D = D∗ i Ã = Ã∗, то отримуємо звичайний опис сингулярно збуреного само-
спряженого оператора [4; 7, с. 114]. Для сингулярно збурених несиметричних операторiв
такий опис не зручний i не придатний.

4. Резольвента сингулярно несиметрично рангу n збуреного оператора. Позначимо ре-
зольвенту Rz = (A− z)−1, z ∈ ρ(A) незбуреного самоспряженого оператора A i запишемо
загальний вигляд резольвенти сингулярно несиметрично рангу n збуреного оператора
R̃z =

(
Ã− z

)−1
, z ∈ ρ

(
Ã
)
в H.

Теорема 1. Нехай A — необмежений самоспряжений оператор у сепарабельному гiльбер-
товому просторi H i Ã ∈ Pn−1(A) — сингулярно несиметрично рангу n збурений вiдносно A
оператор, визначений в означеннi 1.

Тодi резольвенти Rz i R̃z , пов’язанi формулою типу М. Крейна, для z, ξ ∈ ρ(A) ∩ ρ(Ã):

R̃z = Rz +

n∑
i,j=1

αibi,j(z) (·, ni(z̄))mj(z) (13)
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iз векторнозначними функцiями

nj(z) = (A− ξ)(A− z)−1nj(ξ), mj(z) = (A− ξ)(A− z)−1mj(ξ), j = 1, 2, . . . , n, (14)

де nj(z),mj(z) ∈ H+1 \ H+2, i матричнозначною функцiєю G(z)−1 = {αibi,j(z)}ni,j=1 такою
що

G(z)−G(ξ) = (z − ξ)Γ(ni(ξ), ᾱjmj(z̄)), (15)

де Γ( · · ) — матриця Грама векторiв ni(z) = Rzδi, mj(z) = Rzωj i коефiцiєнти 0 < |αi| <
<∞, i, j = 1, 2, . . . , n.

Доведення. Вираз (13) випливає з викладеного в (8) – (12). Покажемо справедливiсть
(14). Дiйсно, якщо nj(z) = (A− z)−1δi, nj(ξ) = (A− ξ)−1δi, то

(A− z)nj(z) = (A− ξ)nj(ξ), nj(z) = (A− ξ)(A− z)−1nj(ξ), i = 1, 2, . . . , n.

Аналогiчно, якщо mj(z) = (A− z)−1ωi, mj(ξ) = (A− ξ)−1ωi, то

(A− z)mj(z) = (A− ξ)mj(ξ), mj(z) = (A− ξ)(A− z)−1mj(ξ), i = 1, 2, . . . , n.

Зауважимо для подальшого, що оскiльки {δj}, j = 1, 2, . . . , n i {ωj}, j = 1, 2, . . . , n, —
множини лiнiйно незалежних векторiв, то вiдповiдно i {nj}, j = 1, 2, . . . , n, i {mj}, j =
= 1, 2, . . . , n, — також множини лiнiйно незалежних векторiв (завдяки лiнiйностi опера-
тора A).

Покажемо справедливiсть (15). Запишемо лiву сторону (15), використовуючи (5):

G(z)−G(ξ) =

=



α1

〈
δ1,
[
(A− z̄)−1ω1 − (A− ξ̄)−1ω1

]〉
. . . αn

〈
δ1,
[
(A− z̄)−1ωn − (A− ξ̄)−1ωn

]〉
α1

〈
δ2,
[
(A− z̄)−1ω1 − (A− ξ̄)−1ω1

]〉
. . . αn

〈
δ2,
[
(A− z̄)−1ωn − (A− ξ̄)−1ωn

]〉
... . . . ...

α1

〈
δn, [(A− z̄)−1ω1 − (A− ξ̄)−1ω1]

〉
. . . αn

〈
δn,
[
(A− z̄)−1ωn − (A− ξ̄)−1ωn

]〉


,

тобто (зi скороченою формою запису матриць)

G(z)−G(ξ) =
{
αj
〈
δi,
[
(A− z̄)−1ωj − (A− ξ̄)−1ωj

]〉}n
i,j=1

=

=
{
αj
〈
δi,
[
(A− z̄)−1 − (A− ξ̄)−1

]
ωj
〉}n

i,j=1
=

=
{
αj
〈
δi,
(
z̄ − ξ̄

)
(A− z̄)−1(A− ξ̄)−1ωj

〉}n
i,j=1

=

=
{
αj(z − ξ)

〈
(A− z̄)−1δi, (A− ξ̄)−1ωj

〉}n
i,j=1

=

=
{
αj(z − ξ)

〈(
ni(z),mj(ξ̄)

)〉}n
i,j=1

=

= (z − ξ)Γ (ni(ξ), ᾱjmj(z̄)) ,

де використано тотожнiсть Гiльберта (A− z̄)−1 − (A− ξ̄)−1 = (z̄ − ξ̄)(A− z̄)−1(A− ξ̄)−1.
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Зауваження 7. Взагалi у теоремi можна покладати деякi або навiть усi αi, i = 1, 2, . . . , n,
рiвними нулю. При цьому маємо, що збурення рангу менше n або R̃z = Rz. Також можна
покласти, що деякi або всi αi = ∞, i = 1, 2, . . . , n. Тодi вираз (5) з урахуванням V слiд
переписати у виглядi

Ĝ(z) =



1

α1
+ 〈δ1, (A− z̄)−1ω1〉 〈δ1, (A− z̄)−1ω2〉 . . . 〈δ1, (A− z̄)−1ωn〉

〈δ2, (A− z̄)−1ω1〉
1

α2
+ 〈δ2, (A− z̄)−1ω2〉 . . . 〈δ2, (A− z̄)−1ωn〉

...
... . . . ...

〈δn, (A− z̄)−1ω1〉 〈δn, (A− z̄)−1ω2〉 . . .
1

αn
+ 〈δn, (A− z̄)−1ωn〉


,

i на мiсцi вiдповiдних 1

αi
, не порушуючи загальностi, покласти нулi. Саме така матриця

буде використовуватися надалi.
Зауваження 8. Також справедливi теорема, аналогiчна до теореми 1, та зауваження,

аналогiчне до зауваження 8 для спряженого оператора Ã∗.
5. Обернена задача. Для Ã ∈ Pn−1(A) також є розв’язною й обернена задача, як це

властиво для сингулярно збурених самоспряжених операторiв.
Теорема 2. Нехай у сепарабельному гiльбертовому просторi H задано самоспряжений

оператор A, тодi операторнозначна функцiя

R̃z := (A− z)−1 +
n∑

i,j=1

b̂i,j(z)
(
·, ni(z̄)

)
mj(z), z ∈ ρ(A), (16)

є резольвентою сингулярно збуреного класу H−1 оператора, якщо для ni(z̄), mi(z), j =
= 1, 2, . . . , n, та Ĝ(z)−1 =

{
b̂i,j(z)

}n
i,j=1

виконуються спiввiдношення

nj(z̄) = (A− ξ̄)(A− z̄)−1nj(ξ̄), mj(z) = (A− ξ)(A− z)−1mj(ξ), j = 1, 2, . . . , n, (17)

Ĝ(z)− Ĝ(ξ) = (z − ξ)Γ (ni(ξ),mj(z̄)) (18)

i span{ni(z)}ni=1, span{mi(z)}ni=1 ⊂ H+1 \ H+2.
Доведення. Використовуємо теореми 1 i 2 з [14] (розд. VIII, § 1). А саме, операторно-

значна функцiя (17) R̃z є резольвентою деякого замкненого оператора, якщо:
a) R̃z задовольняє тотожнiсть Гiльберта з деякими z, ξ ∈ C : R̃z − R̃ξ = (z − ξ)R̃zR̃ξ,

тобто (в термiнах [14]) є псевдорезольвентою;
б) R̃z має лише тривiальне ядро, тобто ker

(
R̃z
)

= {0}.
Пiдставимо (16) у виглядi

R̃z := Rz −
n∑

i,j=1

b̂i,j(z) (·, ni(z̄))mj(z)

у тотожнiсть Гiльберта R̃z − R̃ξ = (z − ξ)R̃zR̃ξ :Rz − n∑
i,j=1

b̂i,j(z) (·, ni(z̄))mj(z)

−
Rξ − n∑

i,j=1

b̂i,j(ξ)
(
·, ni(ξ̄)

)
mj(ξ)

 =
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= (z − ξ)

Rz − n∑
i,j=1

b̂i,j(z) (·, ni(z̄))mj(z)

Rξ − n∑
i,j=1

b̂i,j(ξ)
(
·, ni(ξ̄)

)
mj(ξ)

 =

= Rz −
n∑

i,j=1

b̂i,j(z) (·, ni(z̄))mj(z)−Rξ +

n∑
i,j=1

b̂i,j(ξ)
(
·, ni(ξ̄)

)
mj(ξ) =

= (z − ξ)RzRξ − (z − ξ)
n∑

i,j=1

b̂i,j(ξ)
(
·, ni(ξ̄)

)
Rzmj(ξ)−

− (z − ξ)
n∑

i,j=1

b̂i,j(z)
(
·, Rξ̄ni(z̄)

)
mj(z)+

+ (z − ξ)
n∑

i,j=1

n∑
p,q=1

b̂i,j(z)b̂p,q(ξ)
(
mq(ξ), ni(z̄)

)(
·, np(z̄)

)
mj(z).

Використовуючи тотожнiсть Гiльберта для Rz та рiвностi

(z − ξ)Rzmj(ξ) = mj(z)−mj(ξ),
(
z̄ − ξ̄

)
Rξ̄ni(z̄) = ni(z̄)− ni(ξ̄),

якi випливають з (17), отримуємо
n∑

i,j=1

b̂i,j(ξ)
(
·, ni(ξ̄)

)
mj(ξ)−

n∑
i,j=1

b̂i,j(z) (·, ni(z̄))mj(z) =

=
n∑

i,j=1

b̂i,j(ξ)
(
·, ni(ξ̄)

)[
mj(z)−mj(ξ)

]
−

n∑
i,j=1

b̂i,j(z)
(
·,
[
ni(z̄)− ni(ξ̄)

])
mj(z) +

+ (z − ξ)
n∑

i,j=1

n∑
p,q=1

b̂i,j(z)b̂p,q(ξ)
(
mq(ξ), ni(z̄)

)(
·, np(z̄)

)
mj(z).

Розкриваємо квадратнi дужки та зводимо подiбнi:

0 =

n∑
i,j=1

b̂i,j(ξ)
(
·, ni(ξ̄)

)
mj(z)−

n∑
i,j=1

b̂i,j(z)
(
·, ni(ξ̄)

)
mj(z)+

+ (z − ξ)
n∑

i,j=1

n∑
p,q=1

b̂i,j(z)b̂p,q(z)
(
mq(ξ), ni(z̄)

)(
·, np(z̄)

)
mj(z).

Оскiльки в останнiй рiвностi в усiх доданках є однаковий компонент
∑n

i,j=1
(·, ni(ξ̄))mj(z),

то
0 = Ĝ−1(ξ)− Ĝ−1(z) + (z − ξ)Ĝ−1(ξ)Γ

(
mq(ξ), nj(z̄)

)
Ĝ−1(z),

де, нагадаємо, Ĝ−1(z) = {b̂i,j(z)}ni,j=1. I пiсля переходу до G(ξ) i G(z) отримуємо (18).
Покажемо другу з умов iснування резольвенти. Для вектора f ∈ H такого, що f ⊥ nj(z̄),

j = 1, 2, . . . , n, очевидно, маємо R̃zf = Rzf.
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Нагадаємо, що оскiльки всi δj , j = 1, 2, . . . , n, вважаємо лiнiйно незалежними, то й
при z ∈ ρ(A) вектори nj(z) = (A− z)−1δj також є лiнiйно незалежними. Тому знайдеться
вектор f ∈ H такий, що f 6⊥ ni(z̄) i f ⊥ nj(z̄), j = 1, 2, . . . , n, j 6= i, при кожному
фiксованому i = 1, 2, . . . , n. Для такого вектора R̃zf = Rzf +

∑n

j=1
b̂i,j
(
f, ni(z̄)

)
mj(z) 6= 0.

Якби Rzf = −
∑n

j=1
b̂i,j
(
f, ni(z̄)

)
mj(z), то це означало б,що, з одного боку, span {mj(z)} ∈

∈ H+2, а за умови теореми span {mj(z)} ∈ H+1 \ H+2.

Отже, R̃z є резольвентою деякого замкненого оператора, який можна позначити че-
рез Ã. Той факт, що A i Ã збiгаються на деякiй щiльнiй множинi, випливає з умови
span {mj(z)} ∈ H+1 \ H+2 [7]. Аналогiчно, той факт, що A i Ã∗ збiгаються на деякiй
щiльнiй множинi, випливає з умови span {nj(z)} ∈ H+1 \ H+2 [7].

Зауваження 9. Насправдi, теорема 2 дає бiльше, нiж твердження, обернене до теоре-
ми 1. З цiєї теореми випливає зокрема й той факт, що область визначення сингулярно
збуреного оператора в означеннi 1 не залежить вiд фiксованого z ∈ ρ(A).

Зауваження 10. Теорема, аналогiчна до теореми 2 для спряженого оператора Ã∗, також
справедлива.

6. Приклад. Наведемо наочний, легко обчислювальний приклад, який iлюструє твер-
дження роботи.

Нехай у гiльбертовому просторi H = L2 := L2([1,∞], dx) заданий оператор A —
множення на незалежну змiнну “x”, тобто

Af(x) = xf(x), f ∈ D(A) :=
{
f(x) ∈ L2 | xf(x) ∈ L2

}
.

Тодi

H+1 = L2([1,∞], xdx), H−1 = L2

(
[1,∞],

1

x
dx

)
,

H+2 = L2

(
[1,∞], x2dx

)
, H−2 = L2

(
[1,∞],

1

x2
dx

)
.

Розглянемо сингулярне рангу два несиметричне збурення

Ã = A+ α1〈·, ω1〉δ1 + α2〈·, ω2〉δ2,

де ω1 = x−1/2, δ1 = x−1/3, ω2 = x−1/4, δ2 = x−1/6. Легко перевiрити, що ωi ∈ H−1 \ H,
δi ∈ H−1 \ H, i = 1, 2. Тобто маємо збурений оператор

Ãf(x) = xf(x) + α1x
−1/3

∞∫
1

f(x)x−1/2 dx+ α2x
−1/6

∞∫
1

f(x)x−1/4 dx.

Запишемо вектори його областi визначення при z = 0 :
Запишемо його область визначення. Для цього виберемо z = 0, та обчислимо величини

〈
δ1, A

−1ω1

〉
=

∞∫
1

x−11/6 dx =
6

5
,

〈
δ1, A

−1ω2

〉
=

∞∫
1

x−15/12 dx =
12

7
,
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〈
δ2, A

−1ω1

〉
=

∞∫
1

x−5/3 dx =
3

2
,

〈
δ2, A

−1ω2

〉
=

∞∫
1

x−17/12 dx =
12

5
;

∆ = det

∣∣∣∣∣1 + α1

〈
δ1, A

−1ω1

〉
α2

〈
δ1, A

−1ω2

〉
α1

〈
δ2, A

−1ω1

〉
1 + α2

〈
δ2, A

−1ω2

〉∣∣∣∣∣ =

= det

∣∣∣∣∣∣∣
1 + α1

6

5
α2

12

7

α1
3

2
1 + α2

12

5

∣∣∣∣∣∣∣ = α1
6

5
+ α2

12

5
+

209

175
α1α2,

Ã−1δ1 =
1 + α2

12

5
∆

A−1δ1 −
α1

3

2
∆

A−1δ2 =
1 + α2

12

5
∆

x−4/3 −
α1

3

2
∆

x−7/6,

Ã−1δ2 = −
α2

12

7
∆

A−1δ1 +
1 + α1

6

5
∆

A−1δ2 = −
α1

12

7
∆

x−4/3 +
1 + α1

6

5
∆

x−7/6.

Отже, область визначення D
(
Ã
)
складається з векторiв вигляду

ϑ(x) = φ(x)− α1

1 + α2
12

5
∆

x−4/3

∞∫
1

φ(x)x−1/2 dx+ α2
1

3

2
∆
x−7/6

∞∫
1

φ(x)x−1/2 dx+

+ α2
2

12

7
∆
x−4/3

∞∫
1

φ(x)x−1/4 dx− α2

1 + α1
6

5
∆

x−7/6

∞∫
1

φ(x)x−1/4 dx, φ ∈ D(A).

А обернений до заданого оператор має вигляд

Ã−1f(x) =
1

x
f(x)− α1

1 + α2
12

5
∆

x−4/3

∞∫
1

f(x)x−3/2 dx+ α2
1

3

2
∆
x−7/6

∞∫
1

f(x)x−3/2 dx+

+ α2
2

12

7
∆
x−4/3

∞∫
1

f(x)x−5/4 dx− α2

1 + α1
6

5
∆

x−7/6

∞∫
1

f(x)x−5/4 dx, f ∈ L2.
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