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For the system of nonlinear functional-difference equations, we establish sufficient conditions for the
existence of solutions continuous and bounded for t ∈ R+ (t ∈ R−) and investigate their properties.

Одержано достатнi умови iснування неперервних обмежених при t ∈ R+ (t ∈ R−) розв’язкiв
систем нелiнiйних функцiонально-рiзницевих рiвнянь i дослiджено їхнi властивостi.

1. У цiй статтi дослiджується система нелiнiйних функцiонально-рiзницевих рiвнянь ви-
гляду

x(t+ 1) = Ax(t) + f(x(t), x(qt)), (1)

де A — деяка дiйсна (n × n)-вимiрна матриця, q — деяка дiйсна стала, f : Rn × Rn →
→ Rn. Окремi класи таких систем рiвнянь були основним об’єктом дослiдження багатьох
математикiв (див. [1 – 8]), i на сьогоднi низку питань їхньої теорiї досить детально вивчено.
Основноюметою роботи є встановлення достатнiх умов iснування неперервних обмежених
при t ∈ R+ (t ∈ R−) розв’язкiв вказаної вище системи рiвнянь та дослiдження їхнiх
властивостей.

Розглянемо систему рiвнянь (1) за виконання таких умов:
1) detA 6= 0, a = |A| < 1, 0 < q < 1; тодi лiнiйна однорiдна система

x(t+ 1) = Ax(t)

має множину неперервних обмежених при t ≥ 0 розв’язкiв, яка залежить вiд довiльної
неперервної на [0, 1] вектор-функцiї й задовольняє умову

|x(t)| ≤Mat,

де M — деяка стала;
2) вектор-функцiя f(x, y) є неперервною обмеженою при x ∈ Rn i задовольняє умову∣∣f(x, y)− f(x′, y′)

∣∣ ≤ L(|x|+ |y|+ |x′|+ |y′|)k−1(|x− x′|+ |y − y′|),
f(0, 0) ≡ 0, L — деяка додатна стала, k = const, k > 1 ;
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3) для деякого ∆ < 1 виконується нерiвнiсть

ã L 4kMk−1

(1−∆)k−1
(

1− ãak̃
) ≤ ∆,

де ã =
∣∣A−1∣∣ , k̃ = kq, k̃ > 1.

Справджується така теорема.
Теорема 1. Нехай виконуються умови 1) – 3). Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю непе-

рервних обмежених при t ∈ R+ розв’язкiв у виглядi ряду

x(t) =

∞∑
i=0

xi(t), (2)

де xi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервнi обмеженi при t ∈ R+ вектор-функцiї, якi задоволь-
няють умову

lim
t→+∞

x(t) = 0. (3)

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть систем рiвнянь

x0(t+ 1) = Ax0(t), (40)

xi(t+ 1) = Axi(t) + f

(
i−1∑
l=0

xl(t),

i−1∑
l=0

xl(qt)

)
− f

(
i−2∑
l=0

xl(t),

i−2∑
l=0

xl(qt)

)
, i = 1, 2, . . . , (4i)

x−1(t) ≡ 0, i покажемо, що вони мають сiм’ї неперервних обмежених при t ≥ 0 розв’язкiв.
Як зазначено в умовi 1), система (40) має множину неперервних обмежених при t ≥ 0

розв’язкiв, яка задовольняє умову

|x0(t)| ≤Mat. (50)

Безпосередньою пiдстановкою в (4 i ), i = 1, 2, . . . , можна переконатися, що ряди

xi(t) = −
∞∑
j=0

A−(j+1)

[
f

(
i−1∑
l=0

xl(t+ j),
i−1∑
l=0

xl(q(t+ j))

)
−

− f

(
i−2∑
l=0

xl(t+ j),
i−2∑
l=0

xl(q(t+ j))

)]
, i = 1, 2, . . . , (5i)

є формальними розв’язками вiдповiдних систем рiвнянь. Покажемо, що цi ряди рiвномiрно
збiгаються до деякихнеперервних вектор-функцiй xi(t), i = 1, 2, . . . , для яких виконуються
оцiнки

|xi(t)| ≤M ∆iak̃t, i = 1, 2, . . . . (6i)

Дiйсно, в силу (50), (51) i умов теореми отримуємо

|x1(t)| ≤
∞∑
j=0

∣∣A−1∣∣j+1 |f(x0(t+ j), x0(q(t+ j)))| ≤
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≤
∞∑
j=0

ãj+1L(|x0(t+ j)|+ |x0(q(t+ j))|)k−1(|x0(t+ j)|+ |x0(q(t+ j))|) ≤

≤ Lã
∞∑
j=0

ãj
(
Mat+j +Maq(t+j)

)k−1 (
Mat+j +Maq(t+j)

)
≤

≤ Lã(2M)k
∞∑
j=0

(
ãakq

)j
akqt ≤M Lã2kMk−1

1− ãak̃
ak̃t ≤M∆ak̃t,

тобто оцiнка (6 i ) має мiсце при i = 1. Розмiрковуючи за iндукцiєю, припустимо, що
збiжнiсть ряду (5 i ), i = 1, 2, . . . , доведено вже для деякого i ≥ 1 i доведемо, що ряд (5 i+1 )
також рiвномiрно збiгається при t ≥ 0 i виконується оцiнка (6 i ). Згiдно з (5 i+1 ), (6 i )
отримуємо

|xi+1(t)| ≤
∞∑
j=0

∣∣A−1∣∣j+1

∣∣∣∣∣f
(

i∑
l=0

xl(t+ j),
i∑

l=0

xl(q(t+ j))

)
−

− f

(
i−1∑
l=0

xl(t+ j),

i−1∑
l=0

xl(q(t+ j))

)∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
j=0

ãj+1L×

×

(
i∑

l=0

|xl(t+ j)|+
i∑

l=0

|xl(q(t+ j))|+
i−1∑
l=0

|xl(t+ j)|+
i−1∑
l=0

|xl(q(t+ j))|

)k−1

×

× (|xi(t+ j)|+ |xi(q(t+ j))|) ≤ ãL
∞∑
j=0

ãj
(

4M

1−∆
ak̃q(t+j)

)k−1
2M∆iak̃q(t+j) ≤

≤ ãL∆i
∞∑
j=0

ãj
(4M)k

(1−∆)k−1
ak̃qk(t+j) ≤M∆i ãL4kMk−1

(1−∆)k−1

∞∑
j=0

(
ã ak̃

2
)j
ak̃

2t ≤

≤M∆i ã L4kMk−1

(1−∆)k−1

∞∑
j=0

(
ãak̃
)j
ak̃t ≤M∆i ã L4kMk−1

(1−∆)k−1(1− ãak̃)
ak̃t ≤M∆i+1ak̃t.

Отже, системи рiвнянь (4 i ), i = 1, 2, . . . , мають розв’язки у виглядi рядiв (5 i ), i =
= 1, 2, . . . , що рiвномiрно збiгаються при t ∈ R+ до деяких неперервних вектор-функцiй
xi(t), i = 1, 2, . . . , якi задовольняють умови (6 i ), i = 1, 2, . . . .

Безпосередньо з (6 i ), i = 0, 1, . . . , випливає, що ряд (2) рiвномiрно збiгається при всiх
t ∈ R+ i виконується оцiнка

|x(t)| ≤ M

1−∆
at.

Таким чином, справедливе спiввiдношення (3).
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Очевидно, що для закiнчення доведення теореми 1 достатньо показати, що ряд (2)
задовольняє систему рiвнянь (1), тобто виконується тотожнiсть

∞∑
i=0

xi(t+ 1) ≡ A
∞∑
i=0

xi(t) + f

( ∞∑
i=0

xi(t),
∞∑
i=0

xi(qt)

)
.

Для цього досить довести, що ряд

f(x0(t), x0(qt)) +
∞∑
i=2

[
f

(
i−1∑
l=0

xl(t),
i−1∑
l=0

xl(qt)

)
− f

(
i−2∑
l=0

xl(t),
i−2∑
l=0

xl(qt)

)]

рiвномiрно збiгається при всiх t ∈ R+ i його сумою є f
(∑∞

l=0
xl(t),

∑∞

l=0
xl(qt)

)
. А це, у

свою чергу, буде доведено, коли покажемо,що при всiх t ∈ R+ виконується спiввiдношення

lim
i→∞

f

(
i∑

l=0

xl(t),
i∑

l=0

xl(qt)

)
= f

( ∞∑
l=0

xl(t),
∞∑
l=0

xl(qt)

)
. (7)

Нехай ε — як завгодно мале додатне число. Тодi завдяки умовам теореми iснує такий
номер N, що виконується умова

L

(
4M

1−∆

)k

∆N+1 < ε.

Далi, беручи до уваги умови теореми i (6 i ), i = 1, 2, . . . , знаходимо∣∣∣∣∣f
( ∞∑

l=0

xl(t),

∞∑
l=0

xl(qt)

)
− f

(
i∑

l=0

xl(t),

i∑
l=0

xl(qt)

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ L

( ∞∑
l=0

|xl(t)|+
∞∑
l=0

|xl(qt)|+
i∑

l=0

|xl(t)|+
i∑

l=0

|xl(qt)|

)k−1

×

×

( ∞∑
l=i+1

|xl(t)|+
∞∑

l=i+1

|xl|(qt)

)
≤

≤ L (4M)k−1

(1−∆)k−1
2M∆i+1

1−∆
≤ L

(
4M

1−∆

)k

∆i+1 < ε

при всiх i ≥ N. Цим самим спiввiдношення (7) i теорема 1 доведенi.
Розглянемо тепер систему (1) у випадку, коли q > 1, i встановимо умови, при виконаннi

яких система рiвнянь (1) матиме сiм’ю неперервних обмежених при t ∈ R+ розв’язкiв.
Справджується така теорема.
Теорема 2. Нехай виконуються умови:
1) detA 6= 0, a = |A| < 1, q > 1;
2) вектор-функцiя f(x, y) є неперервною обмеженою при x ∈ Rn i задовольняє умову∣∣f(x, y)− f(x′, y′)

∣∣ ≤ L (|x|+ |y|+ |x′|+ |y′|)k−1 (|x− x′|+ |y − y′|),
f(0, 0) ≡ 0, L — деяка додатна стала, k = const, k > 1;
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3) для деякого ∆̃ < 1 виконується нерiвнiсть

ã L 4kMk−1(
1− ∆̃

)k−1
(1− ãak)

≤ ∆̃.

Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю неперервних обмежених при t ∈ R+ розв’язкiв у виглядi
ряду (2), що задовольняє умову (3).

Для доведення теореми достатньо, як i у випадку теореми 1, показати, що послiдовнiсть
систем рiвнянь (4 i ), i = 0, 1, . . . , має неперервнi обмеженi при t ∈ R+ розв’язки у виглядi
рядiв (5 i ), i = 1, 2, . . . , що задовольняють умови

|xi(t)| ≤ M̃∆̃iat, i = 1, 2, . . . . (8i)

Дiйсно, беручи до уваги умови теореми, легко переконатися, що ряд (51) рiвномiрно збiга-
ється при всiх t ∈ R+ i задовольняє систему рiвнянь (41). Крiм цього, маємо

|x1(t)| ≤
∞∑
j=0

∣∣A−1∣∣j+1 |f(x0(t+ j), x0(q(t+ j)))| ≤

≤
∞∑
j=0

ãj+1L (|x0(t+ j)|+ |x0(q(t+ j))|)k−1 (|x0(t+ j)|+ |x0(q(t+ j))|) ≤

≤ Lã
∞∑
j=0

ãj
(
Mat+j +Maq(t+j)

)k−1 (
Mat+j +Maq(t+j)

)
≤

≤ Lã(2M)k
∞∑
j=0

(
ãak
)j
akt ≤M Lã2kMk−1

1− ãak
akt ≤M∆̃at,

тобто умова (8 i ) виконується при i = 1. Розмiрковуючи за iндукцiєю, припустимо, що
оцiнку (8 i ) доведено вже для деякого i ≥ 1, тому доведемо її справедливiсть для i + 1.
Справдi, завдяки умовам теореми, (5 i+1 ) i (8 i ), одержуємо

|xi+1(t)| ≤
∞∑
j=0

|A−1|j+1

∣∣∣∣∣f
(

i∑
l=0

xl(t+ j),

i∑
l=0

xl(q(t+ j))

)
−

− f

(
i−1∑
l=0

xl(t+ j),
i−1∑
l=0

xl(q(t+ j))

)∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
j=0

ãj+1L×

×

(
i∑

l=0

|xl(t+ j)|+
i∑

l=0

|xl(q(t+ j))|+
i−1∑
l=0

|xl(t+ j)|+
i−1∑
l=0

|xl(q(t+ j))|

)k−1

×

× (|xi(t+ j)|+ |xi(q(t+ j))|) ≤ ãL
∞∑
j=0

ãj
(

4M

1− ∆̃
at+j

)k−1
2M∆̃iat+j ≤
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≤ ãL∆̃i
∞∑
j=0

ãjM∆̃i ã L4kMk−1

(1− ∆̃)k−1

∞∑
j=0

(
ãak
)j
akt ≤

≤M∆̃i ã L4kMk−1

(1− ∆̃)k−1(1− ãak)
at ≤M∆̃i+1at.

Цим самим довели, що умови (8i) виконуються при всiх i ≥ 1. Звiдси безпосередньо
випливає, що ряд (2) рiвномiрно збiгається при t ∈ R+ i його сума x(t) задовольняє
умову (3).

Для закiнчення доведення теореми 2 достатньо довести справедливiсть спiввiдношен-
ня (7), що можна здiйснити аналогiчно тому, як це було зроблено при доведеннi теореми 1.

2. Розглянемо тепер систему рiвнянь (1) у випадку, коли виконуються умови:
1 ′ ) detA 6= 0, A = diag (A1, A2), де A1, A2 — деякi дiйснi (p × p)- i (r × r)-вимiрнi

матрицi (p+ r = n), для яких виконуються спiввiдношення a1 = |A1| < 1, ã2 =
∣∣A−12

∣∣ < 1.
Перепишемо систему (1) у виглядi

x̃(t+ 1) = A1x̃(t) + f̃
(
x̃(t), ˜̃x(t), x̃(qt), ˜̃x(qt)

)
,

˜̃x(t+ 1) = A2
˜̃x(t) +

˜̃
f
(
x̃(t), ˜̃x(t), x̃(qt), ˜̃x(qt)

)
,

(9)

де x̃ = (x1, . . . , xp), ˜̃x = (xp+1, . . . , xp+r), f̃ = (f1, . . . , fp),
˜̃
f = (fp+1, . . . , fp+r).

При цьому виконуються умови:

2 ′ )
∣∣∣f̃ (x̃′, ˜̃x′, x̃′, ˜̃x′)− f̃ (x̃′′, ˜̃x′′, x̃′′, ˜̃x′′)∣∣∣ ≤

≤ L1

(∣∣x̃′∣∣+
∣∣∣ ˜̃x′∣∣∣+

∣∣x̃′∣∣+
∣∣∣ ˜̃x′∣∣∣+

∣∣x̃′′∣∣+
∣∣∣˜̃x′′∣∣∣+

∣∣x̃′′∣∣+
∣∣∣˜̃x′′∣∣∣)k−1×

×
(∣∣x̃′ − x̃′′∣∣+

∣∣∣ ˜̃x′ − ˜̃x′′∣∣∣+
∣∣x̃′ − x̃′′∣∣+

∣∣∣ ˜̃x′ − ˜̃x′′∣∣∣),∣∣∣∣ ˜̃f (x̃′, ˜̃x′, x̃′, ˜̃x′)− ˜̃f (x̃′′, ˜̃x′′, x̃′′, ˜̃x′′)∣∣∣∣ ≤
≤ L2

(∣∣x̃′∣∣+
∣∣∣ ˜̃x′∣∣∣+

∣∣x̃′∣∣+
∣∣∣ ˜̃x′∣∣∣+

∣∣x̃′′∣∣+
∣∣∣˜̃x′′∣∣∣+

∣∣x̃′′∣∣+
∣∣∣˜̃x′′∣∣∣)k−1×

×
(∣∣x̃′ − x̃′′∣∣+

∣∣∣ ˜̃x′ − ˜̃x′′∣∣∣+
∣∣x̃′ − x̃′′∣∣+

∣∣∣ ˜̃x′ − ˜̃x′′∣∣∣), k > 1,

де L1, L2 — деякi додатнi сталi, що залежать вiд L (L1 = L1(L), L2 = L2(L), L1 → 0,
L2 → 0 при L→ 0).

Теорема 3. Нехай виконуються умови 1 ′, 2 ′, q > 1, f̃(0, 0, 0, 0) ≡ 0,
˜̃
f(0, 0, 0, 0) ≡ 0, а

також умови:
3 ′ ) ã1 a

k
1 < 1, ã2 a

k
1 < 1, де ã1 =

∣∣A−11

∣∣ ;
4 ′ ) θ = max

{
L1ã1M̃

k−18k

(1− θ)k−1
(
1− ã1ak1

) , L2ã2M̃
k−18k

(1− θ)k−1
(
1− ã2ak1

)} < 1.

Тодi система рiвнянь (9) має сiм’ю неперервних обмежених при t ∈ R+ розв’язкiв у виглядi
рядiв
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x̃(t) =
∞∑
i=0

x̃i(t), ˜̃x(t) =
∞∑
i=0

˜̃xi(t), (10)

де x̃i(t), ˜̃xi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервнi обмеженi при t ∈ R+ вектор-функцiї, що
задовольняють умову

lim
t→+∞

x̃(t) = 0, lim
t→+∞

˜̃x(t) = 0. (11)

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть систем рiвнянь

x̃0(t+ 1) = A1x̃0(t), ˜̃x0(t) ≡ 0, (120)

x̃i(t+ 1) = A1x̃i(t) + f̃

(
i−1∑
l=0

x̃l(t),

i−1∑
l=0

˜̃xl(t), i−1∑
l=0

x̃l(qt),

i−1∑
l=0

˜̃xl(qt)
)
−

− f̃

(
i−2∑
l=0

x̃l(t),

i−2∑
l=0

˜̃xl(t), i−2∑
l=0

x̃l(qt),

i−2∑
l=0

˜̃xl(qt)
)
,

˜̃xi(t+ 1) = A2
˜̃xi(t) +

˜̃
f

(
i−1∑
l=0

x̃l(t),

i−1∑
l=0

˜̃xl(t), i−1∑
l=0

x̃l(qt),

i−1∑
l=0

˜̃xl(qt)
)
−

− ˜̃f ( i−2∑
l=0

x̃l(t),

i−2∑
l=0

˜̃xl(t), i−2∑
l=0

x̃l(qt),

i−2∑
l=0

˜̃xl(qt)
)
, i = 1, 2, . . . , (12i)

де x̃−1(t) ≡ 0, ˜̃x−1(t) ≡ 0, i покажемо, що вони мають неперервнi обмеженi при t ∈ R+

розв’язки x̃i(t), ˜̃xi(t), i = 0, 1, . . . , у виглядi рядiв

x̃i(t) = −
∞∑
j=0

A
−(j+1)
1

[
f̃

(
i−1∑
l=0

x̃l(t+ j),
i−1∑
l=0

˜̃xl(t+ j),
i−1∑
l=0

x̃l(q(t+ j)),
i−1∑
l=0

˜̃xl(q(t+ j))

)
−

− f̃

(
i−2∑
l=0

x̃l(t+ j),

i−2∑
l=0

˜̃xl(t+ j),

i−2∑
l=0

x̃l(q(t+ j)),

i−2∑
l=0

˜̃xl(q(t+ j))

)]
,

˜̃xi(t) = −
∞∑
j=0

A
−(j+1)
2

[ ˜̃
f

(
i−1∑
l=0

x̃l(t+ j),

i−1∑
l=0

˜̃xl(t+ j),

i−1∑
l=0

x̃l(q(t+ j)),

i−1∑
l=0

˜̃xl(q(t+ j))

)
−

− ˜̃f ( i−2∑
l=0

x̃l(t+ j),
i−2∑
l=0

˜̃xl(t+ j),

i−2∑
l=0

x̃l(q(t+ j)),

i−2∑
l=0

˜̃xl(q(t+ j))

)]
, i = 1, 2, . . . ,

(13i)
для яких виконуються оцiнки

|x̃i(t)| ≤ M̃θiat1,
∣∣∣˜̃xi(t)∣∣∣ ≤ M̃θiat1, i = 0, 1, . . . , (14i)

де M̃ — деяка додатна стала.
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Дiйсно, оскiльки система рiвнянь (120 ) має сiм’ю неперервних обмежених при t ∈ R+

розв’язкiв (x̃0(t), 0), яка залежить вiд довiльної неперервної при t ∈ [0, 1] вектор-функцiї
ω(t) вимiрностi p, що задовольняють умову

|x̃0(t)| ≤ M̃at1,
∣∣∣˜̃x0(t)∣∣∣ ≤ M̃at1, (150)

то оцiнки (140) справедливi.
Безпосередньою пiдстановкою (13 i ) в (12 i ) можна переконатися, що ряди (13 i ), i =

= 1, 2, . . . , є формальними розв’язками вiдповiдних систем рiвнянь (12 i ), i = 1, 2, . . . .
Доведемо справедливiсть оцiнок (14 i ), i = 1, 2, . . . . Справдi, беручи до уваги (131 ), (150 ) i
умови теореми, отримуємо

|x̃1(t)| ≤
∞∑
j=0

|A−11 |
j+1
∣∣∣f̃ (x̃0(t+ j), ˜̃x0(t+ j), x̃0(q(t+ j)), ˜̃x0(q(t+ j))

)∣∣∣ ≤
≤ L1ã1

∞∑
j=0

ãj1

(
|x̃0(t+ j)|+

∣∣∣˜̃x0(t+ j)
∣∣∣+ |x̃0(q(t+ j))|+

∣∣∣˜̃x0(q(t+ j))
∣∣∣)k ≤

≤ L1ã1

∞∑
j=0

ãj1

(
M̃at+j

1 + M̃at+j
1 + M̃a

q(t+j)
1 + M̃a

q(t+j)
1

)k
≤

≤ L1ã1

(
4M̃
)k ∞∑

j=0

(
ã1a

k
1

)j
akt1 ≤ M̃

L1ã14
kM̃k−1

1− ã1ak1
akt1 ≤ M̃ θat1,

∣∣∣˜̃x1(t)∣∣∣ ≤ ∞∑
j=0

∣∣A−12

∣∣j+1
∣∣∣∣ ˜̃f (x̃0(t+ j), ˜̃x0(t+ j), x̃0(q(t+ j)), ˜̃x0(q(t+ j))

)∣∣∣∣ ≤
≤ L2ã2

∞∑
j=0

ãj2

(
|x̃0(t+ j)|+

∣∣∣˜̃x0(t+ j)
∣∣∣+ |x̃0(q(t+ j))|+

∣∣∣˜̃x0(q(t+ j))
∣∣∣)k ≤

≤ L2ã2

∞∑
j=0

ãj2

(
M̃at+j

1 + M̃at+j
1 + M̃a

q(t+j)
1 + M̃a

q(t+j)
1

)k
≤

≤ L2ã2(4M̃)k
∞∑
j=0

(
ã2a

k
1

)j
akt1 ≤ M̃

L2ã24
kM̃k−1

1− ã2ak1
akt1 ≤ M̃θat1,

тобто умови (14 i ) виконуються при i = 1. Розмiрковуючи за iндукцiєю, припустимо, що
оцiнки (14 i ) доведенi вже для деякого i ≥ 1. Доведемо їхню справедливiсть для i + 1.
Справдi, завдяки умовам теореми з урахуванням (13 i+1 ) i (14 i ) отримуємо

|x̃i+1(t)| ≤ L1

∞∑
j=0

∣∣A−11

∣∣j+1

∣∣∣∣∣f̃
(

i∑
l=0

x̃l(t+ j),
i∑

l=0

˜̃xl(t+ j),
i∑

l=0

x̃l(q(t+ j)),
i∑

l=0

˜̃xl(q(t+ j))

)
−

− f̃

(
i−1∑
l=0

x̃l(t+ j),

i−1∑
l=0

˜̃xl(t+ j),

i−1∑
l=0

x̃l(q(t+ j)),

i−1∑
l=0

˜̃xl(q(t+ j))

)∣∣∣∣∣ ≤
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≤ L1

∞∑
j=0

ãj+1
1

(
i∑

l=0

|x̃l(t+ j)|+
i∑

l=0

∣∣∣˜̃xl(t+ j)
∣∣∣+

i∑
l=0

|x̃l(q(t+ j))|+

+
i∑

l=0

|x̃l(q(t+ j))|+
i−1∑
l=0

|x̃l(t+ j)|+
i−1∑
l=0

∣∣∣˜̃xl(t+ j)
∣∣∣+

+
i−1∑
l=0

|x̃l(q(t+ j))|+
i−1∑
l=0

|x̃l(q(t+ j))|

)k−1

×

×
(
|x̃i(t+ j)|+

∣∣∣˜̃xi(t+ j)
∣∣∣+ |x̃i(q(t+ j))|+

∣∣∣˜̃xi(q(t+ j))
∣∣∣) ≤

≤ L1ã1

∞∑
j=0

ãj1

(
8M̃

1− θ
at+j
1

)k−1

4M̃θiat+j
1 ≤ ã1L1θ

i
∞∑
j=0

ãj1
(8M̃)k

(1− θ)k−1
a
k(t+j)
1 ≤

≤ M̃ θi
ã1 L18

kM̃k−1

(1− θ)k−1
∞∑
j=0

(
ã1 a

k
1

)j
akt1 ≤ M̃ θi

ã1 L18
kM̃k−1

(1− θ)k−1
(
1− ã1ak1

) at1 ≤ M̃ θi+1at1,

∣∣∣˜̃xi+1(t)
∣∣∣ ≤ L2

∞∑
j=0

∣∣A−12

∣∣j+1

∣∣∣∣∣ ˜̃f
(

i∑
l=0

x̃l(t+ j),
i∑

l=0

˜̃xl(t+ j),
i∑

l=0

x̃l(q(t+ j)),
i∑

l=0

˜̃xl(q(t+ j))

)
−

− ˜̃f ( i−1∑
l=0

x̃l(t+ j),
i−1∑
l=0

˜̃xl(t+ j),
i−1∑
l=0

x̃l(q(t+ j)),
i−1∑
l=0

˜̃xl(q(t+ j))

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ L2

∞∑
j=0

ãj+1
2

(
i∑

l=0

|x̃l(t+ j)|+
i∑

l=0

∣∣∣˜̃xl(t+ j)
∣∣∣+

i∑
l=0

|x̃l(q(t+ j))|+

+

i∑
l=0

|x̃l(q(t+ j))|+
i−1∑
l=0

|x̃l(t+ j)|+
i−1∑
l=0

∣∣∣˜̃xl(t+ j)
∣∣∣+

+

i−1∑
l=0

|x̃l(q(t+ j))|+
i−1∑
l=0

|x̃l(q(t+ j))|

)k−1

×

×
(
|x̃i(t+ j)|+

∣∣∣˜̃xi(t+ j)
∣∣∣+ |x̃i(q(t+ j))|+

∣∣∣˜̃xi(q(t+ j))
∣∣∣) ≤

≤ L2ã2

∞∑
j=0

ãj2

(
8M̃

1− θ
at+j
1

)k−1

4M̃θiat+j
1 ≤

≤ ã2L2θ
i
∞∑
j=0

ãj2
(8M̃)k

(1− θ)k−1
a
k(t+j)
1 ≤

≤ M̃ θi
ã2 L28

kM̃k−1

(1− θ)k−1
∞∑
j=0

(
ã2 a

k
1

)j
akt1 ≤
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≤ M̃θi
ã2 L28

kM̃k−1

(1− θ)k−1(1− ã2ak1)
at1 ≤ M̃θi+1at1.

Таким чином, ряди (13 i ), i = 1, 2, . . . , рiвномiрно збiгаються до деяких неперерв-
них вектор-функцiй x̃i(t), ˜̃xi(t), i = 1, 2, . . . , що задовольняють вiдповiднi системи рiв-
нянь (12 i ) i для яких виконуються оцiнки (14 i ), i = 1, 2, . . . . Звiдси безпосередньо випли-
ває, що ряди (10) рiвномiрно збiгаються при всiх t ∈ R+ до деяких неперервних при t ∈ R+

вектор-функцiй x̃(t), ˜̃x(t), якi задовольняють умови

|x̃(t)| ≤ M̃

1− θ
at1,

∣∣∣˜̃x(t)
∣∣∣ ≤ M̃

1− θ
at1

i, отже, умови (11).
Тепер покажемо, що виконуються спiввiдношення

lim
i→+∞

f̃

(
i∑

l=0

x̃l(t),

i∑
l=0

, ˜̃xl(t), i∑
l=0

x̃l(qt),

i∑
l=0

˜̃xl(qt)
)
≡

≡ f̃

( ∞∑
l=0

x̃l(t),
∞∑
l=0

, ˜̃xl(t), ∞∑
l=0

x̃l(qt),
∞∑
l=0

˜̃xl(qt)
)
,

lim
i→+∞

˜̃
f

(
i∑

l=0

x̃l(t),
i∑

l=0

, ˜̃xl(t), i∑
l=0

x̃l(qt),
i∑

l=0

˜̃xl(qt)
)
≡

≡ ˜̃f ( ∞∑
l=0

x̃l(t),

∞∑
l=0

, ˜̃xl(t), ∞∑
l=0

x̃l(qt),

∞∑
l=0

˜̃xl(qt)
)
. (16)

Дiйсно, нехай ε — як завгодно мале додатне число i N — цiле додатне число, що
задовольняє умову

L1

(
8M̃

1− θ

)k

θN+1 < ε, L2

(
8M̃

1− θ

)k

θN+1 < ε

(завдяки умовi 0 < θ < 1 таке число N завжди iснує). Тодi згiдно з умовами теореми i
оцiнками (14 i ), i = 0, 1, . . . , одержуємо, що при всiх i ≥ N виконуються нерiвностi∣∣∣∣∣f̃

( ∞∑
l=0

x̃l(t),

∞∑
l=0

˜̃xl(t), ∞∑
l=0

x̃l(qt),

∞∑
l=0

˜̃xl(qt)
)
−

− f̃

(
i∑

l=0

x̃l(t),

i∑
l=0

˜̃xl(t), i∑
l=0

x̃l(qt),

i∑
l=0

˜̃xl(qt)
)∣∣∣∣∣ ≤

≤ L1

( ∞∑
l=0

|x̃l(t)|+
∞∑
l=0

∣∣∣˜̃xl(t)∣∣∣+
∞∑
l=0

|x̃l(qt)|+
∞∑
l=0

∣∣∣˜̃xl(qt)∣∣∣+
+

i∑
l=0

|x̃l(t)|+
i∑

l=0

∣∣∣˜̃xl(t)∣∣∣+
i∑

l=0

|x̃l(qt)|+
i∑

l=0

∣∣∣˜̃xl(qt)∣∣∣
)k−1

×
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×

( ∞∑
l=i+1

|x̃l(t)|+
∞∑

l=i+1

∣∣∣˜̃xl(t)∣∣∣+
∞∑

l=i+1

|x̃l(qt)|+
∞∑

l=i+1

∣∣∣˜̃xl(qt)∣∣∣
)
≤

≤ L1

(
8M̃

1− θ

)k

θi+1 < ε,

∣∣∣∣∣ ˜̃f
( ∞∑

l=0

x̃l(t),
∞∑
l=0

˜̃xl(t), ∞∑
l=0

x̃l(qt),
∞∑
l=0

˜̃xl(qt)
)
−

− ˜̃f ( i∑
l=0

x̃l(t),
i∑

l=0

˜̃xl(tj), i∑
l=0

x̃l(qt),
i∑

l=0

˜̃xl(qt)
)∣∣∣∣∣ ≤

≤ L2

( ∞∑
l=0

|x̃l(t)|+
∞∑
l=0

∣∣∣˜̃xl(t)∣∣∣+

∞∑
l=0

|x̃l(qt)|+
∞∑
l=0

∣∣∣˜̃xl(qt)∣∣∣+
+

i∑
l=0

|x̃l(t)|+
i∑

l=0

∣∣∣˜̃xl(t)∣∣∣+
i∑

l=0

|x̃l(qt)|+
i∑

l=0

∣∣∣˜̃xl(qt)∣∣∣
)k−1

×

×

( ∞∑
l=i+1

|x̃l(t)|+
∞∑

l=i+1

∣∣∣˜̃xl(t)∣∣∣+
∞∑

l=i+1

|x̃l(qt)|+
∞∑

l=i+1

∣∣∣˜̃xl(qt)∣∣∣
)
≤

≤ L2

(
8M̃

1− θ

)k

θi+1 < ε

i, отже, спiввiдношення (16) мають мiсце. Тодi, очевидно, маємо

f̃

( ∞∑
l=0

x̃l(t),

∞∑
l=0

˜̃xl(t), ∞∑
l=0

x̃l(qt),

∞∑
l=0

˜̃xl(qt)
)
≡

≡
∞∑
i=0

(
f̃

(
i∑

l=0

x̃l(t),

i∑
l=0

˜̃xl(t), i∑
l=0

x̃l(qt),

i∑
l=0

˜̃xl(qt)
)
−

− f̃

(
i−1∑
l=0

x̃l(t),

i−1∑
l=0

˜̃xl(t), i−1∑
l=0

x̃l(qt),

i−1∑
l=0

˜̃xl(qt)
))

,

˜̃
f

( ∞∑
l=0

x̃l(t),

∞∑
l=0

˜̃xl(t), ∞∑
l=0

x̃l(qt),

∞∑
l=0

˜̃xl(qt)
)
≡

≡
∞∑
i=0

(˜̃
f

(
i∑

l=0

x̃l(t),
i∑

l=0

˜̃xl(t), i∑
l=0

x̃l(qt),
i∑

l=0

˜̃xl(qt)
)
−

− ˜̃f ( i−1∑
l=0

x̃l(t),
i−1∑
l=0

˜̃xl(t), i−1∑
l=0

x̃l(qt),
i−1∑
l=0

˜̃xl(qt)
))

,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2021, т. 24, № 2



ПОБУДОВА НЕПЕРЕРВНИХ ОБМЕЖЕНИХ ПРИ t ∈ R+ (t ∈ R−) РОЗВ’ЯЗКIВ СИСТЕМ . . . 227

i, отже (завдяки (12 i ), i = 0, 1, . . .), ряди (10) є сiм’єю розв’язкiв системи рiвнянь (9), що
задовольняють умову (11).

Теорему 3 доведено.
Теорема 4. Нехай виконуються умови 1 ′ , 2 ′ , q > 1 i умови:
3 ′′ ) 0 < a1a

−k
2 < 1, 0 < a1−k2 < 1, де a2 = |A2| > 1;

4 ′′ ) θ̃ = max

{
L1M

k−1
8k

(1− θ̃)k−1(ak2 − a1)
,

L2M
k−1

8k

(1− θ̃)k−1(ak2 − a2)

}
< 1.

Тодi система рiвнянь (9) має сiм’ю неперервних обмежених при t ∈ R− розв’язкiв у виглядi
рядiв

x̃(t) =
∞∑
i=0

xi(t), ˜̃x(t) =
∞∑
i=0

xi(t), (17)

де xi(t), xi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервнi обмеженi при t ∈ R− вектор-функцiї, що
задовольняють умову

lim
t→−∞

x̃(t) = 0, lim
t→−∞

˜̃x(t) = 0. (18)

Доведення. Розглянемо послiдовностi систем рiвнянь

x0(t) = 0, x0(t+ 1) = A2x0(t), (190)

xi(t+ 1) = A1xi(t) + f̃

(
i−1∑
l=0

xl(t),
i−1∑
l=0

xl(t),
i−1∑
l=0

xl(qt),
i−1∑
l=0

xl(qt)

)
−

− f̃

(
i−2∑
l=0

xl(t),

i−2∑
l=0

xl(t),

i−2∑
l=0

xl(qt),

i−2∑
l=0

xl(qt)

)
,

xi(t+ 1) = A2xi(t) +
˜̃
f

(
i−1∑
l=0

xl(t),

i−1∑
l=0

xl(t),

i−1∑
l=0

xl(qt),

i−1∑
l=0

xl(qt)

)
−

− ˜̃f ( i−2∑
l=0

xl(t),
i−2∑
l=0

xl(t),
i−2∑
l=0

xl(qt),
i−2∑
l=0

xl(qt)

)
, i = 1, 2, . . . , (19i)

i доведемо, що вони мають неперервнi обмеженi при t ∈ R− розв’язки, якi задовольняють
умови

|xi(t)| ≤M θ̃iat2,
∣∣xi(t)∣∣ ≤M θ̃iat2, i = 0, 1, . . . , (20i)

де M — деяка додатна стала.
Дiйсно, друга пiдсистема системи рiвнянь (190) має, як вiдомо, сiм’юнеперервних обме-

жених при t ∈ R− розв’язкiв x0(t) = x0(t, ω
−(t)), що залежить вiд довiльної неперервної

при t ∈ [0, 1] вектор-функцiї ω−(t) вимiрностi r, якi задовольняють умову (200).
Далi, безпосередньою пiдстановкою в (19 i ), i = 1, 2, . . . , можна переконатися, що ряди

xi(t) =

∞∑
j=1

Aj−1
1

[
f̃

(
i−1∑
l=0

xl(t− j),
i−1∑
l=0

xl(t− j),
i−1∑
l=0

xl(q(t− j)),
i−1∑
l=0

xl(q(t− j))

)
−
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− f̃

(
i−2∑
l=0

xl(t− j),
i−2∑
l=0

xl(t− j),
i−2∑
l=0

xl(q(t− j)),
i−2∑
l=0

xl(q(t− j))

)]
,

xi(t) =
∞∑
j=1

Aj−1
2

[ ˜̃
f

(
i−1∑
l=0

xl(t− j),
i−1∑
l=0

xl(t− j),
i−1∑
l=0

xl(q(t− j)),
i−1∑
l=0

xl(q(t− j))

)
−

− ˜̃f(
i−2∑
l=0

xl(t− j),
i−2∑
l=0

xl(t− j),
i−2∑
l=0

xl(q(t− j)),
i−2∑
l=0

xl(q(t− j)))

]
, i = 1, 2, . . . , (21i)

є формальними розв’язками вiдповiдних систем рiвнянь (19 i ), i = 1, 2, . . . . Доведемо, що
вони рiвномiрно збiгаються при t ∈ R− до деяких неперервних вектор-функцiй xi(t),
xi(t), i = 1, 2, . . . , якi задовольняють умови (20 i ), i = 1, 2, . . . . Справдi, враховуючи умови
теореми i (200), отримуємо

|x1(t)| ≤
∞∑
j=1

|A1|j−1
∣∣∣f̃ (x0(t− j), x0(t− j), x0(q(t− j)), x0(q(t− j)))∣∣∣ ≤

≤ L1a
−1
1

∞∑
j=1

aj1
(
|x0(t− j)|+

∣∣x0(t− j)∣∣+ |x0(q(t− j))|+
∣∣x0(q(t− j))∣∣)k ≤

≤ L1a
−1
1

∞∑
j=1

aj1

(
Mat−j2 +Mat−j2 +Ma

q(t−j)
2 +Ma

q(t−j)
2

)k
≤

≤ L1a
−1
1

(
4M
)k ∞∑

j=1

(
a1a
−k
2

)j
akt2 ≤

≤M 4kM
k−1

L1a
−1
1 a1a

−k
2

1− a1a−k2

akt2 ≤M
4kM

k−1
L1

ak2 − a1
at2 ≤Mθ̃at2,

∣∣x1(t)∣∣ ≤ ∞∑
j=1

|A2|j−1
∣∣∣∣ ˜̃f (x0(t− j), x0(t− j), x0(q(t− j)), x0(q(t− j)))∣∣∣∣ ≤

≤ L2a
−1
2

∞∑
j=1

aj2
(
|x0(t− j)|+

∣∣x0(t− j)∣∣+ |x0(q(t− j))|+
∣∣x0(q(t− j))∣∣)k ≤

≤ L2a
−1
2

∞∑
j=1

aj2

(
Mat−j2 +Mat−j2 +Ma

q(t−j)
2 +Ma

q(t−j)
2

)k
≤

≤ L2a
−1
2

(
4M
)k ∞∑

j=1

(
a2a
−k
2

)j
akt2 ≤

≤M 4kM
k−1

L2a
−1
2 a2a

−k
2

1− a2a−k2

akt2 ≤M
4kM

k−1
L2

ak2 − a2
at2 ≤M θ̃ at2.
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Отже, ряди (211) рiвномiрно збiгаються при t ∈ R− до деяких неперервних вектор-
функцiй x1(t), x1(t), якi задовольняють умови (201). Розмiрковуючи за iндукцiєю, припу-
стимо, що оцiнки (20 i ) доведенi вже для деякого i ≥ 1 i покажемо, що вони зберiгаються
при переходi вiд i до i+ 1. Дiйсно, завдяки (20 i+1), умовам теореми i (20 i ), знаходимо

|xi+1(t)| ≤ L1

∞∑
j=1

|A1|j−1
∣∣∣∣∣f̃
(

i∑
l=0

xl(t− j),
i∑

l=0

xl(t− j),
i∑

l=0

xl(q(t− j)),
i∑

l=0

xl(q(t− j))

)
−

− f̃

(
i−1∑
l=0

xl(t− j),
i−1∑
l=0

xl(t− j),
i−1∑
l=0

xl(q(t− j)),
i−1∑
l=0

xl(q(t− j))

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ L1

∞∑
j=1

aj−11

(
i∑

l=0

∣∣xl(t− j)∣∣+ i∑
l=0

∣∣xl(t− j)∣∣+ i∑
l=0

∣∣xl(q(t− j))∣∣+ i∑
l=0

∣∣xl(q(t− j))∣∣+
+

i−1∑
l=0

∣∣xl(t− j)∣∣+
i−1∑
l=0

∣∣xl(t− j)∣∣+
i−1∑
l=0

∣∣xl(q(t− j))∣∣+
i−1∑
l=0

∣∣xl(q(t− j))∣∣
)k−1

×

×
(
|xi(t− j)|+

∣∣xi(t− j)∣∣+ |xi(q(t− j))|+
∣∣xi(q(t− j))∣∣) ≤

≤ L1a
−1
1

∞∑
j=1

aj1

(
8M

1− θ̃
at−j2

)k−1

4Mθ̃iat−j2 ≤

≤ a−11 L1θ̃
i
∞∑
j=1

aj1
(8M)k

(1− θ̃)k−1
a
k(t−j)
2 ≤

≤M θ̃i
a−11 L18

kM
k−1

(1− θ̃)k−1

∞∑
j=1

(a1 a
−k
2 )jakt2 ≤

≤M θ̃i
8kM

k−1
L1

(1− θ̃)k−1(ak2 − a1)
at2 ≤Mθ̃i+1at2,

∣∣xi+1(t)
∣∣ ≤ L2

∞∑
j=1

|A2|j−1
∣∣∣∣∣f̃
(

i∑
l=0

xl(t− j),
i∑

l=0

xl(t− j),
i∑

l=0

xl(q(t− j)),
i∑

l=0

xl(q(t− j))

)
−

− f̃

(
i−1∑
l=0

xl(t− j),
i−1∑
l=0

xl(t− j),
i−1∑
l=0

xl(q(t− j)),
i−1∑
l=0

xl(q(t− j))

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ L2

∞∑
j=1

aj−12

(
i∑

l=0

∣∣xl(t− j)∣∣+
i∑

l=0

∣∣xl(t− j)∣∣+
+

i∑
l=0

∣∣xl(q(t− j))∣∣+

i∑
l=0

∣∣xl(q(t− j))∣∣+

i−1∑
l=0

∣∣xl(t− j)∣∣+
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+
i−1∑
l=0

∣∣xl(t− j)∣∣+
i−1∑
l=0

∣∣xl(q(t− j))∣∣+
i−1∑
l=0

∣∣xl(q(t− j))∣∣
)k−1

×

×
(
|xi(t− j)|+

∣∣xi(t− j)∣∣+ |xi(q(t− j))|+
∣∣xi(q(t− j))∣∣) ≤

≤ L2a
−1
2

∞∑
j=1

aj2

(
8M

1− θ̃
at−j2

)k−1

4Mθ̃iat−j2 ≤

≤ a−12 L2θ̃
i
∞∑
j=1

aj2
(8M)k

(1− θ̃)k−1
a
k(t−j)
2 ≤

≤M θ̃i
a−12 L28

kM
k−1

(1− θ̃)k−1

∞∑
j=1

(a2 a
−k
2 )jakt2 ≤

≤M θ̃i
8kM

k−1
L2

(1− θ̃)k−1(ak2 − a2)
at2 ≤Mθ̃i+1at2.

Таким чином, ряди (21 i ) рiвномiрно збiгаються при t ∈ R− i всiх i ≥ 1 до деяких
неперервних вектор-функцiй xi(t), xi(t), i = 1, 2, . . . , якi задовольняють умови (20 i ), i =
= 1, 2, . . . . Звiдси безпосередньо випливає, що ряди (17) рiвномiрно збiгаються при t ∈ R−
до деяких неперервних вектор-функцiй x̃(t), ˜̃x(t), якi задовольняють умови

|x̃(t)| ≤ M

1− θ̃
at2,

∣∣∣˜̃x(t)
∣∣∣ ≤ M

1− θ̃
at2

i, отже, умови (18).
Для закiнчення доведення теореми слiд показати, що ряди (17) задовольняють систему

рiвнянь (9). Для цього покажемо спочатку, що виконуються спiввiдношення

lim
i→+∞

f̃

(
i∑

l=0

xl(t),

i∑
l=0

, xl(t),

i∑
l=0

xl(qt),

i∑
l=0

xl(qt)

)
≡

≡ f̃

( ∞∑
l=0

xl(t),
∞∑
l=0

, xl(t),
∞∑
l=0

xl(qt),
∞∑
l=0

xl(qt)

)
,

lim
i→+∞

˜̃
f

(
i∑

l=0

xl(t),

i∑
l=0

, xl(t),

i∑
l=0

xl(qt),

i∑
l=0

xl(qt)

)
≡

≡ ˜̃f ( ∞∑
l=0

xl(t),

∞∑
l=0

, xl(t),

∞∑
l=0

xl(qt),

∞∑
l=0

xl(qt)

)
. (22)

Дiйсно, нехай ε — як завгодно мале додатне число i N — цiле додатне число, що
задовольняє умову

L1

(
8M

1− θ̃

)k

θ̃N+1 < ε, L2

(
8M

1− θ̃

)k

θ̃N+1 < ε

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2021, т. 24, № 2



ПОБУДОВА НЕПЕРЕРВНИХ ОБМЕЖЕНИХ ПРИ t ∈ R+ (t ∈ R−) РОЗВ’ЯЗКIВ СИСТЕМ . . . 231

(завдяки умовi 0 < θ̃ < 1 таке число N завжди iснує). Тодi згiдно з умовами теореми i
оцiнками (20 i ), i = 0, 1, . . . , одержуємо, що при всiх i ≥ N виконуються нерiвностi∣∣∣∣∣f̃

( ∞∑
l=0

xl(t),
∞∑
l=0

xl(t),
∞∑
l=0

xl(qt),
∞∑
l=0

xl(qt)

)
−

− f̃

(
i∑

l=0

xl(t),
i∑

l=0

xl(t),
i∑

l=0

xl(qt),
i∑

l=0

xl(qt)

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ L1

( ∞∑
l=0

|xl(t)|+
∞∑
l=0

∣∣xl(t)∣∣+
∞∑
l=0

|xl(qt)|+
∞∑
l=0

∣∣xl(qt)∣∣+
+

i∑
l=0

|xl(t)|+
i∑

l=0

∣∣xl(t)∣∣+

i∑
l=0

|xl(qt)|+
i∑

l=0

∣∣xl(qt)∣∣
)k−1

×

×

( ∞∑
l=i+1

|xl(t)|+
∞∑

l=i+1

∣∣xl(t)∣∣+
∞∑

l=i+1

|xl(qt)|+
∞∑

l=i+1

∣∣xl(qt)∣∣
)
≤

≤ L1

(
8M

1− θ̃

)k

θ̃i+1 < ε,

∣∣∣∣∣ ˜̃f
( ∞∑

l=0

xl(t),

∞∑
l=0

xl(t),

∞∑
l=0

xl(qt),

∞∑
l=0

xl(qt)

)
−

− ˜̃f ( i∑
l=0

xl(t),

i∑
l=0

xl(t),

i∑
l=0

xl(qt),

i∑
l=0

xl(qt)

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ L2

( ∞∑
l=0

|xl(t)|+
∞∑
l=0

∣∣xl(t)∣∣+
∞∑
l=0

|xl(qt)|+
∞∑
l=0

∣∣xl(qt)∣∣+
+

i∑
l=0

|xl(t)|+
i∑

l=0

∣∣xl(t)∣∣+
i∑

l=0

|xl(qt)|+
i∑

l=0

∣∣xl(qt)∣∣
)k−1

×

×

( ∞∑
l=i+1

|xl(t)|+
∞∑

l=i+1

∣∣xl(t)∣∣+

∞∑
l=i+1

|xl(qt)|+
∞∑

l=i+1

∣∣xl(qt)∣∣
)
≤

≤ L2

(
8M

1− θ̃

)k

θ̃i+1 < ε

i, отже, спiввiдношення (22) мають мiсце. Тодi, очевидно, маємо

f̃

( ∞∑
l=0

xl(t),

∞∑
l=0

xl(t),

∞∑
l=0

xl(qt),

∞∑
l=0

xl(qt)

)
≡
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≡
∞∑
i=0

(
f̃(

i∑
l=0

xl(t),

i∑
l=0

xl(t),

i∑
l=0

xl(qt),

i∑
l=0

xl(qt))−

− f̃

(
i−1∑
l=0

xl(t),
i−1∑
l=0

xl(t),
i−1∑
l=0

xl(qt),
i−1∑
l=0

xl(qt)

))
,

˜̃
f

( ∞∑
l=0

xl(t),
∞∑
l=0

xl(t),
∞∑
l=0

xl(qt),
∞∑
l=0

xl(qt)

)
≡

≡
∞∑
i=0

(˜̃
f

(
i∑

l=0

xl(t),

i∑
l=0

xl(t),

i∑
l=0

xl(qt),

i∑
l=0

xl(qt)

)
−

− ˜̃f ( i−1∑
l=0

xl(t),

i−1∑
l=0

xl(t),

i−1∑
l=0

xl(qt),

i−1∑
l=0

xl(qt)

))
,

де x−1(t) ≡ 0, x−1(t) ≡ 0 i, отже (завдяки (19 i ), i = 0, 1, . . .), ряди (17) є сiм’ю розв’язкiв
системи рiвнянь (9), що задовольняють умову (18).

Теорему 4 доведено.
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