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In the paper, we consider the dissipative evolutionary system that consists of a parabolic reaction–diffusion-
type system and a system of ordinary differential equations disturbed by external bounded signals.We prove
that the global attractor of the unperturbed system is stable in the ISS sense to the value of disturbances.

Розглянуто дисипативну еволюцiйну систему, що складається з параболiчної системи типу реакцiя–
дифузiя та системи звичайних диференцiальних рiвнянь, збурених вхiдними обмеженими сигна-
лами. Доведено, що глобальний атрактор незбуреної системи є стiйким у сенсi ISS щодо величини
збурень.

1. Вступ. Одним iз популярних пiдходiв до вивчення робастної стiйкостi положень рiвнова-
ги нелiнiйних диференцiальних рiвнянь є теорiя стiйкостi вiд входу до стану (input-to-state
stability, ISS) [1, 2]. Для нескiнченновимiрних систем вiдповiднi узагальнення цiєї теорiї
зроблено в [3 – 6]. Для дисипативних диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними
ключовим об’єктом вивчення якiсної теорiї є глобальний атрактор — компактна iнварiан-
тна пiдмножина фазового простору, що притягує всi траєкторiї рiвномiрно за обмеженими
початковими даними [7 – 12]. Робастнiсть такого об’єкту стосовно зовнiшнiх збурень у
термiнах теорiї ISS вперше встановлено в [13, 14] для параболiчного рiвняння. У цiй роботi
ми встановлюємо властивiсть ISS для атрактора змiшаної системи, що складається з па-
раболiчної системи типу реакцiї–дифузiї та системи звичайних диференцiальних рiвнянь,
що зазнають адитивних обмежених збурень.

2. Постановка задачi. Нехай Ω ⊂ Rm — обмежена область. Розглядаємо задачу
∂u

∂t
= A∆u− f(u) +B(x)v(t) +D(x)d1(t), x ∈ Ω, t > 0,

u|∂Ω = 0,
(1)

dv

dt
= −F (v) +

∫
Ω

G(x)u(x, t)dx+ d2(t), (2)

де A — (N × N)-вимiрна матриця, 1

2
(A+A∗) ≥ ν1I, u = u(x, t) = (u1, . . . , uN ), v =

= v(t) = (v1, . . . , vM ) — невiдомi функцiї, B,D,G ∈ L2(Ω) — заданi матрицi вiдповiдних
розмiрностей, d1 ∈ L∞

(
0,+∞;RN

)
, d2 ∈ L∞

(
0,+∞;RM

)
— вхiднi “збурюючi” сигнали, i
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для всiх u, ω ∈ RN , y ∈ RM виконуються умови

f ∈ C1
(
RN ;RN

)
, F ∈ C1

(
RM ;RM

)
,

N∑
i=1

f i(u)ui ≥ ν2

N∑
i=1

|ui|pi − c1,

N∑
i=1

|f i(u)|
pi

pi−1 ≤ c2

(
N∑
i=1

|ui|pi + 1

)
, (3)

(Df(u)ω, ω)RN ≥ −c3‖ω‖2RN ,

M∑
i=1

F i(y)yi ≥ ν3‖y‖2RM − c4,

де ν1, ν2, ν3, c1, c2, c3, c4 — заданi додатнi константи, pi ≥ 2, i = 1, N.
Далi будемо використовувати позначення

p = (p1, . . . , pN ), q = (q1, . . . , qN ), qi =
pi

pi − 1
,

Lp(Ω) = Lp1(Ω)× . . .× LpN (Ω),

Lp
(
0, T ;Lp(Ω)

)
= Lp1

(
0, T ;Lp1(Ω)

)
× . . .× LpN

(
0, T ;LpN (Ω)

)
,

H =
(
L2(Ω)

)N
, V =

(
H1

0 (Ω)
)N

,

AC
(
[0, T ];RM

)
— простiр абсолютно неперервних функцiй iз [0, T ] в RM .

Вiдомо [9], що за умов (3) задача (1), (2) для довiльних збурень d = {d1, d2} ∈ L∞
(
0,+∞;

RN
)
×L∞

(
0,+∞;RM

)
i для довiльних початкових даних z0 = {u0, v0} iз фазового простору

X =
(
L2(Ω)

)N × RM i ∀T > 0 має єдиний розв’язок

z = {u, v} ∈
(
L2(0, T ;V ) ∩ Lp

(
0, T ;Lp(Ω)

))
×AC

(
[0, T ];RM

)
.

Продовжуючи кожен такий розв’язок на [0,+∞), покладемо

Sd(t, z0) := z(t), z(·) — розв’язок (1), (2) зi збуренням d, z(0) = z0.

Доведемо, що за вiдсутностi збурень (d ≡ 0) напiвгрупа S0 має глобальний атрактор
Θ ⊂ X, тобто iснує компактна множина Θ ⊂ X, яка є iнварiантною:

S0(t,Θ) = Θ ∀t > 0

i рiвномiрно притягуючою:

dist (S0(t, B),Θ)→ 0, t→∞ для будь-якої обмеженої множини B ⊂ X,

де тут i далi
dist(A,B) = inf

a∈A
sup
b∈B
‖a− b‖X .
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За наявностi збурень Sd вже не є напiвгрупою, i виникає питання про те, як залежить
вiдхилення траєкторiй збуреної системи Sd вiд множини Θ стосовно величини

‖d‖∞ := max

{
ess sup
t≥0

‖d1(t)‖RN , ess sup
t≥0

‖d2(t)‖RM

}
.

При цьому вiдхилення точки z ∈ X вiд множини Θ ⊂ X будемо оцiнювати за допомо-
гою величини

‖z‖Θ := inf
θ∈Θ
‖z − θ‖X .

Доведемо, що Θ є стiйким у сенсi ISS, тобто iснують r > 0, β ∈ KL, γ ∈ K такi, що

‖Sd(t, z0)‖Θ ≤ β(‖z0‖Θ, t) + γ(‖d‖∞) ∀‖z0‖Θ ≤ r, ∀‖d‖∞ ≤ r, ∀t ≥ 0, (4)

де K — клас неперервних строго зростаючих функцiй γ : [0,+∞) 7→ [0,+∞) з γ(0) = 0,
KL — клас неперервних функцiй β : [0,+∞) × [0,+∞) 7→ [0,+∞) з γ(0) = 0, для яких
∀s ≥ 0 β(·, s) ∈ K, ∀t ≥ 0 β(t, s)→ 0, s→ +∞.

3. Основний результат.
Теорема. За умов (3) при d = 0 напiвгрупа S0 має глобальний атрактор Θ у фазовому

просторi X, який є стiйким до збурень у сенсi (4).
Доведення. Спочатку доведемо iснування глобального атрактора в S0. Згiдно з [7] для

цього достатньо встановити, що S0 є дисипативною, неперервною i асимптотично ком-
пактною.

Встановимо деякi апрiорнi оцiнки для z(t) = {u(t), v(t)} = Sd(t, z0). Оскiльки для
u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ Lp

(
0, T ;Lp(Ω)

)
, v ∈ C

(
[0, T ];RM

)
завдяки (3)

A∆u− f(u) +Bv +Dd ∈ L2 (0, T ;V ∗) + Lq (0, T ;Lq(Ω)) +

+ L∞(0, T ;L2(Ω)) ⊂ L2 (0, T ;V ∗) + Lq (0, T ;Lq(Ω)) ,

то згiдно з [9] u : [0, T ] 7→ H є абсолютно неперервною функцiєю, i пiсля множення (1) на
u скалярно в H, (2) на v скалярно в Rm одержуємо: для майже всiх (м.в.) t > 0

1

2

d

dt
‖u(t)‖2H + ν1‖u(t)‖2V + ν2‖u(t)‖pLp ≤ c1|Ω|+ ‖B‖L2‖v(t)‖RM + ‖D‖L2‖d‖∞, (5)

1

2

d

dt
‖v(t)‖2RM + ν3‖v(t)‖2RM ≤ c4 + ‖G‖L2‖u(t)‖H + ‖d‖∞. (6)

З (5), (6), нерiвностей Юнга й Пуанкаре виводимо, що iснують ν > 0, c > 0, що залежать
лише вiд констант задачi та ‖B‖L2 , ‖G‖L2 такi, що для м.в. t > 0

d

dt

(
‖u(t)‖2H + ‖v(t)‖2RM

)
+ ν

(
‖u(t)‖2H + ‖v(t)‖2RM

)
≤ c+ ‖d‖∞ (1 + ‖D‖L2) .

Звiдси завдяки неперервностi z· = {u(·), v(·)} : [0,+∞) 7→ X виводимо

∀t ≥ 0 ‖z(t)‖2X ≤ ‖z0‖2Xe−νt +
c

ν
+

1 + ‖D‖L2

ν
‖d‖∞. (7)

З (7) при d = 0 одержуємо дисипативнiсть S0.
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Тепер розглянемо z1 − z2, де z1 = {u1, v1}, z2 = {u2, v2} — розв’язки (1), (2) при
d1 = d2 = 0. Використовуючи оцiнку (7) при d = 0, для кожного розв’язку одержуємо

sup
t≥0
‖z(t)‖2x ≤ ‖z0‖2X +

c

ν
. (8)

Звiдси виводимо

1

2

d

dt
‖u1 − u2‖2H + ν1‖u1 − u2‖2V ≤ c3‖u1 − u2‖2H + ‖B‖L2‖v1 − v2‖RM ‖u1 − u2‖H ,

1

2

d

dt
‖v1 − v2‖2RM ≤ sup

‖v‖RM≤r0
‖DF (v)‖‖v1 − v2‖2RM + ‖G‖L2‖u1 − u2‖H‖v1 − v2‖RM ,

де r0 =

√
max

{
‖z1(0)‖2X , ‖z2(0)‖2X

}
+
c

ν
.

Отже, з деякою константою c(r0) > 0 маємо

∀t ≥ 0 ‖z1(t)− z2(t)‖2X ≤ ec(r0)t‖z1(0)− z2(0)‖X . (9)

З (9) випливає неперервнiсть S0.
Доведемо асимптотичну компактнiсть S0, тобто передкомпактнiсть послiдовностi

{ξn = S0 (tn, z
n
0 )} , де tn → +∞, {zn0 } обмежена в X. Оскiльки {ξn = S0(1, S0(tn − 1, zn0 ))},

то завдяки (7) достатньо показати передкомпактнiсть {S0 (1, zn0 )} , ‖zn0 ‖X ≤ r. Нехай
zn(t) = {un(t), vn(t)} = S0

(
t, zn0

)
,
∥∥zn0 ∥∥X ≤ r. Обмеженiсть, а отже, й передкомпактнiсть

{vn(1)} у RM випливає з (7).
Доведемо, що

‖un(1)‖V ≤ K(r) (10)

з деякою константою K(r), яка не залежить вiд n. Тодi з компактностi вкладення V ⊂ H
одержимо передкомпактнiсть {un(1)} в H.

Виведемо (10), слiдуючи мiркуванням iз [13], якi обґрунтовуються переходом до га-
льоркiнських апроксимацiй задачi (1), (2). Домножимо (1) на ∆un в H. З урахуванням
умов (3) одержимо нерiвнiсть

1

2

d

dt
‖un(t)‖2V + ν1‖∆un(t)‖2H ≤

≤ c3‖un(t)‖2V + ‖B‖L2‖vn(t)‖RM ‖∆un(t)‖H + ‖f(0)‖RN ‖∆un(t)‖H . (11)

Оскiльки

sup
t≥0
‖vn(t)‖RM ≤

√
r2 +

c

ν
, (12)

то з (11) виводимо

d

dt
‖un(t)‖2V + λ‖un(t)‖2V ≤ c(r)

(
‖un(t)‖2V + 1

)
(13)

з деякими додатними константами λ i c(r).
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Пiсля множення (13) на teλt маємо
d

dt

(
t‖un(t)‖2V eλt

)
≤ c(r)

(
‖un(t)‖2V + 1

)
teλt + ‖un(t)‖2V eλt.

Iнтегруючи останню нерiвнiсть вiд 0 до 1, одержуємо

‖un(1)‖2V ≤ (c(r) + 1)

1∫
0

‖un(t)‖2V dt+ c(r). (14)

З нерiвностей (5) i (12) маємо

ν1

1∫
0

‖un(t)‖2V dt ≤
1

2
r2 + c1(Ω) + ‖B‖L2

√
r2 +

c

ν
. (15)

З (14) i (15) виводимо оцiнку (10).
Таким чином, напiвргупа S0 має глобальний атрактор Θ ⊂ X. Встановимо його роба-

стну стiйкiсть у сенсi (4). Скористаємося наступним результатом, який випливає з [13, 14].
Лема [13, 14]. Нехай S0 має глобальний атрактор Θ i виконуються умови:
1) iснують σ1 ∈ K i c0 > 0 такi, що

sup
t≥0
‖S0(t, z0)‖X ≤ σ1(‖z0‖X) + c0 ∀z0 ∈ X;

2) iснує локально обмежена c : [0,+∞) 7→ [0,+∞) така, що

‖z1
0‖X ≤ r, ‖z2

0‖X ≤ r =⇒
∥∥S0

(
t, z1

0

)
− S0

(
t, z2

0

)∥∥
X
≤ ec(r)t

∥∥z1
0 − z2

0

∥∥
X
∀r > 0, ∀t ≥ 0;

3) iснує σ2 ∈ K i неперервна функцiя ϕ : [0,+∞)2 7→ [0,+∞) такi, що

lim
t→0+

ϕ(r, t)

t
<∞ ∀r > 0

i
‖z0‖X ≤ r, ‖d‖∞ ≤ r =⇒

∥∥Sd(t, z0)− S0(t, z0)
∥∥
X
≤ ϕ(r, t)σ2(‖d‖∞) ∀t ≥ 0.

Тодi для Sd виконується властивiсть (4).

З оцiнки (8) виводимо умову 1) з σ1(r) = r, c0 =

√
c

ν
, з (9) виводимо умову 2). Залишило-

ся довести умову 3). Оскiльки властивiсть (4) носить локальний характер, то без обмежен-
ня загальностi можемо вважати, що ‖d‖∞ ≤ 1. Нехай z1(t) = {u1(t), v1(t)} = Sd(t, z0),
z2(t) = {u2(t), v2(t)} = S0(t, z0). Тодi аналогiчно до здобуття оцiнки (9) маємо

d

dt
‖z1 − z2‖2X ≤ 2c3‖u1 − u2‖2H + 2 sup

‖v‖≤r
‖DF (v)‖‖v1 − v2‖2RM +

+
(
‖B‖L2 + ‖G‖L2

)
‖z1 − z2‖2X + 4(‖D‖L2 + 1)‖z1 − z2‖X‖d‖∞,

де r0 визначається з оцiнки

max

{
sup
t≥0
‖v1(t)‖RM , sup

t≥0
‖v2(t)‖RM

}
≤
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≤
√
r2 +

c

ν
+

1 + ‖D‖L2

ν
‖d‖∞ ≤

√
r2 +

c

ν
+

1 + ‖D‖L2

ν
=: r0.

Позначимо c̄(r) = 2c3 + ‖B‖L2 + ‖G‖L2 + sup‖v‖RM≤r0
‖DF (v)‖, D̄ = 4(‖D‖L2 + 1). Тодi

∀T ≥ t ≥ 0 маємо
d

dt
‖z1 − z2‖2X ≤ c̄(r)‖z1 − z2‖2X + D̄ sup

t∈[0,T ]

∥∥z1(t)− z2(t)
∥∥
X
‖d‖∞.

Пiсля iнтегрування вiд 0 до t одержуємо

∥∥z1(t)− z2(t)
∥∥2

X
≤ c̄(r)

t∫
0

∥∥z1(s)− z2(s)
∥∥2

X
ds+ D̄T sup

t∈[0,T ]

∥∥z1(t)− z2(t)
∥∥
X
‖d‖∞.

З леми Гронуола виводимо
sup
t∈[0,T ]

∥∥z1(s)− z2(s)
∥∥
X
≤ D̄Tec̄(r)T ‖d‖∞,

звiдки й випливає умова 3) з ϕ(r, t) = D̄tec̄(r)t.
Теорему доведено.
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