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For essentially nonlinear nonautonomous differential equations of the second order with nonlinearities that
are close to regularly varying functions, the conditions of existence of a sufficiently wide class of solutions
that are close to linear functions as the argument tends to the critical point are obtained. Moreover, the
exact asymptotic formulas for such solutions and their first-order derivatives are found. The number of
these solutions is also obtained in the paper. The results are illustrated for differential equations of a more
concrete class.
Для iстотно нелiнiйних неавтономних диференцiальних рiвнянь другого порядку з нелiнiйностями,
близькими до правильно змiнних функцiй, отримано умови iснування достатньо широкого класу
розв’язкiв, що є близькими до лiнiйнихфункцiй при прямуваннi аргументу до особливої точки. Крiм
того, одержано точнi асимптотичнi формули для таких розв’язкiв i їхнiх похiдних першого порядку,
визначено кiлькiсть таких розв’язкiв. Здобутi результати проiлюстровано на класi диференцiальних
рiвнянь бiльш конкретного вигляду.

Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′ = α0p(t)ϕ0(y)ϕ1(y
′) exp

(
R(| ln |yy′||)

)
, (1)

де α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω[→ ]0,+∞[ (−∞ < a < ω ≤ +∞), ϕi : ∆Yi → ]0,+∞[ —неперервнi
функцiї, Yi ∈ {0,±∞}, ∆Yi —промiжок або [y0i ;Y

1
i [, або ]Yi; y

0
i ]

1 (для кожного i ∈ {0, 1}),
R — неперервно диференцiйовна, з монотонною похiдною, правильно змiнна на нескiн-
ченностi функцiя порядку µ, 0 < µ < 1. Крiм того, вважається, що кожна з функцiй ϕi(z)
(для кожного i ∈ {0, 1}) є правильно змiнною функцiєю (див. [1]) при z → Yi, z ∈ ∆Yi ,

порядку σi, σ0 + σ1 6= 1. Асимптотичнiй поведiнцi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь
вигляду (1), де exp

(
R
(
| ln |yy′||

))
≡ 1, присвячено багато робiт (див., наприклад, [2 – 4]).

У роботi [5] розглядалося рiвняння бiльш загального вигляду, близьке до рiвняння (1).
1 При Yi = +∞ (Yi = −∞) вважаємо y0

i > 0 (y0
i < 0) вiдповiдно.
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Однак, у загальному випадку рiвняння (1), коли праву частину не можна зобразити у ви-
глядi добутку функцiй лише вiд однiєї змiнної, навiть асимптотично, вiдповiднi результати
вже не справджуються.

Означення 1. Розв’язок y рiвняння (1) будемо називати Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язком, якщо
вiн заданий на [t0, ω[ i для кожного i ∈ {0, 1}

lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi, lim
t↑ω

(y′(t))2

y′′(t)y(t)
= λ0. (2)

У данiй роботi дослiджуються Pω(Y0, Y1,±∞)-розв’язки рiвняння (1). Цей клас розв’яз-
кiв вiдноситься до особливого випадку, оскiльки похiднi першого порядку таких розв’язкiв
є повiльно змiнними функцiями. У роботi [6] отримано умови iснування Pω(Y0, Y1,±∞)-
розв’язкiв рiвнянь вигляду (1), але було розглянуто не всi можливi випадки.

Для формулювання основних результатiв уведемо додатковi позначення. У випадку,
коли limt↑ω |πω(t)| sign y00 = Y0,

I0(t) = α0

t∫
A0

ω

p(τ)|πω(τ)|σ0Θ0

(
|πω(τ)| sign y00

)
dτ,

A0
ω =


b, якщо

∫ ω

b
p(τ)|πω(τ)|σ0Θ0

(
|πω(τ)| sign y00

)
dτ = +∞,

ω, якщо
∫ ω

b
p(τ)|πω(τ)|σ0Θ0

(
|πω(τ)| sign y00

)
dτ < +∞,

N0(t) = α0p(t)|πω(t)|σ0+1Θ0

(
|πω(t)| sign y00

)
,

де b ∈ [a, ω[ обирається так, щоб |πω(t)| sign y00 ∈ ∆Y0 при t ∈ [b, ω[,

πω(t) =

t, при ω = +∞,

t− ω, при ω < +∞,
Θi(z) = ϕi(z)|z|−σi ∀i ∈ {0, 1}.

Означення 2. Будемо говорити, що функцiя ϕi, i ∈ {0, 1}, задовольняє умову S, якщо для
будь-якої неперервно диференцiйовної функцiї L : ∆Yi → ]0,+∞[ такої, що

lim
z→Yi
z∈∆Yi

zL′(z)

L(z)
= 0,

виконуються спiввiдношення

Θi(zL(z)) = Θi(z)(1 + o(1)) при z → Yi, z ∈ ∆Yi .

Умову S заздалегiдь задовольняють функцiї ϕi(z), для яких Θi(z) мають скiнченну границю
при z → Yi, а також функцiї вигляду |z|σi | ln |z||µi , |z|σi | ln | ln |z|||µi i багато iнших.
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Теорема. Для iснування у рiвняння (1) Pω(Y0, Y1,±∞)-розв’язкiв необхiдно виконання умов

Y0 =

±∞, якщо ω = +∞,

0, якщо ω < +∞,
πω(t)y00y

0
1 > 0 при t ∈ [a, ω[. (3)

Якщо функцiя ϕ0 задовольняє умову S, p — неперервно диференцiйовна i

lim
t↑ω

πω(t)N ′0(t)

R′(| ln |πω(t)||)N0(t)
= M, M ∈ R \ {0,±1}, (4)

то разом з (3) умови

lim
t↑ω

y01 exp

(
1

1− σ0 − σ1
R(| ln |πω(t)||)

)
= Y1,

y01(M + 1)α0(1− σ0 − σ1) ≥ 0 при t ∈ [a, ω[

(5)

є необхiдними й достатнiми для iснування Pω(Y0, Y1,±∞)-розв’язкiв у рiвняння (1).
Крiм того, для кожного такого розв’язку мають мiсце асимптотичнi зображення при

t ↑ ω :

|y′(t)|1−σ0

ϕ1(y′(t)) exp(R(| ln |y(t)y′(t)||))
=
|1− σ0 − σ1| |N0(t)(M + 1)|

R′(| ln |πω(t)||)
[1 + o(1)],

y′(t)

y(t)
=

1

πω(t)
[1 + o(1)].

(6)

При цьому у випадку, коли ω = +∞, для M ∈ (−1; 1)\{0} буде iснувати двопараметрич-
на сiм’я таких розв’язкiв, а коли M ∈ (−∞;−1)∪ (1; +∞) —однопараметрична. У випадку,
коли ω < +∞, для M ∈ (−1; 1) \ {0} буде iснувати однопараметрична сiм’я.

Доведення теореми. Необхiднiсть. Нехай y : [t0, ω[→ ∆Y0 — Pω(Y0, Y1,±∞)-розв’язок
диференцiального рiвняння (1). Згiдно з (2) з тотожностi

y′′(t)y(t)

(y′(t))2
=

(
y′(t)

y(t)

)′ (y′(t)
y(t)

)−2
+ 1

випливає, що (
y′(t)

y(t)

)′ (y′(t)
y(t)

)−2
= −1 + o(1) при t ↑ ω.

Звiдси з урахуванням (2) маємо асимптотичнi зображення

y(t) = πω(t)y′(t)[1 + 0(1)], y′′(t) = o

(
y′(t)

πω(t)

)
при t ↑ ω. (7)

Згiдно з першим iз цих спiввiдношень має мiсце друге зображення (6) i виконується
умова (3). Крiм того, з (7) випливає, що iснує така повiльно змiнна неперервно дифе-
ренцiйовна функцiя L : ∆Y0 → ]0,+∞[, що y(t) = πω(t)L(πω(t)). Тому, завдяки умовi S
Θ0(y(t)) = Θ0

(
|πω(t)| sign y00

)
[1 + o(1)] при t ↑ ω. Бiльш того, iз першого зображення (7),
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використовуючи властивостi логарифмiчної функцiї та функцiї R, отримаємо, що асимп-
тотичнi зображення

R(| ln |y(t)y′(t)||) = R(| ln |πω(t)||)[1 + o(1)],

R′(| ln |y(t)y′(t)||) = R′(| ln |πω(t)||)[1 + o(1)]
(8)

мають мiсце при t ↑ ω.
Перепишемо рiвняння (1) при t ↑ ω у виглядi

y′′(t)

ϕ1(y′(t))|y′(t)|σ0
= I ′0(t) exp

(
R(| ln |y(t)y′(t)||)

)
[1 + o(1)]. (9)

Спiввiдношення (9) при t ↑ ω можна подати у виглядi

y′′(t)

ϕ1(y′(t))|y′(t)|σ0
=
N0(t) exp (R(| ln |y(t)y′(t)||)) y′(t)[1 + o(1)]

y(t)
. (10)

Iз властивостейфункцiї R випливає,що iснує двiчi неперервно диференцiйовнафункцiя R̃ :
]0; +∞[→ ]0; +∞[ така, що

R̃(z) = R(z)[1 + o(1)], R̃′(z) = R′(z)[1 + o(1)], lim
z→+∞

R̃′′(z)R(z)(
R̃′(z)

)2 =
µ

µ− 1
. (11)

З урахуванням умов (2), (8), (11), (4) i першого асимптотичного зображення (7) з рiвностi(
N0(t) exp (R (| ln |y(t)y′(t)||))

R̃′ (| ln |πω(t)||)

)′

=
N0(t) exp(R(| ln |y(t)y′(t)||))y′(t)

y(t)
×

×

(
y(t)

πω(t)y′(t)

(
N ′0(t)πω(t)

N0(t)R̃′ (| ln |πω(t)||)
− R̃ (| ln |πω(t)||)(

R̃′ (| ln |πω(t)||)
)2 R̃′′ (| ln |πω(t)||)
R̃′ (| ln |πω(t)||)

)
+

+ 1 +
y(t)y′′(t)

(y′(t))2

)
маємо таке зображення при t ↑ ω :(

N0(t) exp
(
R
(
| ln |y(t)y′(t)||

))
R̃′ (| ln |πω(t)||)

)′
=

=
(M + 1)N0(t) exp

(
R
(
| ln |y(t)y′(t)||

))
R̃′ (| ln |πω(t)||)

[1 + o(1)].

Отже, використовуючи властивостi функцiї ϕ1 i (10), отримуємо

y′(t)

ϕ1(y′(t))|y′(t)|σ0
=

(M + 1)N0(t) exp (R (| ln |y(t)y′(t)||))
R̃′ (| ln |πω(t)||)

×
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× (1− σ0 − σ1)[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Перше iз зображень (6) випливає з цього спiввiдношення з використанням (11). Враховуючи
знак функцiї y′(t), одержуємо умови (5).

Необхiднiсть доведено.
Достатнiсть. Припустимо, що ϕ0 задовольняє умову S, а також виконуються умо-

ви (3) – (5). Позначимо g(v0, v1) = exp
(
R(| ln |v0v1||)

)
L1(v1), де L1(z) = Θ1(z)[1 + o(1)] при

z → Y1, z ∈ ∆Y1 , lim z→Y1
z∈∆Y1

zL′1(z)

L1(z)
= 0. Звiдси, з урахуванням вигляду функцiй ϕ1 та R,

маємо

lim
vi→Yi
vi∈∆Yi

vi
∂g

∂vi
(v0, v1)

g(v0, v1)
= 0 рiвномiрно по vj ∈ ∆Yj , j 6= i ∀i, j ∈ {0, 1}. (12)

Таким чином, можна вибрати ∆̃Yi ⊂ ∆Yi (∀i ∈ {0, 1}) так, щоб∣∣∣∣∣∣∣∣
vi
∂g

∂vi
(v0, v1)

g(v0, v1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ < ζ ∀i ∈ {0, 1} при (v0, v1) ∈ ∆̃Y0 × ∆̃Y1 , (13)

де 0 < ζ <
|1− σ0 − σ1|

4
, ζ достатньо мале та

∆̃Yi =

[ỹ0i , Yi[, якщо ∆Yi = [y0i , Yi[, y0i ≤ ỹ0i < Yi,

]Yi, ỹ
0
i ], якщо ∆Yi =]Yi, y

0
i ], Yi > ỹ0i ≥ y0i ,

i ∈ {0, 1}.

Розглянемо функцiю

F (s0, s1) =

 |s1|
1−σ0−σ1

g(s0, s1)
s1
s0

,
яка задана на множинi ∆̃Y0 × ∆̃Y1 . Розглянемо першу компоненту даної функцiї. З ураху-
ванням (12) маємо

lim
s1→Y1
s1∈∆̃Y1

s1

(
|s1|1−σ0−σ1

g(s0, s1)

)′
s1

|s1|1−σ0−σ1

g(s0, s1)

= 1− σ0 − σ1 рiвномiрно по s0 ∈ ∆̃Y0 ,

lim
s0→Y0
s0∈∆̃Y0

s0

(
|s1|1−σ0−σ1

g(s0, s1)

)′
s0

|s1|1−σ0−σ1

g(s0, s1)

= −R′(| ln |s0s1||) sign(s0) = 0 рiвномiрно по s1 ∈ ∆̃Y1 .

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2022, т. 25, № 1



8 М. О. БIЛОЗЕРОВА, Г. А. ГЕРЖАНОВСЬКА

Тому отримуємо

lim
s1→Y1
s1∈∆̃Y1

|s1|1−σ0−σ1

g(s0, s1)
= Υ рiвномiрно по s0 ∈ ∆̃Y0 ,

Υ =


+∞, якщо Y1 =∞ i 1− σ0 − σ1 > 0

або Y1 = 0 i 1− σ0 − σ1 < 0,

0, якщо Y1 =∞ i 1− σ0 − σ1 < 0

або Y0 = 0 i 1− σ0 − σ1 > 0.

Покажемо, що F взаємно однозначно вiдображає ∆̃Y0 × ∆̃Y1 на множину

F (∆̃Y0 × ∆̃Y1) =



[∣∣ỹ01∣∣1−σ0−σ1

g
(
ỹ00, ỹ

0
1

) ; Υ

)
×∆0, якщо

∣∣ỹ01∣∣1−σ0−σ1

g
(
ỹ00, ỹ

0
1

) < Υ,

(
Υ;

∣∣ỹ01∣∣1−σ0−σ1

g
(
ỹ00, ỹ

0
1

) ]×∆0, якщо
∣∣ỹ01∣∣1−σ0−σ1

g
(
ỹ00, ỹ

0
1

) > Υ,

де

∆0 =



[
ỹ01
ỹ00

;Y 0
0

)
, якщо λ0 < 0,

ỹ01
ỹ00

< Y 0
0 ,

(
Y 0
0 ;
ỹ01
ỹ00

]
, якщо λ0 < 0,

ỹ01
ỹ00

> Y 0
0 ,

Y 0
0 =


0, якщо Y0 = 0,

−∞, якщо Y0 = 0 та ω < +∞,

+∞, якщо Y0 = 0 та ω = +∞.

Розглянемо поведiнку функцiї |s1|
1−σ0−σ1

g(s0, s1)
на прямих

s0 = ks1, k ∈ R \ {0}. (14)

На кожнiй такiй прямiй |s1|
1−σ0−σ1

g(s0, s1)
=
|s1|1−σ0−σ1

g(ks1, s1)
. Крiм того, маємо

(
|s1|1−σ0−σ1

g(ks1, s1)

)′
s1

=
|s1|1−σ0−σ1

s1g(ks1, s1)
×

×
(

1− σ0 − σ1 −
s1L

′
1(s1)

L(s1)
− 2ks1R

′ (| ln |ks21||) sign
(
ln
∣∣ks21∣∣)).

Це означає, що з урахуванням (13)

sign

(
|s1|1−σ0−σ1

g(ks1, s1)

)′
s1

= sign
(
y01(1− σ0 − σ1)

)
.
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Тому функцiя |s1|
1−σ0−σ1

g(ks1, s1)
строго монотонна на будь-якiй прямiй вигляду (14). Припустимо,

що вiдображення F не є взаємно однозначним. Тодi

∃ (p0, p1), (q0, q1) ∈ ∆̃Y0 × ∆̃Y1 , (p0, p1) 6= (q0, q1) : F (p0, p1) = F (q0, q1).

З урахуванням визначення множини ∆̃Y0 , ∆̃Y1 остання рiвнiсть означає, що

|p1|1−σ0−σ1

g(p0, p1)
=
|q1|1−σ0−σ1

g(q0, q1)
,

p0
p1

=
q0
q1

= c ∈ R \ {0}. (15)

Покажемо, що точки (p0, p1) i (q0, q1) розташованi на однiй прямiй вигляду (14). Але

тодi рiвностi (15) не виконуються, оскiльки функцiя |s1|
1−σ0−σ1

g(s1, cs1)
строго монотонна на цiй

прямiй.
Таким чином, iснує обернена функцiя F−1 : F

(
∆̃Y0 × ∆̃Y1

)
→ ∆̃Y0 × ∆̃Y1 . Враховуючи

вигляд функцiї F, маємо

F−1(w0, w1) =

(
F−11 (w0, w1)

F−10 (w0, w1)

)
=

 F−11 (w0, w1)

1

w0
F−11 (w0, w1)

.
Так само, як i при доведеннi теореми 1 з [6], з урахуванням того, що якобiан функцiї F
не дорiвнює нулю при (s0, s1) ∈ ∆̃Y0 × ∆̃Y1 , одержуємо, що функцiя F−1 є неперервно
диференцiйовною на F

(
∆̃Y0 × ∆̃Y1

)
.

Вважаючи
|y′(t)|1−σ0

ϕ1(y′) exp(R(| ln |y(t)y′(t)||))
=
|1− σ0 − σ1||N0(t)(M + 1)|

R′(| ln |πω(t)||)
[1 + z1(x)],

y′(t)

y(t)
=

1

πω(t)
[1 + z2(x)],

де

x = β ln |πω(t)|, β =

1 при ω = +∞,

−1 при ω <∞,

зводимо рiвняння (1) до системи

dz1
dx

=

[
K1(x, z1, z2)|1 + z2|σ0

(1− σ0 − σ1)

(
1− σ0 − σ1 −

Ψ1(x, z1, z2)L
′
1(Ψ1(x, z1, z2))

L1(Ψ1(x, z1, z2))

)
−

−G1(x)[1 + z1]−K2(x, z1, z2)

(
1 + z1 +

K1(x, z1, z2)G0(x)|1 + z2|σ0

|1− σ0 − σ1|

)
+

+
G2(x)[1 + z1]

R(| ln |πω(t)||)

]
β

M + 1
G0(x),

dz2
dx

= β[1 + z2]

[
K1(x, z1, z2)G0(x)|1 + z2|σ0

|1− σ0 − σ1|[1 + z1]
− z2

]
,

(16)
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де

G0(x) = R̃′(| ln |πω(t(x))||), G1(x) =
πω(t(x))N ′0(t(x))

R̃′(| ln |πω(t(x))||)N0(t(x))
,

G2(x) =
R̃′′(| ln |πω(t(x))||)R̃(| ln |πω(t(x))||)

(R̃′(| ln |πω(t(x))||))2
,

Ψ0(x, z1, z2) = F−10

(
(1− σ0 − σ1)(M + 1)N0(t(x))

R̃′(| ln |πω(t(x))||)
[1 + z1],

1

πω(t(x))
[1 + z2]

)
,

Ψ1(x, z1, z2) = F−11

(
(1− σ0 − σ1)(M + 1)N0(t(x))

R̃′(| ln |πω(t(x))||)
[1 + z1],

1

πω(t(x))
[1 + z2]

)
,

K1(x, z1, z2) =
Θ0(Ψ0(t(x), z1, z2))

Θ0(|πω(t(x))|)
,

K2(x, z1, z2) =
R̃′(| ln |Ψ0(t(x), z1, z2)Ψ1(t(x), z1, z2)||)

R̃′(| ln |πω(t(x))||)
.

Отримуємо

lim
k→∞

Ki(x, z1, z2) = 1 рiвномiрно по (z1, z2) ∈
[
−1

2
;
1

2

]
×
[
−1

2
;
1

2

]
. (17)

Так само, як i при доведеннi теореми 1 з [6], з огляду на (3) зрозумiло, що

lim
t↑ω

1

πω(t)
= Y 0

0 .

Бiльш того, з (4) i (5) випливає

lim
t↑ω

|1− σ0 − σ1|(M + 1)N0(t)

R̃′(| ln |πω(t)||)
= Υ.

Тому можна вибрати t0 ∈ [a, ω[ таким чином, щоб
|1− σ0 − σ1|(M + 1)N0(t)

R̃′(| ln |πω(t)||)
[1 + z1(x)]

1

πω(t)
[1 + z2(x)]

 ∈ F (∆̃Y0 × ∆̃Y1

)

при t ∈ [t0, ω[, |zi| ≤
1

2
∀i ∈ {1, 2}.

Розглянемо тепер системи диференцiальних рiвнянь (16) на множинi

Ω = [x0,+∞[×D, де x0 = β ln |t0|,

D =

{
(z1, z2) : |zi| ≤

1

2
∀i ∈ {1, 2}

}
.
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Перепишемо (16) у виглядi
dz1
dx

= G0(x)[A11z1 +A12z1 +R1(x, z1, z2) +R2(z2)],

dz2
dx

= A21z1 +A22z2 +R3(x, z1, z2) +R4(z2),

де

A11 = A22 = −β(1−M)

M + 1
, A12 =

βσ0
M + 1

, A21 = 0,

R1(x, z1, z2) =
β

1 +M

(
(K1(x, z1, z2)− 1)|1 + z2|σ0 − (K2(x, z1, z2)− 1)+

+
G2(x)

R(| ln |πω(x)||)[1 + z2]
− K1(x, z1, z2)

|1− σ0 − σ1|
Ψ1(x, z1, z2)L

′
1(Ψ1(x, z1, z2))

L1(Ψ1(x, z1, z2))
−

− (G1(x)−M)[1 + z1]−
G0(x)K2(x, z1, z2)K1(x, z1, z2)

|1− σ0 − σ1|
|1 + z2|σ0

)
,

R2(z2) =
1

M + 1
(|1 + z2|σ0 − σ0z2 − 1),

R3(x, z1, z2) = β
G0(x)K1(x, z1, z2)

|1− σ0 − σ1|
|1 + z2|σ0+1

1 + z1
,

R4(z2) = −βz22 .

З (3) i (4) одержуємо

lim
x→∞

G0(x) = 0, lim
x→∞

G1(x) = M, lim
x→∞

G2(x) =
µ− 1

µ
.

З урахуванням вигляду функцiї G0 зрозумiло, що
∞∫
x0

G0(x)dx =∞.

Таким чином, зважаючи на (17), маємо

∀i ∈ {2, 4} lim
|z1|+|z2|→0

Ri(z2)

|z1|+ |z2|
= 0 рiвномiрно по x : x ∈]x0,+∞[,

i

∀i ∈ {1, 3} lim
x→+∞

Ri(x, z1, z2) = 0 рiвномiрно по z1, z2 : (z1, z2) ∈ D.

Характеристичнi рiвняння матрицi A

det |A− µE2| = 0,
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де E2 — одинична матриця другого порядку, мають вигляд

µ2 +
2β

M + 1
µ+

1−M
M + 1

= 0.

Згiдно з (4) це рiвняння не має коренiв з нульовою дiйсною частиною. Отже, для систе-
ми диференцiальних рiвнянь (16) виконуються всi умови теореми 2.8 з [7]. Згiдно з цiєю
теоремою система (16) має хоча б один розв’язок {zi}2i=1 : [x1,+∞) → R2, x1 ≥ x0, який
прямує до нуля, при x → +∞. Йому вiдповiдає розв’язок y рiвняння (1), який допускає
асимптотичнi зображення (6) при t ↑ ω. Завдяки цим зображенням i (1) y є Pω(Y0, Y1,±∞)-
розв’язком. При цьому у випадку, коли ω = +∞, для M ∈ (−1; 1) \ {0} буде iснувати дво-
параметрична сiм’я таких розв’язкiв, а при M ∈ (−∞;−1)∪ (1; +∞) —однопараметрична
сiм’я. У випадку, коли ω < +∞, дляM ∈ (−1; 1)\{0} iснуватиме однопараметрична сiм’я.

Проiлюструємо отриманi результати на прикладi. Розглянемо на промiжку [t0; +∞[,

t0 > 0, диференцiальне рiвняння

y′′ = mt−1−σ0 exp (k lnγ t) |y|σ0 |y′|σ1 exp
(
(| ln |yy′||)µ

)
, (18)

де m, k ∈]0,+∞[, γ, µ ∈ (0; 1), σ0, σ1 ∈ R, σ0 +σ1 6= 1, σ1 6= 1. Це рiвняння є рiвнянням (1),
у якому α0 = signm = 1, p(t) = mt−1−σ0 exp (k lnγ t), ϕ0 = |y|σ0 , ϕ1 = |y|σ1 , R(z) =

= zµ. При цьому функцiя ϕ0 задовольняє умову S. Будемо розглядати випадок, коли
ω = Y0 = Y1 = +∞. Застосуємо до рiвняння (18) теорему. Функцiї I0 та N0 з теореми
задовольняють такi асимптотичнi спiввiдношення при t→ +∞ :

I0(t) =
m

γk
exp (k lnγ t) ln1−γ t[1 + o(1)], N0(t) = m exp (k lnγ t).

Перевiримо виконання умови (4), яка набуває вигляду

lim
t→+∞

mkγt lnγ−1 exp (k lnγ t)

µmt lnµ−1 exp (k lnγ t)
= lim

t→+∞

kγ

µ
lnγ−µ t.

Отримуємо, що ця умова виконується у випадку, коли µ = γ. Тодi

lim
t→+∞

kγ

µ
lnγ−µ t = k

i рiвняння (18) буде мати вигляд

y′′ = mt−1−σ0 exp (k lnγ t) |y|σ0 |y′|σ1 exp
(
(| ln |yy′||)γ

)
. (19)

Для iснування у рiвняння (19) P+∞(+∞,+∞,+∞)-розв’язкiв необхiдно i достатньо вико-
нання умови

(1− σ0 − σ1)(k + 1) > 0.

Бiльш того, кожний такий розв’язок має асимптотичнi зображення при t→ +∞
(y′(t))1−σ0−σ1

exp ((| ln |y(t)y′(t)||)γ)
=
|(1− σ0 − σ1)(k + 1)m|

γ
|exp (k lnγ t)| ln1−γ t[1 + o(1)],

y′(t)

y(t)
=

1

t
[1 + o(1)].

При цьому буде iснувати двопараметрична сiм’я таких розв’язкiв при k ∈ (0; 1) i однопа-
раметрична сiм’я при k ∈ (1; +∞).
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Висновок. У цiй роботi для розв’язкiв, що є близькими до лiнiйних функцiй, отримано
необхiднi й достатнi умови iснування, асимптотичнi зображення при t ↑ ω, а також визна-
чено їхню кiлькiсть. Результати дослiдження проiлюстровано на класi диференцiальних
рiвнянь бiльш конкретного вигляду.
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