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We investigate topological properties, structures, and classifications of Morse flows with fixed points on
the boundary of three-dimensional manifolds. We construct a complete topological invariant of a Morse
flow, Pr -diagram, which is similar to the Heegaard diagram of a closed three-dimensional manifold.

Дослiджено топологiчнi властивостi, структури й класифiкацiї потокiв Морса з нерухомими точка-
ми на межi тривимiрних многовидiв. Побудовано повний топологiчний iнварiант потоку Морса —
Pr -дiаграму, аналогiчну дiаграмi Хегора для замкненого тривимiрного многовида.

Вступ. На кожному замкненому многовидi векторне поле завжди породжує потiк. У ви-
падку компактного многовида з межею векторне поле буде породжувати потiк тодi i тiльки
тодi, коли воно дотикається до межi в кожнiй її точцi [1].

Векторне поле X на многовидi M називається структурно стiйким, якщо у множи-
нi всiх векторних полiв на многовидi M iснує окiл U такий, що довiльне поле Y ∈ U
топологiчно еквiвалентне полю X.

На замкнених поверхнях структурно стiйкi векторнi поля є полями Морса –Смейла.
Для многовидiв бiльшої розмiрностi крiм векторних полiв Морса –Смейла iснують iн-
шi структурно стiйкi векторнi поля. Структурну стiйкiсть векторних полiв на замкнених
многовидах дослiджено в роботах [2 – 7]. Для многовидiв iз межею аналог полiв Морса –
Смейла описано у роботах [6, 8, 9].

При розмiрностi 2 (замкненi многовиди) потоки Морса (потоки Морса –Смейла без
замкнених траєкторiй) мають три типи особливостей: джерело, сiдло та стiк. Якщо розгля-
дати потоки Морса з особливостями на межi ∂M, то на поверхнях можливi чотири типи
особливостей: джерело, стiк (рис. 1) та два типи сiдел (рис. 2).

Дослiдженню топологiчних властивостей i побудовi топологiчної класифiкацiї потокiв
Морса –Смейла на замкнених поверхнях та їхнiм узагальненням— потокам зi скiнченним
числом особливих траєкторiй (нерухомих точок, замкнених траєкторiй i сепаратрис) при-
свячено багато робiт, серед яких видiлимо [2, 10, 11]. Основним iнварiантом при цьому є
сепаратрисна дiаграма потоку. Вiдзначимо також роботу В. В. Шарка та А. А. Ошемкова
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Рис. 1. Джерело та стiк на межi поверхнi.

Рис. 2. Граничнi сiдла на межi поверхнi.

[12], де запропоновано новi iнварiанти та наведено огляд iнших iнварiантiв, а також роботу
[13], де дослiджено траєкторну еквiвалентнiсть оптимальних потокiв Морса.

На замкнених тривимiрних многовидах топологiчну класифiкацiю полiвМорса та полiв
Морса –Смейла з деякими обмеженнями отримано Я. Л. Уманським [14] i О. О. Пришля-
ком [15 – 18].

У роботi [19] наведено топологiчну класифiкацiю m-полiв на дво- та тривимiрних мно-
говидах iз межею, що є узагальненням полiв Морса та знаходяться в загальному положеннi
з межею, але такi поля не породжують потокiв.

В останнi роки активно дослiджувалися топологiчнi властивостi й будувалася топологiч-
на класифiкацiя для потокiвМорса на поверхнях iз межею. Зокрема, у роботахМ.В.Лосєвої
та О. О. Пришляка отримано топологiчнi класифiкацiї для потокiв на двовимiрному диску
з особливостями на межi [1]; для оптимальних потокiв на компактних поверхнях iз межею
[20], потокiв зi змiшаною динамiкою [21]. Повну топологiчну класифiкацiю потокiв Морса
на поверхнях iз межею з використанням трикольорових графiв отримано в [22].

Метою даної роботи є побудова повного топологiчного iнварiанта потокiвМорса з неру-
хомими точками на межi орiєнтованого компактного тривимiрного многовида, проведення
топологiчної класифiкацiї цих потокiв за допомогою побудованого iнварiанта та обрахуван-
ня кiлькостi топологiчно нееквiвалентних потокiв Морса на тривимiрному диску та тiлах
з ручками.

Стаття складається з чотирьох пунктiв. У п. 1 описано процес побудови повного топо-
логiчного iнварiанта, Pr -дiаграми, потоку Морса з нерухомими точками на межi триви-
мiрного многовида й наведено приклади.

У п. 2 доведено критерiй топологiчної еквiвалентностi потокiв через iзоморфiзм їхнiх
Pr -дiаграм. Далi описано властивостi Pr -дiаграм, доведено теорему реалiзацiї та пояснено
процедуру вiдновлення потоку на межi за Pr -дiаграмою, а також можливiсть зробити
глобальним локальне продовження потоку з межi на внутрiшнiсть.
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Рис. 3. Особливостi на межi для розмiрностi 3.

У п. 3 розглянуто застосування знайденого iнварiанта для обрахування кiлькостi топо-
логiчно нееквiвалентних потокiв Морса на тривимiрному диску з не бiльш нiж шiстьма
нерухомими точками на межi та, як приклад застосування, — гравiтацiйний потiк системи
Сонце – Земля.

У п. 4 описано всi можливi топологiчнi структури оптимальних потокiв Морса на тiлi
з двома ручками й на тiлi з трьома ручками, а також розглянуто застосування отриманих
результатiв до водяних потокiв на рiчцi з островами.

1. Pr -дiаграма потоку Морса з нерухомими точками на межi тривимiрного многовида.
Означення 1. Потiк X на многовидi M з межею ∂M називається потоком Морса, якщо

вiн задовольняє такi умови:
1) множина неблукаючих точок Ω(X) має скiнченне число точок, усi вони гiперболiчного

типу;
2) якщо u, v ∈ Ω(X), то нестiйкий многовид W u(u) трансверсальний стiйкому много-

виду W s(v) в IntM ;
3) обмеження X на ∂M є потоком Морса (стiйкi й нестiйкi многовиди мають транс-

версальний перетин).
На границi тривимiрних многовидiв є шiсть типiв особливостей (рис. 3). Вони визнача-

ються своїми iндексами.
Пара (p, q) називається iндексом особливої точки, де p+ q дорiвнює розмiрностi стiй-

кого многовида X, а p — це розмiрнiсть стiйкого многовида потоку, звуженого на межу.
На тривимiрному многовидi p = 0, 1 або 2 i q = 0 або 1. Наприклад, джерело (рис. 3.1)
має iндекс (0,0), a стiк (рис. 3.6) має iндекс (2,1). Iншi особливi точки на рис. 3 мають такi
iндекси: 2 — (0, 1), 3 — (1, 0), 4 — (1, 1), 5 — (2, 0). Кожен потiк Морса має джерело i
стiк.

Побудуємо Pr -дiаграму потоку, що має вигляд поверхнi з межею i чотирма наборами
вкладених у неї кривих.
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Рис. 4. m -ручки.

При цьому поверхня розбиває 3-многовид на двi частини: одна частина мiстить точки
iндексiв (0, 0), (0, 1) i (1, 0), а друга — точки iндексiв, якi лишилися. Крiм того, кожна
траєкторiя трансверсально перетинається з цiєю поверхнею не бiльше нiж в однiй точцi.
Такi дiаграми узагальнюють дiаграми Хегора.

Це можна зробити двома способами:
1) використовуючи осi та коосi розкладiв на m-ручки;
2) з використанням межi околу одновимiрного стiйкого многовида i його перерiзу з

двовимiрним стiйким i нестiйким многовидом.
M -ручки вiдповiдають особливим точкам [23].
Отже, iснує шiсть типiв ручок (рис. 4).
Опишемо побудову розкладу на ручки.Щоб отримати розклад на m-ручки, ми почнемо

з ручок типу один, а потiм приєднаємо до них iншi таким чином: уся синя частина межi
приєднана до об’єднання сiрої частини, а її перерiзи з жовтою частиною приєднанi до
границi жовтої областi. В результатi приєднання всiх m-ручок отримаємо 3-многовиди
з жовтим краєм. Поверхня F є сiрою частиною межi об’єднання m-ручок типiв 1 – 3.
Зеленi кривi ручок типу 3 утворюють u-систему, а зеленi кривi ручок типу 2 утворюють
U -систему. Рисунок червоних кривих при приєднаннi ручок 4-го типу утворює v -систему
i червоних кривих ручок 5-го типу — V -систему. Якщо ручка типу 3 приєднана до ручки
типу 2, то ми деформуємо зелену частину її перерiзу через синю область i наступну сiру
область. Цього ж можна досягти, якщо стиснути половину ручки типу 3 до її середини, що
мiстить зелену дугу:

D2
+ × [−1, 1]→ D2

+ × [−1, 0], (x, t)→ (x, 0), t ∈ [0, 1].

У результатi u стає частиною циклу U. Крiм того, ми застосовуємо аналогiчну процедуру
до кривих v i V.

Означення 2. Pr -дiаграмою потоку X називається п’ятiрка (F, u, U, v, V ), в якiй F —
сiра частина межi об’єднання ручок 1, 2 та 3 типiв, а кривi u, U, v та V — такi, як
визначено вище.

Опишемо iнший спосiб побудови дiаграм.
Поверхня F — це замикання перетину IntM з межею регулярного околу об’єднання

таких iнтегральних многовидiв:
1) джерела, одновимiрнi стiйкi многовиди й особливi точки iндексу (1, 0) в ∂M ;
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Рис. 5. Оптимальний потiк Морса на повному торi.

2) одновимiрнi стiйкi многовиди й особливi точки iндексу (0, 1) в IntM ;
Видiлимо такi набори дуг i кiл на поверхнi F :
1) дуги u, якi є перетином нестiйких многовидiв, особливих точок iндексу (1, 0) i

поверхнi F ;
2) дуги й кола U, якi є перетином стiйких многовидiв, особливих точок iндексу (0, 1)

i поверхнi F ;
3) дуги v, якi є перетином стiйких многовидiв, особливих точок iндексу (1, 0) i по-

верхнi F ;
4) дуги й кола U, якi є перетином стiйких многовидiв, особливих точок iндексу (2, 0)

i поверхнi F.
Множина (F, u, U, v, V ), яка складається з поверхнi з краєм, множини кiл i дуг, буде

Pr -дiаграмою потоку Морса на тривимiрному многовидi з межею.
Приклад. Наведемо приклад Pr -дiаграми потоку Морса. Градiєнтний потiк функцiї

висоти на повному торi (рис. 5).
Функцiя висоти на повному торi має чотири критичнi точки при обмеженнi її на межу.

Вiдповiднi особливi точки будуть мати 1, 3, 4 та 6 типи.
Такi потоки виникають пiд час накачування пробитого колеса як потоки повiтря всере-

динi колеса.
На рис. 6 наведено процес побудови Pr -дiаграм для трьох потокiв на тривимiрному

диску з 6 нерухомими точками.
Залежно вiд перетину стiйких та нестiйких многовидiв розмiрностi 2 всерединi три-

вимiрного диска остання Pr -дiаграма могла б мати три та бiльше точок перетину мiж
червоною та зеленою кривими.

2. Класифiкацiя потокiв Морса за Pr -дiаграмами. Для класифiкацiї потокiв Морса за
Pr -дiаграмою доведемо критерiй топологiчної еквiвалентностi потокiв, опишемо тополо-
гiчнi властивостi дiаграм i визначимо, якi з дiаграм можуть бути реалiзованi потоками
Морса. Крiм того, якщо Pr -дiаграма задає потiк на тривимiрному многовидi, то вона
визначає i потiк, що є його обмеженням на межу. Встановимо топологiчний тип цього по-
току. Також розглянемо обернену задачу: чи можна локальне продовження потоку з межi
зробити глобальним?

2.1. Критерiй топологiчної еквiвалентностi потокiв. Двi Pr -дiаграми потоку Морса
є iзоморфними, якщо iснує гомеоморфiзм поверхнi, що вiдображає множини дуг i кiл у
множини дуг i кiл того ж типу.

Теорема 1. Два потокиМорса –Смейла на тривимiрному многовидi з краєм є топологiчно
траєкторно еквiвалентними тодi й тiльки тодi, коли їхнi Pr -дiаграми iзоморфнi.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2022, т. 25, № 2-3



ПОТОКИ МОРСА З НЕРУХОМИМИ ТОЧКАМИ НА МЕЖI ТРИВИМIРНИХ МНОГОВИДIВ 231

Рис. 6. Потоки на D3.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай ϕ : M → M — топологiчна еквiвалентнiсть потоку,
породженого полем X, на потiк, породжений полем X ′. Побудуємо гомеоморфiзм h :
F → F ′ мiж поверхнями їхнiх Pr -дiаграм. Якщо γx — траєкторiя, що проходить через
точку x ∈ F, то шуканий гомеоморфiзм задається формулою h(x) = f(γx) ∩ F ′.

Достатнiсть. Доведення аналогiчне доведенням для замкнених многовидiв у роз-
мiрностi 2 i 3, тому наведемо лише його схему. Якщо задано iзоморфiзм h : F → F ′

Pr -дiаграм, то вiн встановлює бiєкцiю мiж траєкторiями векторного поля: траєкторiям,
що перетинають поверхню F ставляться у вiдповiднiсть траєкторiї, що проходять через
образи перетинiв, а траєкторiям, що належать одновимiрним стiйким або нестiйким мно-
говидам, ставляться у вiдповiднiсть траєкторiї, якi визначаються вiдображенням околiв
кривих u, U, v, V. Поверхня F розбиває многовид M на двi частини: перша частина M1

мiстить тi напiвтраєкторiї, якi входять у точки з F, а друга частина M2 мiстить напiвтра-
єкторiї, якi виходять iз F. Побудуємо топологiчну еквiвалентнiсть, що вiдображає M1 на
M ′

1. Оберемо на цих многовидах такi рiмановi метрики, щоб вiдповiднi траєкторiї i напiв-
траєкторiї, якi належать одновимiрним i двовимiрним стiйким i нестiйким многовидам,
мали однакову довжину. Побудуємо гомеоморфiзм вiдповiдних траєкторiй i напiвтраєкто-
рiй, який зберiгає вiдношення довжин дуг кривих. У сукупностi цi гомеоморфiзми будуть
задавати шуканий гомеоморфiзм M1 на M ′

1. Аналогiчно будуємо гомеоморфiзм M2 на M ′
2.

Оскiльки цi два гомеоморфiзми збiгаються на спiльнiй границi, то вони задають шуканий
гомеоморфiзм M на M ′.

2.2. Топологiчнi властивостi Pr -дiаграм потокiв Морса.
Теорема 2. Pr -дiаграми потокiв Морса мають такi властивостi:
1) Ui, Vi ⊂ ∂M, Intui, Int vi ⊂ IntM, ∂ui, ∂vi ⊂ ∂M ;
2) ∂Uj ⊂ ∪i∂ui, ∂Vj ⊂ ∪i∂vi ;
3) Ui∩Uj = ∅, якщо i 6= j, ui∩uj = ∅, якщо i 6= j, Vi∩Vj = ∅, якщо i 6= j, vi∩vj = ∅,

якщо i 6= j, Intui ∩ IntUj = ∅, Int vi ∩ IntVj = ∅, ∂ui ∩ ∂vj = ∅.
4) Uk є замкненою кривою або належить циклу, який складається з Ui i uj , такого, що

в кiнцях дуг uj завжди повертає налiво; аналогiчна властивiсть справедлива i для Vk.
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5) якщо ми розрiжемо поверхню F вздовж ui i зробимо сферичну перебудову за U -
циклами, то отримаємо об’єднання двовимiрних дискiв. Аналогiчне виконується для vi i Vj .

Зауваження. Останнi двовимiрнi диски (u-область) вiдповiдають джерелам (тип 1), U -
цикли вiдповiдають точкам iндексу (0, 1) (тип 2), u-кривi — точкам iндексу (1, 0) (тип 3),
v -кривi — точкам iндексу (1, 1) (тип 4), V -цикли — точкам iндексу (2, 0) (тип 5),
v -областi — стокам (тип 6).

Доведення. 1) Це випливає з того, що вiдповiднi траєкторiї стiйких i нестiйких мно-
говидiв належать внутрiшностi або границi многовида M.

2) Границi нестiйких многовидiв iндексу (0, 1) складаються з кривих Ui i перетинiв
нестiйких многовидiв iз ∂M. Оскiльки границi цих перетинiв спiвпадають iз ∂ui, маємо
перше включення. Друге включення доводиться аналогiчно.

3) Вiд супротивного, якщоб iснувала точка,щоналежить цимперетинам, то траєкторiя,
що проходить через неї, належала б двом рiзним стiйким (або двом нестiйким) многовидам
розмiрностi 2, що не можливо.

4) Цi цикли вiдповiдають границям нестiйких многовидiв iндексу (0, 1) або стiйким
iндексу (2, 0).

5) Цi диски вiдповiдають нестiйким многовидам точок iндексу (0, 0).

2.3. Теорема реалiзацiї.
Теорема 3. Якщо поверхня F з 4 наборами кривих має властивостi 1 – 5, то вона є Pr -

дiаграмою потоку Морса.
Доведення. Оскiльки за властивiстю 3) ui ∩ uj = ∅, якщо i 6= j, то ми можемо обрати

їхнi достатньо малi регулярнi околи, якi не перетинаються. Приклеїмо ручки третього
типу по сiрих областях до цих околiв (при цьому зеленi кривi вiдображаються на кривi
ui ). Якщо цi кривi входили в U -цикли, то проведемо деформацiю цих циклiв, обернену до
деформацiї U -циклiв при приклеюваннi ручки типу 3 до ручки типу 2. Далi для цих циклiв
оберемо регулярнi околи на об’єднаннi частини поверхнi, яка лишилась, i синiх областей
приклеєних ручок. До цих околiв приклеїмо сiрi областi ручок типу 2. Частини поверхнi,
якi лишилися, в об’єднаннi з синiми областями заклеїмо сiрою областю ручок типу 1 (це
можна зробити за властивiстю 5)). Проведемо аналогiчнi побудови для v - й V -кривих,
приклеївши до поверхнi ручки типiв 4, 5 i 6. Усерединi кожної ручки задамо стандартне
векторне поле {±x,±y,±z} так само, як на рис. 3. Згладивши цi поля в мiсцях склейки,
отримаємо шукане векторне поле.

2.4. Вiдновлення потоку на межi за Pr -дiаграмою. Покажемо, як за Pr -дiаграмою
можна визначити топологiчний тип обмеження потоку на межу тривимiрного многовида.
Подамо межу тривимiрного многовида у виглядi об’єднання ∂M = Fu ∪ Fv, де ∂Fu =
= ∂Fv = Fu ∩ Fv. Fu мiстить нерухомi точки типiв 1 – 3 i потiк на ньому визначається по
F i кривих ui, Uj . Fv мiстить нерухомi точки типiв 4 – 6 i потiк на ньому визначається по
F i кривих vi, Vj . На спiльнiй границi потiк направлений iз Fu у Fv. Для побудови Fu

розглянемо U -цикли на F i їхнi регулярнi околи. Позначимо через U1
i компоненти границi

цих околiв, якi не перетинаються з ∂M. Проведемо сферичнi перебудови вздовж них —
розрiжемо F по них i отриманi замкненi кривi заклеїмо двовимiрними дисками. Отриману
поверхню позначимо через Fu. Центр (довiльна внутрiшня точка) кожної кривої ui буде
сiдловою точкою потоку, а сама крива— нестiйким многовидом для неї (об’єднанням двох
сепаратрис). У кожнiй областi, одержанiй розбиттям Fu кривими ui , оберемо джерело i
проведемо по однiй сепаратрисi до кожного сiдла, що лежить на границi цiєї областi.
Всi iншi траєкторiї будуть йти вiд джерел до ∂Fu. Проведемо аналогiчнi побудови з F

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2022, т. 25, № 2-3



ПОТОКИ МОРСА З НЕРУХОМИМИ ТОЧКАМИ НА МЕЖI ТРИВИМIРНИХ МНОГОВИДIВ 233

Рис. 7. Неможливий потiк на D3.

i кривими vi, Vj . Отримаємо поверхню Fv i потiк iз сiдловими точками i стоками. У
результатi отримаємо потiк на ∂M як об’єднання побудованих потокiв.Пiсля згладжування
на границi ∂Fu отримаємошуканий потiк (згладжування можна не робити, якщо на кожнiй
поверхнi будувати потiк, перпендикулярний до її межi).

2.5. Про продовження потоку з околу межi на внутрiшнiсть тривимiрного многовида.
Топологiчний тип продовження потоку з межi тривимiрного многовида на регулярний
окiл межi залежить вiд типу особливих точок (як точок тривимiрного многовида), якi
визначаються з наявностi траєкторiї, що належить внутрiшностi i входить в особливу точку.
Якщо є, то друге число в iндексi дорiвнює одиницi, а якщо вiдсутня (що рiвносильне тому,
що є траєкторiя, яка виходить iз особливої точки), то нулю. Крiм того, сума iндексiв
Пуанкаре повинна дорiвнювати нулю (ейлеровiй характеристицi подвоєння многовида).

Iснування глобального продовження на весь тривимiрний многовид рiвносильне iсну-
ванню дiаграми потоку, для якої процедура, що описана в попередньому пунктi, дасть
початковий потiк на поверхнi. Побудова поверхнi F i кривих ui, Uj аналогiчна тому, як i
для заданого потоку. При цьому є довiльнiсть у виборi джерел, iз яких виходять траєкторiї,
що iдуть у точки типу (0, 1). Пiсля проведення аналогiчної процедури з кривими vi, Vj
отримаємо iншу поверхню з тiєю ж межею. Тодi задача побудови Pr -дiаграми полягає у
знаходженнi гомеоморфiзму однiєї поверхнi на iншу, який спiвпадає з тотожним вiдобра-
женням на межi. Це рiвносильно побудовi на першiй поверхнi з кривими ui, Uj кривих vi
iз заданими їхнiми точками на межi (кривi Vj вже лежать на межi). При цьому побудова-
на Pr -дiаграма повинна задавати тривимiрний диск. Це означає, що пiсля приклейки до
компонент межi двовимiрних дискiв, U - i V -цикли будуть утворювати систему меридiанiв
дiаграми Хегора тривимiрної сфери.

На рис. 7 наведено приклад, коли тотожний гомеоморфiзм меж (три кола) не можна
продовжити до гомеоморфiзму поверхонь (двовимiрний диск у об’єднаннi з кiльцем).

Таким чином, цей потiк у околi сфери не продовжується на тривимiрний диск.
3. Потоки Морса на тривимiрному диску. Для того щоб знайти всi потоки з заданим

набором нерухомих точок на межi тривимiрного диска, будемо знаходити всi можливi
продовження з межi. При цьому будемо вважати, що потоки не мають внутрiшнiх криволi-
нiйних двокутникiв iз зеленою i червоною сторонами. Оскiльки ейлерова характеристика
замкненої поверхнi парна, то число нерухомих точок на межi також парне. З двома нерухо-
мими точками (джерелом i стоком) iснує єдиний потiк. Його Pr -дiаграма — двовимiрний
диск без червоних та зелених кривих.
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Рис. 8. Два потоки з чотирма нерухомими точками на D3.

Рис. 9. Потiк на D3 першого типу та його Pr -дiаграма.

3.1. Потоки з чотирма нерухомимиточками на межi. З означення потокуМорса випли-
ває, що у нього є джерело i стiк (особливостi типу 1 та 6). Обмеження потоку на сферу може
мати два джерела, сiдло i стiк або джерело, сiдло та два стоки. Цi два потоки з точнiстю до
топологiчної еквiвалентностi отримуються один iз одного змiною напрямкiв руху за всiма
траєкторiями. Тому будемо надалi розглядати тiльки такi потоки, у яких обмеження на
межу має джерел не менше, нiж стокiв. Тодi можливi два випадки: 1) iз сiдла, а отже, й з
одного iз джерел, на сферi виходить внутрiшня траєкторiя; 2) внутрiшнi траєкторiї входять
у цi точки. Pr -дiаграми цих потокiв зображено на рис. 8.

Отже, iснує чотири топологiчно нееквiвалентнi потоки з чотирма нерухомими точками.
3.2. Потоки з шiстьма нерухомими точками на межi. У випадку шiстьох нерухомих

точок можливi такi потоки на сферi: 1) три джерела, два сiдла i стiк; 2) два джерела,
два стоки i два сiдла, один iз стiйких одновимiрних многовидiв утворює петлю; 3) два
джерела, два стоки i два сiдла, стiйкi одновимiрнi многовиди не утворюють петель; 4) одне
джерело, три стоки i два сiдла. Число продовжень потокiв у четвертому варiантi таке саме,
як i у першому (тому що вони отримуються один iз одного змiною напрямкiв рухiв на
траєкторiях). Три потоки першого типу вже були описанi ранiше (рис. 6). Якщо в середнє
джерело на сферi з правого джерела входить траєкторiя, то можливий потiк, як на рис. 9.

Якщо б траєкторiя, що входить у середню нерухому точку, виходила б iз лiвого джерела
(й усi напрямки такi, як на рис. 9), то ми б отримали потiк, який не можливо продовжити
в середину тривимiрного диска.

Якщо тiльки одне з джерел на сферi є джерелом на тривимiрному диску, то можливi
два варiанти: це джерело знаходиться в центрi (рис. 10а) або збоку (рис. 10б).

Отже, для першого типу потокiв на сферi (а тому й для четвертого) iснує 6 нееквiва-
лентних продовжень до потоку на тривимiрному диску.

Далi розглянемо другий тип потокiв на сферi. Два приклади продовження таких потокiв
зображено на рис. 11.
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a) б)

Рис. 10. Двi Pr -дiаграми потокiв першого типу.

Рис. 11. Два потоки на D3 другого типу та їхнi Pr -дiаграми.

Рис. 12. Три дiаграми другого типу.

Враховуючи обмеження на суму iндексiв, усього iснує 14 можливостей локально про-
довжити цей потiк, одна з яких не може бути реалiзована глобально (див. рис. 6). Кожну
iншу можна реалiзувати однозначно, тому маємо 13 потокiв у цьому випадку.

Ще три з Pr -дiаграм цих потокiв зображено на рис. 12. Ще двi Pr -дiаграми можна
отримати з Pr -дiаграм на рис. 11, якщо червоне розфарбування / не розфарбування межi
змiнити на протилежне. Крiм того, ще по три Pr -дiаграми можна отримати з перших двох
Pr -дiаграм рис. 12, якщо дозволити робити такi операцiї: 1) одночасно мiняти червонi
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Рис. 13. Потiк на D3 третього типу та його дiаграма.

a) б) в)

Рис. 14. Три дiаграми третього типу.

та зеленi кольори всiх дуг i хорд; 2) змiнити червоний колiр межi (розфарбовано / не
розфарбовано).

Далi розглянемо третiй тип потокiв на сферi. Цей потiк можна зобразити на одиничнiй
сферi так,що вiн буде симетричним вiдносно координатних площин. Зважаючи на симетрiї,
такi потоки будуть визначатися числом глобальних джерел i стокiв.

Отже, можливi чотири ситуацiї: 1) одне джерело й один стiк (рис. 13); 2) два джерела
й один стiк (рис. 14а); 3) одне джерело й два стоки (рис. 14б); 4) два джерела й два стоки
(рис. 14в).

Пiдсумовуючи всi варiанти, маємо 29 потокiв iз 6 особливостями на межi D3.

3.3. Гравiтацiйний потiк системи Сонце – Земля. В системi Сонце – Земля розглядають-
ся точки, що рухаються навколо Сонця (точнiше, центру O мас Землi та Сонця) з тiєю ж
кутовою швидкiстю, що й Земля. На точки дiє три сили — сила тяжiння до Сонця, сила
тяжiння до Землi та вiдцентрова сила. Першi двi сили обернено пропорцiйнi за модулем
вiдстанi до вiдповiдних тiл, а третя — пропорцiйна вiдстанi до O. Тодi центри Землi й
Сонця є стоками. На прямiй Сонце – Земля є ще три нерухомi точки (точки Лагранжа L1,
L2, L3 ), що в площинi обертання S є сiдлами. Крiм цього, в цiй площинi є ще двi нерухомi
точки (L4, L5) — джерела.

Обертання площини S однозначно породжує обертання тривимiрного простору навколо
осi, перпендикулярної до S, що проходить через O. Оскiльки система симетрична вiдносно
цiєї площини, то вона описується потоком в одному з двох пiдпросторiв, який будемо
називати верхнiм. Розглянемо пiвсферу з центром в O, досить великого радiуса, таку,
що всi нерухомi точки лежать всерединi неї в об’єднаннi з плоским диском того самого
радiуса. Згладимо це об’єднання на перетинi й у точках отриманої поверхнi спроєктуємо
поле на дотичну площину i згладимо його. Цей процес вiдповiдає тому, що при достатньо
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Рис. 15. Потiк системи Сонце – Земля на D3.

великих вiдстанях нас не цiкавлять вiдстанi до точки, а тiльки її розмiщення на екранi
телескопу, а згладжування в точках перетину — перемiщення спостерiгача у внутрiшню
точку верхнього пiдпростору.

При цьому на верхнiй пiвсферi у полюсi буде джерело, а на екваторi додаються ще два
стоки й два сiдла. Цей потiк i його дiаграма зображенi на рис. 15. На Pr -дiаграмi зеленi
кривi вiдповiдають точкам L4 i L5, три червонi кривi мiж ними — точкам L1, L2, L3, а
криволiнiйнi чотирикутники, що обмеженi ними — Сонцю i Землi.

4. Оптимальнi потоки Морса на тiлi з ручками.
Означення 3. Потiк Морса з нерухомими точками на межi тiла з ручками M називати-

мемо оптимальним, якщо вiн має мiнiмальну кiлькiсть особливостей i сiдлових зв’язок серед
усiх таких потокiв на M.

З означення випливає, що оптимальний потiк має не менше нерухомих точок, нiж
оптимальний потiк на межi. Крiм того, Pr -дiаграма оптимального потоку має найменше
число точок перетину мiж червоними й зеленими меридiанами.

Теорема 4. На тiлах iз g ручками потiк Морса буде оптимальним тодi й тiльки тодi,
коли вiн має по однiй точцi типу 1 i типу 6, i по g кривих u та v (нерухомих точок 3 й
4 типу) i без точок перетину мiж ними на дiаграмi потоку.

Доведення. Достатнiсть. Оскiльки кожний потiк Морса має джерело та стiк, то вiн
має точки 1 i 6 типу. Оскiльки тiльки приклейка ручки третього типу збiльшує рiд поверхнi
(тiла), то на тiлi з g ручками повинно бути не менше нiж g точок третього типу (кривих u).
Якщо обернути напрямок руху за потоком, то тими ж самими мiркуваннями отримаємо,
що точок 4 типу не менше, нiж g .

Необхiднiсть. Покажемо, що iснує потiк, що задовольняє умови теореми. Для цього
наведемо його дiаграму. Вона є двовимiрним диском з g дiрками, кожна дiрка з’єднана з
межею диска парою паралельних кривих, одна з яких червона, а iнша зелена. Для g = 2
див. рис. 17а.

Оскiльки оптимальнi потоки на зв’язних замкнених орiєнтованих поверхнях можна
задавати за допомогою хордових дiаграм, то далi покажемо, як їх можна використати для
знаходження потокiв на тiлi з ручками.
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Рис. 16. Кольоровi хордовi дiаграми потокiв Морса роду 2.

a) б) в) г) д)

Рис. 17. Pr -дiаграми потокiв Морса на тiлi з двома ручками.

Якщо ми розрiжемо поверхню F Pr -дiаграми вздовж червоних кривих, то отримаємо
двовимiрний диск iз зеленими хордами. З’єднуємо середини червоних сторiн червоноюхор-
дою, якщо вона належить до однiєї червоної кривої. Отримана кольорова хордова дiаграма
є повним топологiчним iнварiантом потоку.

Отже, кольорова (з червоними та зеленими хордами) хордова дiаграма буде хордовою
дiаграмою оптимального потоку Морса, якщо вона 1-циклiчна, кiлькiсть червоних i зеле-
них хорд рiвна, а зеленi хорди не мають перетинiв мiж собою.

Зауважимо, що якщо на кольоровiй хордовiй дiаграмi ми опустимо розфарбування (всi
хорди розфарбуємо одним кольором), то отримаємо хордову дiаграму потоку обмеження
на межу. Тому для того щоб знайти дiаграми всiх оптимальних потокiв на тiлi роду g, у
дiаграм з 2g хордами, що задають оптимальний потiк на поверхнi, треба видiлити по g
хорд, що не перетинаються, розфарбувати їх у зелений колiр, а решту хорд у червоний.

4.1. Оптимальнi потоки на повному торi. На поверхнi тора iснує єдиний оптимальний
потiк i його хордова дiаграма має двi хорди, що перетинаються. Розфарбувавши одну з хорд
у зелений колiр, а iншу в червоний, отримаємо розфарбовану хордову дiаграму потоку на
повному торi (тiлi з однiєю ручкою).

Отже, iснує єдиний оптимальний потiк на повному торi. Його Pr -дiаграму ми побуду-
вали ранiше на рис. 5.

4.2. Оптимальнi потоки на тiлi з двома ручками. На замкненiй орiєнтованiй поверхнi
роду 2 iснує 4 топологiчно нееквiвалентнi потоки (див., наприклад, [13]). Якщо всi хорди
перетинаються в однiй точцi (центрi кола), то ми з них не зможемо вибрати двох хорд, що
не перетинаються. Для решти трьох дiаграм можливi розфарбування, зображенi на рис 16.

Вiдповiднi Pr -дiаграми потокiв зображено на рис. 17.
Отже, iснує п’ять рiзних структур оптимальних потокiв на тiлi з двома ручками.
4.3. Оптимальнi потоки на тiлi з трьома ручками. На рис. 18 зображено 82 хордовi

дiаграми, що задають оптимальнi потоки на орiєнтованiй поверхнi роду 3, а також указано
число способiв, якими можна вибрати три хорди, що не перетинаються.

Отже, iснує 177 рiзних структур оптимальних потокiв на тiлi з трьома ручками.
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Рис. 18. Оптимальнi потоки Морса на тiлi з ручками роду 3.

4.4. Водянi потоки на рiчцi з островами. На рiчцi потiк має в точках на березi та днi
нульову швидкiсть, проте якщо ми спостерiгаємо за тiлом у водi певного дiаметра, то нас
будуть цiкавити лише точки, що не попадають у деякий малий окiл дна. Тому викинемо
цей окiл i згладимо результат на межi. Вектор швидкостi на отриманiй граничнiй поверхнi
ортогонально спроєктуємо на межу i згладимо векторне поле в околi межi. Зауважимо, що
регулярнi траєкторiї межi по дну пiдходять до берега, а на поверхнi рiчки прямують до
центру. Якщо на рiчцi n островiв, то потiк буде в тiлi з n ручками.
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Оптимальний потiк на тiлi з n ручками будемо називати рiчковим, якщо вiн має такi
властивостi: 1) граничну поверхню можна розрiзати на двi гомеоморфнi поверхнi, якi
будемо називати верхня та нижня, так, що всi нерухомi точки лежать на перетинi цих двох
поверхонь; 2) одна з компонент цього перетину мiстить двi нерухомi точки — джерело
й стiк, а iншi компоненти мiстять по два сiдла, в одне з яких входить сепаратриса, а з
iншого виходить сепаратриса,що належать верхнiй поверхнi; 3) iншi сепаратриси належать
нижнiй поверхнi.

Теорема 5. Кольорова хордова дiаграма буде дiаграмою рiчкового потоку, якщо: 1) вона
має по n хорд кожного кольору; 2) хорди одного кольору не перетинаються мiж собою; 3) на
червоних хордах можна видiлити по одному з кiнцiв (верхнi кiнцi) i упорядкувати хорди так,
що цi кiнцi будуть послiдовними точками хордової дiаграми (мiж ними не має iнших кiнцiв
хорд, нi червоних, нi зелених).

Доведення. Верхнi кiнцi вiдповiдають сепаратрисам,щопрямують iз джерела до остро-
вiв по (верхнiй) поверхнi рiчки. Iншi сепаратриси, що виходять iз джерела, прямують по
дну (нижнiй поверхнi), тому вiдповiднi їм точки на хордовiй дiаграмi вiдокремленi вiд
видiлених кiнцiв. Кiнцi, що не є верхнiми, назвемо нижнiми. Тодi всi хорди розбиваються
на пари: в одну пару входять червона хорда та зелена, яка її перетинає в точцi, найближчiй
до верхнього кiнця.

Якщо розглядати водянi потоки на рiчцi з двома островами, то серед п’яти дiаграм
рис. 17 для них можливi тiльки 1 й 3 дiаграми (острови поруч та острови один над одним,
вiдповiдно).

Для потокiв iз трьома островами серед 82 дiаграм на рис. 18 можливi лише хордовi
дiаграми 5, 7, 11, 12, 19, 20, 38, 42.

Висновки. Побудований нами повний топологiчний iнварiант потоку Морса на орi-
єнтованих 3-многовидах з межею, Pr -дiаграма потоку, узагальнює дiаграми Хегора для
замкнених многовидiв. Знайденi за допомогою нього структури потокiв на тривимiрному
диску та тiлах iз ручками доводять його ефективнiсть. Цiкавим було б також дослiдити
такi питання:

1) якi будуть дiаграми оптимальних потокiв на iнших тривимiрних многовидах (напри-
клад, доповнення до околу вузла в тривимiрнiй сферi; многовиди, в яких межа — сфера);

2) побудувати топологiчний iнварiант потокiв на неорiєнтованих 3-многовидах;
3) узагальнити цi результати на потоки Морса –Смейла iз замкненими орбiтами;
4) дослiдити потоки на многовидах iз кутами;
5) дослiдити потоки, у яких разом iз нерухомими точками на межi є внутрiшнi нерухомi

точки.
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