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We show an example of a linear differential operator in a Hilbert space that has no eigenfunctions but
has some generalized eigenfunctions in a certain sense. We prove that this operator is formally adjoint
to Bessel-type differential operators systems of canonical eigenfunctions of which are over-complete. We
also investigate completeness of a system of generalized eigenfunctions of this differential operator.
Наведено приклад лiнiйного диференцiального оператора в деякому гiльбертовому просторi, який
не має власних функцiй, але має в певному розумiннi деякi узагальненi власнi функцiї. Доведено, що
цей оператор є формально спряженим до диференцiальних операторiв типу Бесселя, системи кано-
нiчних власних функцiй яких є переповненими. Дослiджено також повноту системи узагальнених
власних функцiй цього диференцiального оператора.

1. Вступ. Нехай C(∆) —векторний простiр функцiй f : ∆→ C, неперервних на промiжку
∆ ⊂ C, а C(k)(∆) — множина функцiй f ∈ C(∆), для яких f (k) ∈ C(∆). Нехай γ ∈ R,
L2
(
(0; 1);xγdx

)
— ваговий лебегiв простiр усiх вимiрних функцiй f : (0; 1)→ C, для яких∫ 1

0
tγ |f(t)|2 dt < +∞ i скалярний добуток в L2

(
(0; 1);xγdx

)
визначається за формулою

〈f1; f2〉 =

∫ 1

0
tγf1(t)f2(t) dt. Нехай, крiм цього,

Jν(z) =
∞∑
k=0

(−1)k(z/2)ν+2k

k!Γ(ν + k + 1)
, z = reiϕ,

— функцiя Бесселя першого роду з iндексом ν ∈ R, де Γ — гамма-функцiя Ейлера.
Вiдомо (див., наприклад, [1, 2]), щофункцiя Jν є розв’язком рiвняння Бесселя y′′+y′/x+

+
(
1−ν2/x2

)
y = 0, функцiя y(x) = Jν(xs) є розв’язком рiвняння −y′′−y′/x+yν2/x2 = s2y,

функцiї y(x) =
√
xsJ±ν(xs) є розв’язками рiвняння −y′′ +

(
ν2 − 1/4

)
y/x2 = s2y, а функцiї

y(x) = x−2ν+1√xsJ±ν(xs) задовольняють диференцiальне рiвняння

−y′′ − 2(2ν − 1)
1

x
y′ − 3

(
(ν − 1)2 − 1/4

) 1

x2
y = s2y,

де s 6= 0 i ν ≥ 0. Система елементiв {ek : k ∈ N} гiльбертового простору H називається
[3, с. 4258] повною в H, якщо span {ek : k ∈ N} = H.

Дослiдженню рiзних властивостей крайових задач на власнi значення, породжених
рiвнянням Бесселя i пов’язаними з ним рiвняннями, i спектральних задач для операторiв
Бесселя, присвячено багато роботiт (див., наприклад, [1, 2, 4 – 26] i бiблiографiю в них).
Зокрема, в [14] дослiджувалася крайова задача

−ψ′′(x) +
ν2 − 1/4

x2
ψ(x) = λψ(x), 0 < x < 1,
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ψ(x) = O(xν+1/2), x→ 0, ν ≥ 0,

αψ(1) + βψ′(1) = 0, α, β ∈ R.

Така крайова задача має злiченну множину дiйсних i простих власних значень {λn : n ∈ N}
[14], де λn = ω2

n i αJν(ωn)+βωnJ
′
ν(ωn) = 0. При цьомуфункцiї ψn(x) = ω−νn

√
πx/2Jν(ωnx),

n ∈ N, є вiдповiдними власними функцiями. Число λ = 0 є власним значенням [14] тодi й
тiльки тодi, коли α+ β(ν + 1/2) = 0. Такого типу крайовi задачi на власнi значення вини-
кають, якщо метод вiдокремлення змiнних використовується для дослiдження радiальних
операторiв Шредiнгера на кулi в евклiдовому просторi [15, с. 160 – 161], зональних опера-
торiв Шредiнгера на сферах [16, 17] або при вивченнi операторiв Лапласа для рiманового
многовиду, який є гiперповерхнею обертання. В теорiї диференцiальних рiвнянь при ви-
вченнi подiбних крайових задач важливу роль вiдiграє також повнота їх систем розв’язкiв
на промiжку [0; 1] [2, c. 355 – 357; 4, c. 424 – 429; 7, 10, 12, 13, 18, 20 – 22].

Нехай ν = l + 1/2, l ∈ N, 0; ν = [0; ν] ∩ Z i Hν := L2((0; 1);x2ν−1dx). У цiй роботi ми
розглядаємо оператор Бесселя Aν , породженийформальним диференцiальним оператором
`ν(ψ) := −ψ′′ +

(
ν2 − 1/4

)
x−2ψ i крайовими умовами

αψ(1) + βψ′(1) = 0, α, β ∈ R, |α|+ |β| 6= 0, (1)

∃cj ∈ C : ψ(x) =
∑
j∈0;ν

cjx
−ν+2j+1/2 + o

(
xν+1/2

)
, x→ 0+, (2)

область визначення D(Aν) якого складається з функцiй ψ ∈ C(2)(0; 1], що задовольняють цi
крайовi умови, й асимптотичну рiвнiсть (2) можна двiчi почленно диференцiювати. Оскiль-
ки [18, 19] `ν(ψ) = O

(
x−ν+1/2

)
, x→ 0+, то Aν(ψ) ∈ Hν , якщо ψ ∈ D(Aν). Такi оператори

цiкавi тим, що система їхнiх власних функцiй є переповненою, тобто залишається повною
пiсля вiдкидання певної скiнченної кiлькостi їх [18 – 26]. У статтях [18, 19, 22, 26] дослi-
джувалися основнi властивостi оператора Aν у випадку α = 1 i β = 0. Зокрема, в [18, 22]
показано, що при α = 1 i β = 0, оператор Aν з ν = l + 1/2, l ∈ N, має злiченну множину
власних значень

{
λ̂k : k ∈ N

}
, де λ̂k = ŝ 2k i ŝk — нулi функцiї Бесселя J−ν . При цьому

функцiї ψ̂k,ν(x) = ŝ νk
√
πx/2J−ν(ŝkx), k ∈ N, є власними функцiями зазначеного оператора

i система
{
ψ̂k,ν : k ∈ N \ {1; 2; . . . ; l}

}
є повною у просторi Hν [18, 19, 22 – 26]. З метою

поглибленого вивчення таких операторiв у статтi [19] побудовано формально спряжений
оператор Bν : Hν → Hν до оператора Aν з α = 1 i β = 0 i доведено, що оператор Bν не
має власних значень (звичайних), але має деякi узагальненi власнi значення й вiдповiднi
їм узагальненi власнi функцiї ширини m ∈ {0; 1; 2}. Крiм цього, у роботi [19] дослiдже-
но апроксимацiйнi властивостi (повноту, мiнiмальнiсть i базиснiсть) систем узагальнених
власних функцiй оператора Bν .

Актуальним є здiйснити аналогiчнi дослiдження у важливому частковому випадку
α = β(ν − 1/2) з ν = l + 1/2, l ∈ N i |α| + |β| 6= 0. Цей випадок вiдрiзняється вiд
iнших тим, що тiльки в ньому число λ0 = 0 є власним значенням оператора Aν (див.
теорему 2.1). У п. 3, ми покажемо приклад лiнiйного диференцiального оператора Bν в
деякому гiльбертовому просторi, який не має власних функцiй, але має в певному розумiннi
деякi узагальненi власнi функцiї (див. теорему 3.1). У цьому ж пунктi доведемо, що цей
оператор є формально спряженим до диференцiальних операторiв типу Бесселя, системи
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канонiчних власних функцiй яких є переповненими. Крiм того, дослiдимо також повноту
деякої системи узагальнених власних функцiй оператора Bν (див. теорему 3.2). Такого
типу оператори Bν виникають при знаходженнi бiортогональних системпiдсистем власних
векторiв деяких лiнiйних операторiв у гiльбертовомупросторi, системиканонiчних власних
векторiв яких є переповненими [18 – 26].

2. Оператори Бесселя Aν i Ãν . Нехай ν = l + 1/2, l ∈ N, Hν = L2
(
(0; 1);x2ν−1dx

)
i Ãν — оператор, породжений формальним диференцiальним оператором `ν(ψ), область
визначення D(Ãν) якого складається з функцiй ψ ∈ C(2)[0; 1], якi задовольняють крайовi
умови ψ(0) = 0 i (ν−1/2)ψ(1)+ψ′(1) = 0. Тодi [19] `ν(ψ) = O(1/x), x→ 0+, i Ãν(ψ) ∈ Hν ,
якщо ψ ∈ D(Ãν). Основнi властивостi оператора Ãν з крайовими умовами ψ(0) = ψ(1) = 0
вивчалися у роботi [19].

Ми дослiдимо деякi властивостi операторiв Aν i Ãν з ν = l+1/2, l ∈ N, α = β(ν−1/2),
|α|+ |β| 6= 0, та, зокрема, доведемо наступнi твердження.

Теорема 2.1. Нехай ν = l + 1/2, l ∈ N, α = β(ν − 1/2), де α, β ∈ R i |α| + |β| 6= 0.
Тодi оператор Aν має власне значення λ0 = 0, якому вiдповiдають власнi функцiї ψ0,ν(x) =
= C1x

−ν+1/2, де C1 6= 0 — довiльна стала. Крiм цього, система
{
ψk,ν : k ∈ N

}
, ψk,ν(x) :=

:= sνk
√
πx/2J−ν(skx), k ∈ N, є системою власних функцiй оператора Aν , якi вiдповiдають

їхнiм власним значенням λk = s2k, k ∈ N, де sk — додатнi коренi рiвняння νJ−ν(s) +
+ J ′−ν(s) = 0.

Доведення. У випадку s = 0 функцiї φ1(x) = x−ν+1/2 i φ2(x) = xν+1/2 є лiнiйно
незалежними розв’язками рiвняння `ν(ψ) = s2ψ, а його загальний розв’язок має вигляд
ψ(x) = C1x

−ν+1/2 + C2x
ν+1/2, де C1, C2 — довiльнi сталi. Умова (2) задовольняється при

C2 = 0. Оскiльки ψ′(x) = C1(−ν + 1/2)x−ν−1/2 + C2(ν + 1/2)xν−1/2, то αψ(1) + βψ′(1) =
= C1(α − β(ν − 1/2)). Тому умова (1) виконується тодi й тiльки тодi, коли α = β(ν − 1/2)
i C1 6= 0.

Отже, функцiї ψ0,ν(x) = C1x
−ν+1/2, C1 6= 0, є власними функцiями оператора Aν ,

якi вiдповiдають власному значенню λ0 = 0. У випадку s 6= 0 лiнiйно незалежними
розв’язками рiвняння `ν(ψ) = s2ψ є функцiї ψ1(x) = s−ν−1/2

√
πxs/2Jν(sx) i ψ2(x) =

= χνs
ν−1/2√πxs/2J−ν(sx), де χν = −1/ sin(νπ). Оскiльки [1, с. 43; 2, с. 346; 19]

Jν(x) =
xν

2νΓ(ν + 1)
+O

(
xν+2

)
, x→ 0, (3)

то

ψ1(x) =

√
π

2

xν+1/2

2νΓ(ν + 1)
+O

(
xν+5/2

)
, x→ 0+,

ψ2(x) = χν

√
π

2

∑
j∈0;ν

(−1)js2jx−ν+2j+1/2

2−ν+2jj!Γ(−ν + j + 1)
+O

(
x−ν+2[ν]+5/2

)
, x→ 0 + .

Тому загальний розв’язок ψ(x) = C3ψ1(x) +C4ψ2(x) цього рiвняння, де C3, C4 —довiльнi
сталi, задовольняє умову (2) тодi й тiльки тодi, коли C3 = 0. Далi, оскiльки [1, с. 45, 66; 2,
с. 349]

(xνJ−ν(x))′ = −xνJ−ν+1(x), J−ν+1(x) = −J ′−ν(x)− ν

x
J−ν(x),

то

ψ′2(x) = χν

√
π

2
sν
√
x

(
J ′−ν(sx) +

1

2x
J−ν(sx)

)
,
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β(ν − 1/2)ψ2(1) + βψ′2(1) = βχνs
ν

√
π

2

(
νJ−ν(s) + J ′−ν(s)

)
, s > 0.

Тому умова (1) виконується, якщо νJ−ν(sk) + J ′−ν(sk) = 0, де sk > 0, k ∈ N. Отже, функцiї
ψk,ν(x) = sνk

√
πx/2J−ν(skx), k ∈ N, є власними функцiями оператора Aν , якi вiдповiдають

їхнiм власним значенням λk = s2k.
Теорему 2.1 доведено.
Теорема 2.2. Нехай ν = l+1/2, l ∈ N, α = β(ν−1/2), де α, β ∈ R i |α|+|β| 6= 0. Система{

ψ̃k,ν : k ∈ N
}
, ψ̃k,ν(x) := s̃−νk

√
πx/2Jν(xs̃k), є системою власних функцiй оператора Ãν ,

якi вiдповiдають їхнiм власним значенням λ̃k = s̃2k, k ∈ N, де s̃k — додатнi коренi рiвняння
νJν(s) + J ′ν(s) = 0.

Доведення теореми 2.2 є аналогiчним до доведення теореми 2.1.
Зауваження 2.1. У випадку α = 1 i β = 0 основнi властивостi операторiв Aν i Ãν

вивчалися в роботах [18, 19, 22 – 26]. Зокрема, якщо ν = l + 1/2, l ∈ N i J−ν(sk) =
= 0, то система

{
ψk,ν : k ∈ N

}
, ψk,ν(x) = sνk

√
πx/2J−ν(skx), власних функцiй оператора

Aν є переповненою в просторi Hν [18, 19, 22 – 26], тобто повною в цьому просторi є
система {ψk,ν : k ∈ N \ {1; 2; . . . ; l}}. Система

{
ψ̃k,ν : k ∈ N

}
, ψ̃k,ν(x) = s̃−νk

√
πx/2Jν(xs̃k),

власних функцiй оператора Ãν також є повною [19] в Hν , якщо Jν(s̃k) = 0. Крiм цього,
в [27, 28] доведено, що система

{
ψ̃k,ν : k ∈ N

}
є безумовним базисом простору L2(0; 1),

якщо
(
s̃k
)
k∈N — довiльна послiдовнiсть рiзних вiдмiнних вiд нуля комплексних чисел.

3. Властивостi оператора Bν . Нехай ν = l+1/2, l ∈ N, Hν = L2((0; 1);x2ν−1dx) i Bν —
оператор, породжений формальним диференцiальним оператором

`∗ν(u) := −u′′ − 2(2ν − 1)
1

x
u′ − 3((ν − 1)2 − 1/4)

1

x2
u

з областю визначення D(Bν), яка складається з функцiй u ∈ C(2)(0; 1], що задовольняють
крайовi умови

u(x) = O
(
x−ν+5/2

)
, x→ 0+, (4)

3(ν − 1/2)u(1) + u′(1) = 0, (5)

i асимптотичну рiвнiсть (4) можна двiчi почленно диференцiювати. Тодi [19] `∗ν(u) =
= O

(
x−ν+1/2

)
, x→ 0+, i Bν(u) ∈ Hν , якщо u ∈ D(Bν).

Нехай Ω ⊆ N —деяка непорожнямножина.Множина M(B) = {µj : j ∈ Ω} називається
[19] множиною узагальнених власних значень лiнiйного оператора B : H → H з областю
визначення D(B) у векторному (лiнiйному) просторi H, якщо iснує така множина U(B) =
= {Uj : j ∈ Ω} ненульових елементiв Uj ∈ H, що Uk − Un ∈ D(B) i B(Uk − Un) =
= µkUk − µnUn для кожного k ∈ Ω i n ∈ Ω. При цьому множина U(B) називається
множиною узагальнених власних векторiв оператора B. Це поняття множини узагальнених
власних векторiв є корисним для пошуку бiортогональної системи пiдсистеми власних
векторiв деяких лiнiйних операторiв у гiльбертовомупросторi, системиканонiчних власних
векторiв яких є переповненими [19]. Оператор може мати декiлька множин узагальнених
власних значень. Об’єднання двох таких множин може не бути множиною узагальнених
власних значень. Кожна множина звичайних власних значень є й множиною узагальнених
значень [19].
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Оператор B : H → H ми називаємо [19]формально спряженим оператором до оператора
A : H → H з областю визначення D(A) в евклiдовому просторi H зi скалярним добутком
〈·; ·〉 : H×H → C, якщо 〈Aψ;u〉 = 〈ψ;Bu〉 для всiх ψ ∈ D(A) i u ∈ D(B).

Нашою метою є доведення наступних тверджень.
Теорема 3.1. Нехай l ∈ N i ν = l + 1/2. Тодi оператор Bν не має власних значень.

При цьому множина M̃(Bν) = {µ̃k : k ∈ N}, µ̃k := s̃2k, де s̃k — додатнi коренi рiвняння
νJν(s) + J ′ν(s) = 0, є множиною узагальнених власних значень оператора Bν , а

Ũk,ν(x) :=

√
xs̃kJν(xs̃k)

s̃
ν+1/2
k x2ν−1

, k ∈ N,

— вiдповiдними узагальненими власними функцiями цього оператора. Крiм цього, множина
M(B3/2) = {µk : k ∈ N}, µk := s2k, де sk = πk + π/2, також є множиною узагальнених
власних значень оператора B3/2 i

Uk,3/2(x) :=

√
π

2

√
xskJ−3/2(xsk)

skx2
+

1

s2kx
3
, k ∈ N,

— вiдповiдними узагальненими власними функцiями оператора B3/2.

Теорема 3.2. Нехай ν = l + 1/2, l ∈ N, α = β(ν − 1/2), де α, β ∈ R i |α| + |β| 6= 0.
Тодi оператор Bν є формально спряженим у просторi Hν до операторiв Aν i Ãν . Крiм
цього, система {Uk,3/2 : k ∈ N}, де Uk,3/2(x) =

√
π/2s−1k x−2

√
xskJ−3/2(xsk) + s−2k x−3 i

sk = πk + π/2, є повною у просторi H3/2.

Для доведення теорем 3.1 i 3.2 нам потрiбнi наступнi допомiжнi твердження.
Лема 3.1. Нехай l ∈ N i ν = l + 1/2. Тодi оператор Bν не має власних значень.
Доведення цiєї леми мiститься в доведеннi леми 3.1 з [19].
Лема 3.2. Нехай ν = l + 1/2, l ∈ N, Hν = L2

(
(0; 1);x2ν−1dx

)
, µ̃k := s̃2k, k ∈ N, де s̃k —

додатнi коренi рiвняння νJν(s) + J ′ν(s) = 0 i Ũk,ν(x) := s̃
−ν−1/2
k x−2ν+1

√
xs̃kJν(xs̃k). Тодi

Ũk,ν ∈ Hν , Ũk,ν − Ũn,ν ∈ D(Bν) i Bν
(
Ũk,ν − Ũn,ν

)
= µ̃kŨk,ν − µ̃nŨn,ν для будь-яких k ∈ N i

n ∈ N.
Доведення. Використовуючи спiввiдношення (3), отримуємо

√
xsJν(xs)

x2ν−1
=

sν+1/2

2νΓ(ν + 1)
x−ν+3/2 +O

(
x−ν+7/2

)
, x→ 0+,

i
Ũk,ν(x) =

1

2νΓ(ν + 1)
x−ν+3/2 +O

(
x−ν+7/2

)
, x→ 0 + .

Тому Ũk,ν ∈ Hν . Крiм цього, Ũk,ν(x) − Ũn,ν(x) = O
(
x−ν+7/2

)
= O

(
x−ν+5/2

)
, x → 0 + . До

того ж, оскiльки [1, с. 45; 2, с. 349](
x−νJν(x)

)′
= −x−νJν+1(x), J ′ν(x) = −Jν+1(x) +

ν

x
Jν(x),

то

Ũ ′k,ν(x) = s̃−νk x−2ν+3/2

(
J ′ν(s̃kx) +

Jν
(
s̃kx
)

x

(
3

2
− 2ν

))
,
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i
3(ν − 1/2)Ũk,ν(1) + Ũ ′k,ν(1) = s̃−νk

(
νJν(s̃k) + J ′ν(s̃k)

)
, s̃k > 0.

Тому
3(ν − 1/2)

(
Ũk,ν − Ũn,ν

)
(1) +

(
Ũk,ν − Ũn,ν

)′
(1) = 0

тодi й тiльки тодi, коли s̃k, k ∈ N, є додатними коренями рiвняння νJν(s) + J ′ν(s) = 0.
Отже,

Ũk,ν − Ũn,ν ∈ D(Bν)

i
Bν

(
Ũk,ν − Ũn,ν

)
= `∗ν

(
Ũk,ν − Ũn,ν

)
= s̃ 2k Ũk,ν − s̃ 2nŨn,ν

для кожного k ∈ N та n ∈ N.
Лему 3.2 доведено.
Зауваження 3.1. Система

{
Ũk,ν : k ∈ N

}
є повною в просторi L2

(
(0; 1);x4ν−4dx

)
, якщо

s̃k — нулi функцiї Бесселя Jν [19, 29]. У [27 – 34] дослiджувались апроксимацiйнi власти-
востi (повнота, мiнiмальнiсть, базиснiсть) бiльш загальних систем

{
x−p−1

√
xs̃kJν(xs̃k) :

k ∈ N
}

у ваговому просторi L2
(
(0; 1);x2pdx

)
, де ν ≥ 1/2, p ∈ R i (s̃k)k∈N — довiльна

послiдовнiсть рiзних вiдмiнних вiд нуля комплексних чисел.
Лема 3.3. Нехай H3/2 = L2

(
(0; 1);x2dx

)
, µk := s2k, де sk = πk+π/2, k ∈ N, i Uk,3/2(x) :=

:=
√
π/2s−1k x−2

√
xskJ−3/2(xsk) + s−2k x−3. Тодi Uk,3/2 ∈ H3/2, Uk,3/2 − Un,3/2 ∈ D(B3/2) i

B3/2(Uk,3/2 − Un,3/2) = µkUk,3/2 − µnUn,3/2 для будь-яких k ∈ N i n ∈ N.
Доведення. Оскiльки [19]
√
xsJ−ν(xs)

x2ν−1
=
∑
j∈0;ν

(−1)js−ν+2j+1/2x−3ν+2j+3/2

2−ν+2jj!Γ(−ν + j + 1)
+O

(
x−3ν+2[ν]+7/2

)
, x→ 0+,

то √
xskJ−3/2(xsk)

skx2
= −

√
2

π

(
1

s2kx
3

+
1

2x
+O(x)

)
, x→ 0+,

i
Uk,3/2(x) = − 1

2x
+O(x), x→ 0 + .

Тому Uk,3/2 ∈ H3/2. Крiм цього, Uk,3/2(x)−Un,3/2(x) = O(x), x→ 0 + . До того ж, оскiльки
[1, с. 55; 2, с. 350] √xJ−3/2(x) = −

√
2/πx−1(cosx+ x sinx), то

Uk,3/2(x) = − 1

skx2

(
cos(xsk)

xsk
+ sin(xsk)

)
+

1

s2kx
3
, (6)

U ′k,3/2(x) =
1

skx3

(
3 cos(xsk)

xsk
+ 3 sin(xsk)− xsk cos(xsk)

)
− 3

s2kx
4
,

i 3Uk,3/2(1) + U ′k,3/2(1) = − cos sk, sk > 0, k ∈ N. Отже, Uk,3/2 − Un,3/2 ∈ D(B3/2), тому що
умова (5) виконується тодi й тiльки тодi, коли sk = πk + π/2, k ∈ N.

Таким чином, B3/2(Uk,3/2 − Un,3/2) = `∗3/2(Uk,3/2 − Un,3/2) = s2kUk,3/2 − s2nUn,3/2 для
кожного k ∈ N i n ∈ N.

Лему 3.3 доведено.
Теорема 3.1 є безпосереднiм наслiдком лем 3.1 – 3.3.
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Зауваження 3.2. Uk,3/2 − Ũn,3/2 /∈ D(B3/2). Нам не вдалося довести леми 3.3 для до-
вiльного ν = l + 1/2 з l ∈ N. Теорема 3.1 залишає поза увагою iснування iнших множин
узагальнених власних значень.

Зауваження 3.3. Можна рiзними способами вводити узагальненi власнi вектори лi-
нiйних диференцiальних операторiв iз виходом у ширший простiр [5 – 11]. Нехай Ĥ =
= C(0; 1] i B̂ν — оператор, породжений формальним диференцiальним оператором `∗ν(u)
з областю визначення D

(
B̂ν
)
, яка складається з функцiй u ∈ C(2)(0; 1], що задоволь-

няють крайову умову (5). Тодi B̂ν(u) ∈ Ĥ, якщо u ∈ D
(
B̂ν
)
. Тому функцiї Ũk,ν(x) =

= s̃
−ν−1/2
k x−2ν+1

√
xs̃kJν

(
xs̃k
)
, k ∈ N, де s̃k —додатнi коренi рiвняння νJν(s)+J ′ν(s) = 0, i

функцiї Uk,3/2(x) =
√
π/2s−1k x−2

√
xskJ−3/2(xsk)+s−2k x−3 з sk = πk+π/2, k ∈ N, є узагаль-

неними власними функцiями оператора Bν , якi вiдповiдають оператору B̂ν (є власними
функцiями B̂ν ).

Лема 3.4. Нехай ν = l + 1/2, l ∈ N, α = β(ν − 1/2), де α, β ∈ R i |α| + |β| 6= 0. Тодi
оператор Bν є формально спряженим у просторi Hν до оператора Aν .

Доведення. Використовуючи спiввiдношення (2) i (4), при x→ 0+ отримуємо

ψ′(x) =
∑
j∈0;ν

cj(−ν + 2j + 1/2)x−ν+2j−1/2 + o
(
xν−1/2

)
, u′(x) = O

(
x−ν+3/2

)
,

i

−x2ν−1((ν − 1/2)ψ(x) + ψ′(x))u(x) = O(x),

x2ν−2ψ(x)
(
(2ν − 1 + (ν − 1/2)x)u(x) + xu′(x)

)
= O(x).

Згiдно з рiвнiстю Лагранжа [19] для кожного ψ ∈ D(Aν) i u ∈ D(Bν) виконується

x2ν−1
(
`ν(ψ)u− ψ`∗ν(u)

)
=

d

dx

(
(−xψ′ + (2ν − 1)ψ)x2ν−2u+ x2ν−1ψu′

)
. (7)

Тому

1∫
0

x2ν−1
(
`ν(ψ)u− ψ`∗ν(u)

)
dx =

=
(
−x2ν−1

(
(ν − 1/2)ψ(x) + ψ′(x)

)
u(x) + x2ν−2ψ(x)×

×
(
(2ν − 1 + (ν − 1/2)x)u(x) + xu′(x)

))∣∣∣1
0

=

= −
(
(ν − 1/2)ψ(1) + ψ′(1)

)
u(1) + ψ(1)

(
(3ν − 3/2)u(1) + u′(1)

)
= 0.

Отже, для кожного ψ ∈ D(Aν) i u ∈ D(Bν)

1∫
0

x2ν−1`ν(ψ)u dx =

1∫
0

x2ν−1ψ`∗ν(u) dx.

Лему 3.4 доведено.
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Лема 3.5. Нехай ν = l + 1/2, l ∈ N, α = β(ν − 1/2), де α, β ∈ R i |α| + |β| 6= 0. Тодi
оператор Bν є формально спряженим у просторi Hν до оператора Ãν .

Доведення. Оскiльки

−x2ν−1
(
(ν − 1/2)ψ(x) + ψ′(x)

)
u(x) = O

(
xν+3/2

)
, x→ 0+,

x2ν−2ψ(x)
(
(2ν − 1 + (ν − 1/2)x)u(x) + xu′(x)

)
= o(xν+1/2), x→ 0+,

то з рiвностi (7), подiбно до доведення леми 3.4, для кожного ψ ∈ D(Ãν) i u ∈ D(Bν)
отримуємо

1∫
0

x2ν−1`ν(ψ)u dx =

1∫
0

x2ν−1ψ`∗ν(u) dx.

Лему 3.5 доведено.
Цiла функцiя Q називається функцiєю експоненцiального типу σ ∈ [0; +∞) [3, с. 4262;

4, с. 84], якщо для будь-якого ε > 0 iснує стала c(ε) така, що |Q(z)| ≤ c(ε) exp((σ + ε)|z|)
для всiх z ∈ C.

Через c1, c2, . . . , позначатимемо деякi додатнi сталi.
Лема 3.6. Система {Uk,3/2 : k ∈ N} з Uk,3/2(x) =

√
π/2s−1k x−2

√
xskJ−3/2(xsk) + s−2k x−3

i sk = πk + π/2 є повною у просторi H3/2.
Доведення. Припустимо, що система {Uk,3/2 : k ∈ N} не є повною. Неповнота системи

{Uk,3/2 : k ∈ N} є рiвносильною до неповноти системи {s2kUk,3/2 : k ∈ N}. Тодi, використо-
вуючи (6), згiдно з теоремою Гана – Банаха [3, с. 4258; 4], iснує така ненульова функцiя
h ∈ H3/2, що

1∫
0

− cos(tsk)− tsk sin(tsk) + 1

t
h(t) dt = 0, k ∈ N.

Розглянемо функцiю

G(z) =

1∫
0

− cos(tz)− tz sin(tz) + 1

t2
q(t) dt, q(t) := th(t) ∈ L2(0; 1).

Маємо

G′(z) = −
1∫

0

z cos(tz)q(t) dt, G(sk) = 0, k ≥ 1, G(0) = G′(0) = 0.

Нехай

I1(z) = 2

1/2∫
0

sin2(tz/2)
q(t)

t2
dt, I2(z) = −

1/2∫
0

z sin(tz)
q(t)

t
dt,

I3(z) =

1∫
1/2

q(t)

t2
dt, I4(z) = −

1∫
1/2

cos(tz)
q(t)

t2
dt, I5(z) = −

1∫
1/2

sin(tz)
q(t)

t
dt.
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Тодi G(z) = I1(z) + I2(z) + I3(z) + I4(z) + zI5(z) i

I4(z) = −
1∫

1/2

eitz
q(t)

2t2
dt−

−1/2∫
−1

eitz
q(−t)
2t2

dt.

Використовуючи нерiвнiсть Шварца, отримуємо (див. також [22, 25, 26])

|I4(z)| ≤ c1
e| Im z|√

1 + | Im z|
, z ∈ C.

Аналогiчно,

|I5(z)| ≤ c2
e| Im z|√

1 + | Im z|
, |I3(z)| ≤ c3, z ∈ C.

До того ж, оскiльки [25]

|sin tz| =
√

sh2(t Im z) + sin2(tRe z), sh2(t Im z) ≤ t2 sh2(| Im z|)

i
∣∣∣∣sin Re

tz

2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣Re
tz

2

∣∣∣∣ для будь-яких z ∈ C i t ∈ R, то завдяки нерiвностi Шварца

|I1(z)| ≤ 2‖q‖


1/2∫
0

(
sh2

(
t
Im z

2

)
+ sin2

(
t
Re z

2

))2

t4
dt


1/2

≤

≤ c4

 1/2∫
0

(
sh2 | Im z|

2
+

(
Re z

2

)2
)2

dt


1/2

≤ c5
(
e| Im z| + (Re z)2

)
, z ∈ C.

Подiбним чином одержуємо

|I2(z)| ≤ c6|z|‖q‖

 1/2∫
0

sh2(t Im z) + sin2(tRe z)

t2
dt


1/2

≤

≤ c7(1 + |z|)

 1/2∫
0

sh2(t Im z)

t2
dt+

1/2∫
0

sin2(tRe z)

t2
dt


1/2

≤

≤ c7(1 + |z|)

| Im z|
| Im z|/2∫

0

sh2 τ

τ2
dτ + |Re z|

|Re z|/2∫
0

sin2 τ

τ2
dτ


1/2

≤

≤ c8(1 + |z|)

| Im z|
| Im z|/2∫

0

sh2 τ

τ2
dτ + |Re z|


1/2

≤
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≤ c9(1 + |z|)

(
e| Im z|

1 + | Im z|
+ |Re z|

)1/2
, z ∈ C.

Отже, для всiх z ∈ C маємо

|G(z)| ≤ c5
(
e| Im z| + (Re z)2

)
+

+ c9(1 + |z|)

(
e| Im z|

1 + | Im z|
+ |Re z|

)1/2
+

+ c1(1 + |z|) e| Im z|√
1 + | Im z|

+ c3.

Далi, послiдовнiсть (sk)k∈N, де sk = πk+π/2, є послiдовнiстю додатних нулiв парної цiлої
функцiї D(z) = z2 cos z, для якої на променях {z : arg z = ϕj}, j ∈ {1; 2; 3; 4}, ϕ1 ∈ [0;π/2),
ϕ2 ∈ [π/2;π), ϕ3 ∈ (π; 3π/2], ϕ4 ∈ (3π/2; 2π), виконується нерiвнiсть

|D(z)| ≥ c10|z|2e| Im z|.

Нехай Q(z) = G(z)/D(z). Тодi Q — парна цiла функцiя експоненцiального типу i

|Q(z)| ≤ c11
1√

1 + | Im z|
, arg z = ϕj , j ∈ {1; 2; 3; 4}.

Отже, за принципом Фрагмена –Лiндельофа [3, с. 4263; 4, с. 47], Q(z) ≡ 0. Тому G(z) ≡ 0.
Проте

G′(z)

z
= −

1∫
0

cos(tz)th(t) dt, h ∈ H3/2.

Таким чином, h(t) ≡ 0, що суперечить припущенню. Тому система {Uk,3/2 : k ∈ N} є
повною в просторi H3/2.

Лему 3.6 доведено.
Теорема 3.2 є безпосереднiм наслiдком лем 3.4 – 3.6.
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