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The “tank with liquid–limited power electric motor” dynamic system is considered. In some cases, the
mathematical model of this system can be described by a nonlinear system of ordinary differential equati-
ons of the fifth order. We construct nonisolated limit sets (maximal attractors) of these systems. The
implementation of the scenario of generalized intermittency at transitions between different types of
chaotic maximal attractors is confirmed.

Розглянуто динамiчну систему “бак iз рiдиною – електродвигун обмеженої потужностi”. У деяких
випадках математичну модель такої системи можна описати нелiнiйною системою звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь 5-го порядку. Побудовано неiзольованi граничнi множини (максимальнi
атрактори) таких систем. Пiдтверджено iмплементацiю сценарiю узагальненої перемiжностi при
переходах мiж рiзними типами хаотичних максимальних атракторiв.

1. Вступ. Граничнi множини дисипативних динамiчних систем, а саме рiзноманiтнi атрак-
тори, надають вичерпну iнформацiю про поведiнку фазових траєкторiй системи. За остан-
нiй час значно розширилася класифiкацiя тих чи iнших регулярних i хаотичних атракторiв
систем, якi описуються звичайними диференцiальними рiвняннями. Зараз розглядаються
гiперболiчнi, самозбудженi, прихованi, рiдкi й деякi iншi типи атракторiв [1 – 3]. Усi пе-
релiченi, “традицiйнi”, атрактори утворюють iзольованi граничнi множини у фазовому
просторi вiдповiдної динамiчної системи.

Серед усiх типiв атракторiв особливе мiсце посiдають так званi максимальнi атрактори
[4, 5]. Максимальний атрактор — це гранична множина, яка утворює континуальну сiм’ю
неiзольованих траєкторiй у фазовому просторi. До цiєї сiм’ї прямують усi iншi траєкто-
рiї з деякого басейну притягання. На вiдмiну вiд “традицiйних” атракторiв спрямування
траєкторiй iз басейну притягання вiдбувається до деякого конкретного представника кон-
тинуальної сiм’ї, а не до граничної множини в цiлому. Траєкторiї максимального атрактора
не iзольованi одна вiд одної, але при цьому не перетинаються й не мають точок дотику.
Всi вони мають спiльний спектр ляпуновських характеристичних показникiв, структурно
подiбнi перерiзи та вiдображення Пуанкаре [5, 6].

Метою цiєї роботи є побудова й дослiдження максимальних атракторiв деякої неiде-
альної за Зоммерфельдом –Кононенком гiдродинамiчної системи.

2. Постановка задачi. Задача вивчення коливань вiльної поверхнi рiдини у жорстких
цилiндричних баках має велике значення для рiзноманiтних застосувань. Це пов’язано з
тим, що велика кiлькiсть сучасних машин i механiзмiв як елемент конструкцiй має той
чи iнший бак, частково заповнений рiдиною. Ця проблематика добре висвiтлена в уза-
гальнюючих монографiях [7 – 9]. У багатьох випадках при вивченнi динамiчної поведiнки
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Рис. 1. Схема системи.

коливної системи виникає необхiднiсть враховувати взаємодiю такої системи з джерелом
збудження коливань, зокрема ураховувати обмеженiсть потужностi того чи iншого дже-
рела збудження. Такi системи типу “коливна пiдсистема – джерело збудження” називають
неiдеальними за Зоммерфельдом –Кононенком. Цiлий ряд неiдеальних систем описано та
дослiджено у монографiях [10, 11]. Нехтування взаємодiєю мiж коливною системою та її
джерелом збудження може призвести до грубих помилок у описi динамiчної поведiнки як
самої коливної системи, так i режимiв функцiонування джерела збудження. Зокрема, може
бути повнiстю втрачено iнформацiю про реально iснуючi усталенi хаотичнi режими. Особ-
ливо цiкавими є випадки, при яких виникнення усталених хаотичних режимiв пов’язане в
першу чергу зi взаємодiєю коливної системи з її джерелом збудження [11 – 17].

Розглянемо динамiчну систему, опис якої показано на рис. 1. Вал електродвигуна
з’єднано з платформою за допомогою кривошипно-шатунного механiзму, на якому за-
крiплено жорстку цилiндричну ємнiсть радiуса R, частково заповнену рiдиною.

Коли кривошип a повертається на кут Ψ, платформа здiйснює вертикальний рух у
формi v(t) = a cos Ψ(t). Для опису коливань вiльної поверхнi рiдини введемо цилiндричну
систему координат Oxrθ з початком на осi резервуара, на незбуренiй поверхнi рiдини.
Рiвняння рельєфу вiльної поверхнi рiдини запишемо у виглядi

x = η(r, θ, t).

Припустимо, рiдина є нев’язкою та нестисливою з густиною ρ, i заповнює цилiндричний
резервуар поперечного перерiзу S до глибини x = −d.

Будемо шукати функцiю рельєфу поверхнi рiдини у виглядi розкладу за власними мо-
дами:

η(r, θ, t) =
∑
i,j

[
qcij(t)kij(r) cos iθ + qsij(t)kij(r) sin iθ

]
. (1)
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Використовуючи результати, отриманi в [11], запишемо лагранжiан системи

L =
1

2
IΨ̇2 +

1

2
m0a

2Ψ̇2 sin2 Ψ +
1

2
ρS

∑
i,j,m,n

aijmnq̇
c,s
ij q̇

c,s
mn+

+
1

2
ρSa

(
Ψ̇2 cos Ψ + Ψ̈ sin Ψ

)∑
i,j

qc,sij q
c,s
ij −

1

2
ρSg

∑
i,j

qc,sij q
c,s
ij , (2)

а також рiвняння руху

IΨ̈ = −2m0a
2Ψ̇2 sin Ψ cos Ψ−m0a

2Ψ̈ sin2 Ψ+

+ aρS
(

Ψ̇2 sin Ψ− Ψ̈ cos Ψ
)∑

i,j

qc,sij q
c,s
ij − 2aρSΨ̇ cos Ψ

∑
i,j

qc,sij q̇
c,s
ij + Φ(Ψ)−H(Ψ). (3)

Тут I — момент iнерцiї вала двигуна; m0 — маса резервуара рiдини; aijmn — нелiнiйнi
функцiї вiд qc,sij (t), qc,smn(t); g — прискорення сили тяжiння. Останнi два доданки в правiй
частинi рiвняння (3) є рушiйним моментом i моментом внутрiшнiх сил опору електро-
двигуна.

Припустимо, що швидкiсть обертання вала двигуна Ψ̇(t) в усталеному режимi близька
до 2ω1, де ω1 — власна частота основного тону коливань двигуна вiльної поверхнi, що
вiдповiдає модам qc11(t)k11(r) cos θ i qs11(t)k11(r) sin θ. Тобто виконується умова параметрич-
ного резонансу у системi “бак iз рiдиною – електродвигун”.

Розглянемо малий додатний параметр

ε = ω1

√
a

g
(4)

i припустимо, що

Ψ̇− 2ω1 = ε2ω1y3. (5)

Тодi коливання вiльної поверхнi рiдини можуть бути апроксимованi коливаннями за
основними й вторинними модами, амплiтуди яких визначаються згiдно з [11] як

qc11(t) = ευ

[
p1(τ) cos

Ψ

2
+ q1(τ) sin

Ψ

2

]
,

qs11(t) = ευ

[
p2(τ) cos

Ψ

2
+ q2(τ) sin

Ψ

2

]
,

q01(t) = ε2υ[A01(τ) cos Ψ +B01(τ) sin Ψ + C01(τ)],

qc,s21 (t) = ε2υ[Ac,s
21 (τ) cos Ψ +Bc,s

21 (τ) sin Ψ + Cc,s
21 (τ)].

(6)

Тут τ — повiльний час, τ =
1

4
ε2Ψ, υ =

R

1,8412
tanh

(
1,8412

R
d

)
. Визначивши безроз-

мiрнi амплiтуди Ac,s
ij (τ), Bc,s

ij (τ), Cc,s
ij (τ) вторинних мод методом Майлса [18, 19] через

амплiтуди y1(τ), y2(τ), y4(τ), y5(τ) i застосувавши процедуру усереднення лагранжiана за
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явно введеним швидким часом Ψ(t) [20], для амплiтуд домiнантних мод отримаємо таку
систему рiвнянь [11]:

dy1
dτ

= Cy1 −
[
y3 +

A

2

(
y21 + y22 + y24 + y25

)]
y2 +B(y1y5 − y4y2)y4 + 2y2,

dy2
dτ

= Cy2 +

[
y3 +

A

2

(
y21 + y22 + y24 + y25

)]
y1 +B(y1y5 − y4y2)y5 + 2y1,

dy3
dτ

= F + Ey3 +D(y1y2 + y4y5),

dy4
dτ

= Cy4 −
[
y3 +

A

2

(
y21 + y22 + y24 + y25

)]
y5 −B(y1y5 − y4y2)y1 + 2y5,

dy5
dτ

= Cy5 +

[
y3 +

A

2

(
y21 + y22 + y24 + y25

)]
y4 −B(y1y5 − y4y2)y2 + 2y4.

(7)

У системi рiвнянь (7) позначено: C = − δ

ω1
— зведений коефiцiєнт демпфування, N0,

E — константи лiнiйної статичної характеристики електродвигуна, F =
1

ω1
(N0 + 2Eω1),

D =
ρSυR2

(1,8412)2
(
2I +m0a2

)
ω2
1

, A i B — константи, величини яких залежать вiд дiаметра

бака та глибини заповнення його рiдиною. Останню систему використовують як основ-
ну математичну модель для дослiдження динамiки коливань бака з рiдиною, збуджених
електродвигуном обмеженої потужностi.

Основноюметою цiєї статтi є вивчення можливих типiв граничних множин системи (7).
Оскiльки ця система є досить складною нелiнiйною системою рiвнянь п’ятого порядку, то,
у загальному випадку, знаходження її розв’язкiв можливо тiльки за допомогою чисельних
методiв. Тому для побудови та дослiдження граничних множин цiєї системи використано
комплекс сучасних чисельних методiв i алгоритмiв. Технiку проведення таких чисельних
розрахункiв для неiдеальних систем детально описано в [11].

3. Максимальнi атрактори. Перш за все зауважимо, що система рiвнянь (7) є системою
маятникового типу. Дiйсно, отриманi в [11, 21] рiвняння, якi описують динамiчну поведiнку
неiдеальної системи “сферичний маятник – електродвигун” майже збiгаються з рiвняння-
ми (7). Формальна вiдмiннiсть полягає в тому, що у системи рiвнянь (7) є два додатковi
параметри A i B порiвняно з маятниковими системами, розглянутими в [11, 21]. Проте
у системи (7) фiзичний змiст чотирьох з п’яти фазових змiнних i переважної бiльшостi
параметрiв абсолютно iнший, нiж у подiбних систем, розглянутих у [11, 21].

Спочатку визначимо умови, за яких система дисипативна. Позначимо через ~W вектор-
не поле, породжене системою рiвнянь (7). Вiдповiдно через W1, W2, W3, W4, W5 ми
позначаємо компоненти цього векторного поля, тобто правi частини системи рiвнянь (7).
Тодi дивергенцiю цього векторного поля можна знайти за формулою

div ~W =
∂W1

∂y1
+
∂W2

∂y2
+
∂W3

∂y3
+
∂W4

∂y4
+
∂W5

∂y5
=

= C −Ay1y2 +By4y5 + C +Ay1y2 −By4y5 + E+
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+ C −Ay4y5 +By1y2 + C +Ay4y5 −By1y2 = 4C + E. (8)

Отже, дивергенцiя векторного поля ~W постiйна. Умова дисипативностi для системи рiв-
нянь має вигляд

4C + E < 0. (9)

Величини,що входять у формулу (9), C (зведений коефiцiєнт демпфування) i E (кут нахилу
статичної характеристики електродвигуна) завжди вiд’ємнi. Отже, дивергенцiя векторного
поля, створеного системою рiвнянь (7), завжди буде вiд’ємною. Таким чином, ця система
завжди буде дисипативною, тому в такiй системi можливе iснування атракторiв.

При вивченнi атракторiв системи (7) надалi будемо використовувати результати, отри-
манi для системи “сферичний маятник – електродвигун” [6, 22].

Очевидно, що система (7) має положення рiвноваги

y1 = 0, y2 = 0, y3 = −F
E
, y4 = 0, y5 = 0. (10)

Усi iншi положення рiвноваги, якщо вони iснують, є розв’язками нелiнiйної системи алгеб-
раїчних рiвнянь

Cy1 −
[
y3 +

A

2

(
y21 + y22 + y24 + y25

)]
y2 +B(y1y5 − y4y2)y4 + 2y2 = 0,

Cy2 +

[
y3 +

A

2

(
y21 + y22 + y24 + y25

)]
y1 +B(y1y5 − y4y2)y5 + 2y1 = 0,

F + Ey3 +D(y1y2 + y4y5) = 0,

y4 −
[
y3 +

A

2

(
y21 + y22 + y24 + y25

)]
y5 −B(y1y5 − y4y2)y1 + 2y5 = 0,

Cy5 +

[
y3 +

A

2

(
y21 + y22 + y24 + y25

)]
y4 −B(y1y5 − y4y2)y2 + 2y4 = 0.

(11)

У загальному випадку такi розв’язки можуть бути знайденi тiльки чисельними мето-
дами. Як показано в [6, 22], розв’язки алгебраїчної системи (11) утворюють замкненi лiнiї
у фазовому просторi системи, причому кожна окрема точка цих лiнiй буде положенням
рiвноваги. Стiйкiсть таких положень рiвноваги може бути дослiджена за допомогою те-
ореми Л’єнара –Шипара [23]. Усi точки такої континуальної сiм’ї будуть одночасно або
стiйкими (але не асимптотично стiйкими), або нестiйкими. У випадку стiйкостi така сiм’я
неiзольованих положень рiвноваги утворює максимальний атрактор [4, 5]. Причому тра-
єкторiї з басейну притягання такого максимального атрактора будуть прямувати не до сiм’ї
в цiлому, а до деякого конкретного представника (конкретного положення рiвноваги) цiєї
сiм’ї.

Бiльш того, у роботах [6, 22] встановлено, що в неiдеальнiй системi “сферичний маят-
ник – електродвигун” положення рiвноваги (10) буде єдиним “традицiйним” атрактором
такої системи. Всi iншi атрактори, якщо вони iснують, будуть максимальними. Зокре-
ма, iснують перiодичнi та хаотичнi максимальнi атрактори. Кожен з цих максимальних
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Рис. 2. Фазопараметрична характеристика.

атракторiв буде складатися з незлiченної кiлькостi окремих неiзольованих представникiв.
Переконаємося, що аналогiчна ситуацiя буде мати мiсце й у системi “бак iз рiдиною –
електродвигун”.

Припустимо, що C = −0,8, F = 0,25, D = −5, A = 0,56, B = −1,531. Параметр E
(кут нахилу статичної характеристики двигуна) виберемо як бiфуркацiйний параметр. На
рис. 2а побудовано фазопараметричну характеристику (бiфуркацiйне дерево) системи (7).
Цю характеристику побудовано при початкових даних фазових змiнних y1 = 0,5, y2 = 0,5,
y3 = 0, y4 = 0,5, y5 = 0,5. Вiдповiдно на рис. 2б наведено збiльшений фрагмент цiєї
фазопараметричної характеристики.

Окремим“гiлкам”цього бiфуркацiйного дерева вiдповiдають перiодичнi усталенi режи-
ми. Вiдповiдно густо чорнi дiлянки — це областi хаосу у просторi параметрiв системи (7).
Аналiзуючи цi рисунки, можна простежити за бiфуркацiями, якi вiдбуваються в системi (7).
На цьому рисунку чiтко видно точки розгалуження окремих гiлок бiфуркацiйного дерева,
якi вiдповiдають бiфуркацiям подвоєння перiоду циклiв. Також чiтко проглядають точки
переходiв до густо чорних дiлянок, тобто переходiв вiд регулярного усталеного режиму до
хаотичного усталеного режиму. Зазначимо, що рис. 2 побудовано при конкретних початко-
вих умовах, однак при варiюваннi цих умов у деякiй областi фазового простору ми будемо
отримувати якiсно аналогiчну картину. Зокрема, будь-яке дерево буде визначати однаковi
точки бiфуркацiї по осi абсцис. Це свiдчить, що усталенi режими будуть максимальними
атракторами, якi утворенi з незлiченої кiлькостi неiзольованих траєкторiй.

Так в малому околi значення E = −2,23 ми маємо окремi гiлки бiфуркацiйного дерева.
При цьому значеннi E в системi iснує перiодичний максимальний атрактор. На рис. 3
побудовано такий перiодичний максимальний атрактор. Причому на рисунку нанесенi
тiльки три представники такого атрактора, позначенi вiдповiдно червоним, синiм i жовтим
кольорами.

Взагалi максимальний перiодичний атрактор утворює сiм’ю з нескiнченної кiлькостi
замкнених траєкторiй (циклiв), усi з яких iснують одночасно. Будь-який окiл циклу мiстить
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Рис. 3. Перiодичний максимальний атрактор при E = −2,23.

iншi цикли сiм’ї, тобто вони не є iзольованими. Однак такi цикли не мають точок дотику
або перетину. Кожна така замкнена траєкторiя сама є граничною множиною. Це пов’язано
з тим, що майже будь-яка траєкторiя, яка починається в деякiй великiй областi фазового
простору, прямує до одного з циклiв сiм’ї. Але жоден iз циклiв не є атрактором у традицiй-
ному розумiннi цього термiну. Отже, кожен iз цих циклiв не є граничним. Крiм того, кожен
окремий цикл має один i той же перiод i однаковi показники Ляпунова, причому старший
показник обов’язково дорiвнює нулю. Перерiзи Пуанкаре кожного з циклiв складаються з
однакової скiнченної кiлькостi точок.

Надалi розглянемо цiкаву бiфуркацiю, iдентифiкувати яку можна за допомогою аналiзу
фрагмента фазопараметричної характеристики (рис. 2б). Така бiфуркацiя вiдбувається при
зростаннi параметра E в точцi E ≈ −2,2155. Як видно з рис. 2б, при проходженнi цiєї
точки у сторону зростання E вiдбувається помiтне зростання площi густо чорної областi
(областi хаосу). Вiдбувається перехiд вiд хаотичного максимального атрактора одного ти-
пу до хаотичного максимального атрактора iншого типу. Такий перехiд вiдбувається за
одну жорстку бiфуркацiю за сценарiєм узагальненої перемiжностi [24, 25]. Такий сцена-
рiй був описаний для “традицiйних” атракторiв як узагальнення “класичного” сценарiю
перемiжностi за Манневiллем –Помо [26, 27]. Узагальнена перемiжнiсть описує перехiд
вiд хаотичного атрактора одного типу до хаотичного атрактора iншого типу на вiдмiну
вiд звичайної перемiжностi, яка описує переходи граничний цикл – хаос. Проiлюструємо
iмплементацiю узагальненої перемiжностi й для хаотичних максимальних атракторiв.

Так, при E = −2,216 атрактором системи (7) буде хаотичний максимальний атрактор.
Такий атрактор складається з незлiченної кiлькостi неперiодичних неiзольованих траєкто-
рiй. Усi траєкторiї хаотичного максимального атрактора мають однаковий спектр ЛХП, а
про наянiсть хаосу свiдчить поява у спектрi ЛХП додатного старшого показника. Як i ранi-
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Рис. 4. Хаотичний максимальний атрактор при E = −2,216.

ше розглянутi максимальнi атрактори, хаотичний максимальний атрактор не є атрактором
у “традицiйному” розумiннi цього термiну. Також зазначимо, що перерiзи й вiдображення
Пуанкаре кожної з траєкторiй сiм’ї, яке утворює максимальний атрактор, є структурно
подiбними хаотичними множинами. Цi множини складаються з нескiнченної кiлькостi
точок. На рис. 4 показанi три представники хаотичного максимального атрактора, побудо-
ванi при E = −2,216. Цi представники зображенi, вiдповiдно, червоним, синiм i жовтим
кольорами.

Принезначному зростаннi параметра E у системi вiдбувається бiфуркацiя “хаос – хаос”,
яка приводить до виникнення хаотичного максимального атрактора iншого типу. На рис. 5
зображено вiдповiдно червоним, синiм iжовтим кольорами три представники такого атрак-
тора, побудованi при E = −2,215. Причому перехiд вiд хаотичного максимального атрак-
тора одного типу до хаотичного максимального атрактора iншого типу вiдбувається за
сценарiєм узагальненої перемiжностi [24, 25].

Перехiд “хаос – хаос” за сценарiєм узагальненої перемiжностi вiдбувається таким чи-
ном. При проходженнi точки бiфуркацiї E ≈ −2,2155 хаотичний максимальний атрактор,
зображений на рис. 4, зникає й у системi (7) виникає максимальний хаотичний атрактор
iншого типу, зображений на рис. 5. Для бiльш наочної iлюстрацiї реалiзацiї такого сце-
нарiю розглянемо двовимiрнi проєкцiї фазових змiнних. Причому цi розгляди ми будемо
проводити для одного з представникiв вiдповiдних хаотичних максимальних атракторiв.
Так, на рис. 6а побудовано розподiли природної iнварiантної мiри [11, 28] для одного пред-
ставника хаотичного максимального атрактора при E = −2,216, а на рис. 6б для одного
представника хаотичного максимального атрактора при E = −2,215. Рух по траєкторiям
виниклого хаотичного максимального атрактора складається з двох фаз, якi чергуються:
грубо-ламiнарної та турбулентної. У грубо-ламiнарнiй фазi траєкторiя знаходиться у густо
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Рис. 5. Хаотичний максимальний атрактор при E = −2,215.
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Рис. 6. Розподiли iнварiантної мiри при E = −2,216 (а) та при E = −2,216 (б).

прокресленiй областi рис. 6б. Ця область за формою майже подiбна областi розподiлу iнва-
рiантної мiри зниклого представника хаотичного максимального атрактора, зображеного
на рис. 6а. Турбулентнiй фазi вiдповiдають бiльш блiдi дiлянки розподiлу iнварiантної
мiри. Зазначимо, що час переходу з грубо-ламiнарної фази у турбулентну й оберненого
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Рис. 7. Розподiли спектральної густини трьох максимальних атракторiв.

повернення у грубо-ламiнарну фазу непередбачуваний. Такi чергування фаз вiдбуваються
незлiченне число разiв.

Подiбний перехiд вiдбувається для всiх траєкторiй сiм’ї, яка утворює хаотичний макси-
мальний атрактор при одному й тому ж значеннi бiфуркацiйного параметра. Всi траєкторiї
хаотичного максимального атрактора, побудованого при E = −2,216, мають однаковi ля-
пуновськi характеристичнi показники, старший з яких додатний, другий дорiвнює нулю,
а три iншi — вiд’ємнi. Такiй же властивостi, стосовно ляпуновських характеристичних
показникiв, задовольняють всi траєкторiї хаотичного максимального атрактора, побудова-
ного при E = −2,215. Тобто старший показник—додатний, другий нульовий, а три iншi—
вiд’ємнi. При цьому величина старшого ляпуновського показника для цього атрактора май-
же вдвiчi перевищує величину старшого показника для атрактора при E = −2,216.

Нарештi на рис. 7 побудованi розподiли спектральної густини максимальних атракторiв
при E = −2,23 (синiм кольором), при E = −2,216 (червоним кольором) i при E = −2,215
(жовтим кольором). На цьому рисунку по осi абсцис вiдкладено частоту w, а по осi ординат
Sp = lg |S(w)|, де S(w) — спектральна густина. Маємо один дискретний гармонiчний
спектр i два неперервнi спектри. Це ще раз свiдчить про те, що один iз максимальних
атракторiв буде перiодичним, а два iншi максимальнi атрактори — хаотичними.

Взагалi ознакою можливої реалiзацiї сценарiю узагальненої перемiжностi при змiнi
значення бiфуркацiйного параметра можуть слугувати, по-перше, суттєве зростання площi
хаотичної областi на фазопараметричнiй характеристицi, а по-друге, помiтне збiльшення
значення старшого ляпуновського показника.

Таким чином, сценарiй узагальненої перемiжностi, описаний для “традицiйних” атрак-
торiв, може реалiзуватися й для переходiв типу “хаос – хаос” для хаотичних максимальних
атракторiв.
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