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The article is devoted to the problem of motion of a gyrostat under the action of potential and gyroscopic
forces in the case of a variable gyrostatic moment.We investigate conditions of existence of linear invariant
relations of equations of the Kirсhhoff – Poisson class. We obtain a new solution of these equations in
terms of elementary functions of time.

Розглянуто задачу про рух гiростата пiд дiєю потенцiальних i гiроскопiчних сил у випадку змiн-
ного гiростатичного моменту. Дослiджено умови iснування лiнiйних iнварiантних спiввiдношень
рiвнянь класу Кiрхгофа –Пуассона. Одержано новий розв’язок цих рiвнянь, який характеризується
елементарними функцiями часу.

Вступ. Сучаснi технологiчнi конструкцiї (роботи, манiпулятори, гiроскопiчнi пристрої)
являють собою систему зв’язаних твердих тiл, яка в аналiтичнiй механiцi моделюється
гiростатом. Першi постановки задачi про рух гiростата розглядалися Томсоном [1], Воль-
терра [2], Жуковським [3], Греєм [4]. Як гiростат розумiють систему зв’язаних твердих тiл
(див. монографiю [5]), у яких розподiл мас не змiнюється з часом. Тут виключено випадок
Жуковського [3], тобто варiант, коли тверде тiло мiстить iдеальну рiдину, яка не стиска-
ється. Рiвняння руху гiростата у вказаних роботах характеризується сталим гiростатичним
моментом. У статтях Румянцева [6], Харламова [7], Вiттенбурга [8] розглядалися бiльш за-
гальнi моделi гiростата, цi автори враховували змiннiсть гiростатичного моменту залежно
вiд часу.

Є певнi вiдмiнностi в формулюваннi поняття “гiростат”. Румянцев [6] вважав, що гiро-
стат — це система зв’язаних твердих тiл, для яких ротори статично й динамiчно врiвно-
важенi; Харламов [7] характеризував ротори властивiстю динамiчної симетрiї з центром
мас, який належить осi обертання роторiв. У книзi Вiттенбурга [8] вивчено системи зв’я-
заних твердих тiл довiльного вигляду. Дослiдження руху гiростата є важливими в механiцi
(див., наприклад, [8 – 11]). У класичних задачах динамiки твердого тiла найбiльш значнi
результати в данiй областi одержано у випадку прецесiйних рухiв гiростата [12, 13], оскiль-
ки прецесiї є найбiльш важливими режимами для технiчних конструкцiй. Вiдмiтимо, що
певнi висновки дослiдження руху гiростата можна використовувати в задачах керування;
наприклад, у статтi [14] на основi оригiнального пiдходу до вивчення гiростата зi змiн-
ним гiростатичним моментом виявлено, що мають мiсце результати, якi характеризуються
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тим, що гiростатичний момент протягом часу руху може бути напрямлений по вектору осi
симетрiї силових полiв.

Загальним методом, який застосовується в задачах аналiзу програмних рухiв твердих
тiл i гiростата, є метод iнварiантних спiввiдношень, розроблений Левi-Чiвiта [5] i Харла-
мовим [15]; його особливостi вказанi Горром [16]. За допомогою цього методу в [17 – 20]
дослiджено умови iснування руху твердого тiла в потенцiальному полi сил, якi описуються
рiвняннями класу Кiрхгофа –Пуассона у випадку трьох iнварiантних спiввiдношень. У цiй
статтi одержано новий розв’язок задачi й отримано умови iснування трьох iнварiантних
спiввiдношень для рiвняння руху гiростата зi змiнним гiростатичним моментом пiд дiєю
потенцiальних i гiроскопiчних сил. Згаданi умови узагальнюють результати роботи [17].

1. Постановка задачi. Зупинимося спочатку на фiзичному описi руху гiростата. Роз-
глянемо систему S, яка складається з намагнiченого тiла-носiя S0, що несе позитивнi й
негативнi електричнi заряди, та симетричного ротора S1.

Ротор S1 обертається навколо осi Oz, головної рухомої системи координат гiростата
Oxyz (O — нерухома точка; ~i1, ~i2, ~i3 — одиничнi вектори осей Ox, Oy, Oz). Вважаємо,
що ротор S1 не намагнiчений i не має зарядiв. Гiростат обертається в магнiтному полi i
на нього дiють ньютонiвськi, кулонiвськi сили та сили Лоренца з центрами O1, O2, якi
розмiщенi на однiй осi, що проходить через точку O ; вектор ν = (ν1, ν2, ν3) — одиничний
вектор осi симетрiї силового поля, що є суперпозицiєю ньютонiвського, кулонiвського та
магнiтного полiв; струми Фуко в процесi руху гiростата не виникають. Введемо позначен-
ня: A = diag(A1, A2, A3) — тензор iнерцiї гiростата; B = diag(B1, B2, B3) — матриця, яка
характеризує гiроскопiчнi сили; C = diag (C1, C2, C3) — матриця, що характеризує потен-
цiальнi сили; s = (s1, s2, s3) — вектор узагальненого центру мас гiростата. В науковiй
лiтературi по динамiцi гiростата (див., наприклад, [21 – 23]) формулюється задача про рух
гiростата пiд дiєю потенцiальних i гiроскопiчних сил. У [21, 24 – 26] вивчено задачу про
рух тiла в iдеальнiй нестисливiй рiдинi, яка тiсно пов’язана iз задачею про рух гiростата,
описаною на початку цього пункту. Вперше цю аналогiю розглянув Стєклов [25], потiм
для бiльш загального випадку на математичний зв’язок задачi про рух гiростата i про рух
тiла в iдеальнiй рiдинi вказав Харламов [26]. У [21] Яхья за допомогою лiнiйного перетво-
рення змiнних показав повну аналогiю задачi про рух гiростата пiд дiєю потенцiальних i
гiроскопiчних сил iз задачею про рух твердого тiла в iдеальнiй нестисливiй рiдинi.

Перейдемо до математичної постановки задачi. Будемо використовувати позначення з
[21, 22] (в [27] використано змiннi Лагранжа).

Позначимо через ω = (ω1, ω2, ω3) кутову швидкiсть гiростата, а через λ = (0; 0;λ3) —
гiростатичний момент. Тодi рiвняння руху гiростата запишемо у виглядi

A1ω̇1 = (A2 −A3)ω2ω3 − ω2λ3(t) + ω2B3ν3 − ω3B2ν2 + s2ν3 − s3ν2 + (C3 − C2)ν2ν3, (1)

A2ω̇2 = (A3 −A1)ω3ω1 + ω1λ3(t) + ω3B1ν1 − ω1B3ν3 + s3ν1 − s1ν3 + (C1 − C3)ν3ν1, (2)

A3ω̇3 + λ̇3(t) = (A1 −A2)ω1ω2 + ω1B2ν2 − ω2B1ν1 + s1ν2 − s2ν1 + (C2 − C1)ν1ν2, (3)

ν̇1 = ω3ν2 − ω2ν3, ν̇2 = ω1ν3 − ω3ν1, ν̇3 = ω2ν1 − ω1ν2, (4)

де крапкою позначено похiдну за часом t.

Система диференцiальних рiвнянь (1) – (4) є неавтономною системою i допускає два
першi iнтеграли
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ν21 + ν22 + ν23 = 1,

A1ω1ν1 +A2ω2ν2 + (A3ω3ν3 + λ3(t))ν3 −
1

2

(
B1ν

2
1 +B2ν

2
2 +B3ν

2
3

)
= k,

(5)

де k — довiльна стала. Рiвняння (1) – (4) необхiдно розглядати сумiсно з рiвнянням [7]

λ̇3(t) = L(t). (6)

Тут функцiя λ̇3(t) має вигляд

λ̇3(t) = D3(ω3 + ẋ(t)), (7)

де D3 — момент iнерцiї ротора S1 вiдносно осi обертання Oz, x(t) — його кутова швид-
кiсть, L(t)—проєкцiя сил i моментiв, якi дiють на ротор S1 з боку тiла-носiя. Вiдмiтимо,що
згiдно iз зауваженням Харламова [7] рiвняння (6), (7) можна розглядати, застосовуючи два
пiдходи. Перший пiдхiд полягає в тому, що коли проiнтегрованi рiвняння (1) – (4) i вiдома
швидкiсть обертання ẋ(t), то з рiвняння (6) можна визначити функцiю L(t). Другий пiдхiд
характеризується тим, що вiдома функцiя L(t). Тодi, пiсля iнтегрування рiвнянь (1) – (4),
рiвняння (7) використовується для знаходження швидкостi ẋ(t) ротора S1.

2.Структура iнварiантних спiввiдношень. Використовуючи [18], задамодля рiвнянь (1) –
(4) три iнварiантнi спiввiдношення

ω1 = ν1ε(ν3) + β1g(ν3), ω2 = ν2ε(ν3) + β2g(ν3), ω3 = ν3ε(ν3) + β3g(ν3), (8)

де βi, i = 1, 3, — сталi параметри; ε(ν3), g(ν3) —функцiї змiнної ν3, якi можна диферен-
цiювати.

У векторному виглядi з (8) випливає

ω = ε(ν3)ν + g(ν3)β; (9)

тут вектор β = (β1, β2, β3) не має нульових компонентiв.
Пiдставимо функцiї (8) у рiвняння Пуассона (4):

ν̇1 = g(ν3)(β3ν2 − β2ν3), ν̇2 = g(ν3)(β1ν3 − β3ν1), ν̇3 = g(ν3)(β2ν1 − β1ν2). (10)

Вiдмiтимо, що iнварiантнi спiввiдношення (8) мають бiльш загальний вигляд порiвняно з
випадком [17], оскiльки в [17] вважалося, що β3 = 0.

Рiвняння (10) мають два iнварiантнi спiввiдношення

ν21 + ν22 + ν23 = 1, β1ν1 + β2ν2 + β3ν3 = C0, (11)

де C0 — стала. З другого спiввiдношення (11) одержимо

β · ν = C0, (12)

тобто, на основi (12), протягом усього часу руху гiростата кут мiж векторами β i ν сталий.
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Рухи гiростата, для яких виконується ця властивiсть, називають прецесiєю щодо верти-
калi [12, 22, 28]. За допомогою iнварiантних спiввiдношень (11) знайдемо функцiї ν1(ν3),
ν2(ν3) :

ν1(ν3) =
1

x20

[
β2(C0 − β3ν3) + β1

√
F (ν3)

]
,

ν2(ν3) =
1

x20

[
β1(C0 − β3ν3)− β2

√
F (ν3)

]
,

(13)

де x20 = β21 + β22 , а F (ν3) має значення

F (ν3) = −β20ν23 + 2C0β3ν3 +
(
x20 − C2

0

)
, β20 = β21 + β22 + β23 . (14)

Для знаходження залежностi змiнної ν3 вiд часу t пiдставимо функцiї (13) у третє рiвняння
системи (10). Одержимо iнтегральне спiввiдношення

ν3∫
ν
(0)
3

dν3

g(ν3)
√
F (ν3)

= t− t0. (15)

Функцiя ν3(t) визначається з (15). Розглянемо iнварiантнi спiввiдношення (8) у випадку
ε(ν3) = ε0, g(ν3) = g0 :

ωi = ε0νi + g0βi, i = 1, 3. (16)

Використовуючи функцiю F (ν3) iз (14) при iнтегруваннi (15), а також третє рiвняння
системи (10), одержуємо

ν3(ψ) =
1

γ0β20

(
γ20β0 sinψ + C0β3

)
, (17)

де γ20 =
x20
(
β20 − C2

0

)
β20

, ψ(t) = β0g0t. Через перiодичнiсть функцiї ν3(t) при знаходженнi (17)
у формулi (15) вважаємо t0 = 0. Перетворимо спiввiдношення (13) на основi функцiй (14)
i (17):

ν1(ψ) = h0 + h1 cosψ + h2 sinψ, ν2(ψ) = r0 + r1 cosψ + r2 sinψ. (18)

У рiвностях (18) введено позначення

h0 =
C0β1

(
x0β0µ0 − β23

)
x20γ0β

2
0

, h1 =
γ0β2
x20

, h2 = −
γ0β1β3
x20β0

,

r0 =
C0β2

(
x0β0µ0 − β23

)
x20γ0β

2
0

, r1 = −
γ0β1
x20

, r2 = −
γ0β2β3
x20β0

.

(19)

Тут параметр µ0 має значення
√
β20 − C2

0 . Для зручностi використання формули (17) запи-
шемо її у скороченому виглядi

ν3(ψ) = a0 + a2 sinψ, (20)
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де

a0 =
C0β3
γ0β20

, a2 =
γ0
β0
. (21)

Таким чином, рiвняння (4) на iнварiантних спiввiдношеннях (16) проiнтегрованi в еле-
ментарних функцiях часу, якi поданi формулами (18), (20) з позначеннями (19), (21).

3. Дослiдження динамiчних рiвнянь (1) – (3). Запишемо систему (1) у загальному ви-
падку iснування iнварiантних спiввiдношень (8). На основi рiвнянь (10) маємо

λ3(ν3)(ν2ε(ν3) + β2g(ν3)) =

= −A1ε(ν3)g(ν3)(β3ν2 − β2ν3)−

−A1(ν1ε
′(ν3) + β1g

′(ν3))(β2ν1 − β1ν2)+

+ (A2 −A3)[ν2ν3ε
2(ν3) + (β3ν2 + β2ν3)ε(ν3)g(ν3) + β2β3g

2(ν3)]+

+ ν2ν3ε(ν3)(B3 −B2) + g(ν3)(β2B3ν3 − β3B2ν2)+

+ s2ν3 − s3ν2 + (C3 − C2)ν2ν3 = 0, (22)

λ3(ν3)(ν1ε(ν3) + β1g(ν3)) =

= A2ε(ν3)g(ν3)(β1ν3 − β3ν1)+

+A2

(
ν2ε

′(ν3) + β2g
′(ν3)

)
(β2ν1 − β1ν2)−

− (A3 −A1)
[
ν1ν3ε

2(ν3) + (β3ν1 + β1ν3)ε(ν3)g(ν3) + β1β3g
2(ν3)

]
+

+ ν1ν3ε(ν3)(B3 −B1) + g(ν3)(β1B3ν3 − β3B1ν1)+

+ s1ν3 − s3ν1 + (C3 − C1)ν1ν3 = 0, (23)

λ′3(ν3)g(ν3)F (ν3) =

= −A3ε(ν3)g(ν3)(β2ν1 − β1ν2)+

+ g(ν3)
(
ν3ε

′(ν3) + β3g
′(ν3)

)
(β2ν1 − β1ν2)+

+ (A1 −A2)
[
ν1ν2ε

2(ν3) + (β2ν1 + β1ν2)ε(ν3)g(ν3) + β1β2g
2(ν3)

]
+

+ ν1ν2ε(ν3)(B2 −B1) + g(ν3)(β1B2ν2 − β2B1ν1)+

+ s1ν2 − s2ν1 + (C2 − C1)ν1ν2 = 0. (24)

При розв’язку (13) – (15) система (22) – (24) є системою трьох диференцiальних рiвнянь
щодо функцiй ε(ν3), g(ν3), λ3(ν3). Для приведення її до нормального вигляду подамо
рiвняння (22), (23) таким чином:

ν1(ν3)ε
′(ν3) + β1g

′(ν3) = G̃1(ν3, ε(ν3), g(ν3), λ3(ν3)),

ν2(ν3)ε
′(ν3) + β2g

′(ν3) = G̃2(ν3, ε(ν3), g(ν3), λ3(ν3)),
(25)
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де функцiї G̃1, G̃2 з причини складностi їхнього виразу тут не наводимо. Оскiльки β2ν1 −
−β1ν2 = ν̇3(t)/g(ν3) (див. третє рiвняння з (10)), то з системи (25) можна визначити похiднi

ε′(ν3) = L1(ν3, ε(ν3), g(ν3), λ3(ν3)),

g′(ν3) = L2(ν3, ε(ν3), g(ν3), λ3(ν3)).
(26)

Пiдставимо ε′(ν3), g′(ν3) у рiвняння (24):

λ′3(ν3) = L3(ν3, ε(ν3), g(ν3), λ3(ν3)). (27)

Таким чином, систему (22) – (24) привели до нормальної системи (26), (27), яка є неав-
тономною, i через це її iнтегрування— досить складна задача. Певне спрощення одержимо
у випадку, коли одна з функцiй ε(ν3), g(ν3) є сталою (на основi формули (9) рух гiростата
є напiврегулярною прецесiєю при ε(ν3) = ε0 першого типу або при g(ν3) = g0 — другого
типу [22]).

Зауваження. Рiвняння (26)можнаперетворити так,щоб вонинемiстилифункцiї λ3(ν3).
Для цього перший iнтеграл iз (5) у розв’язку (8), (13) – (15) запишемо так:

λ3(ν3) =
1

ν3

[
k − ε(ν3)

(
A1ν

2
1(ν3) +A2ν

2
2(ν3) +A3ν

2
3

)
− g(ν3)×

× (A1β1ν1(ν3) +A2β2ν2(ν3) +A3β3ν3) +
1

2

(
B1ν

2
1(ν3) +B2ν

2
2(ν3) +B3ν

2
3

)]
.

(28)

При пiдстановцi λ3(ν3) iз (28) у рiвняння (26) одержана система буде системою двох
диференцiальних рiвнянь щодо функцiй ε(ν3), g(ν3). Але при цьому пiдходi рiвняння (24)
не можна замiняти iнтегралом (28). Таку властивiсть можна проiлюструвати на такому
прикладi. Нехай параметри задачi пiдлягають обмеженням

s2 = 0, s1 = 0, A2 = A1, B2 = B1, C2 = C1. (29)

На основi (29) iз рiвняння (3) одержимо

λ3(ν3) = C1 −B1ν3 −A3(ν3ε(ν3) + β3g(ν3)), (30)

де C1 — довiльна стала. Очевидно, що функцiї (28) i (30) не спiвпадають, що доводить
сформульоване вище твердження.

Для подальшого розгляду рiвнянь (22) – (24) перетворимо рiвняння (22), (23), виклю-
чивши з них функцiю λ3(ν3) :

(ν1ε(ν3) + β1g(ν3))
{
ν2ν3bε2(ν3)(A2 −A3) + ε(ν3)(B3 −B2) + C3 − C2c−

−A1(ν1ε
′(ν3) + β1g

′(ν3))
√
F (ν3)+

+ ν2[β3ε(ν3)g(ν3)(A2 −A1 −A3)− β3B2g(ν3)− s3]+

+ ν3[β2ε(ν3)g(ν3)(A1 +A2 −A3)− β2B3g(ν3) + s2] + β2β3g
2(ν3)(A2 −A3)

}
+
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+ (ν2ε(ν3) + β2g(ν3))
{
ν1ν3

[
ε2(ν3)(A1 −A3) + ε(ν3)(B3 −B1) + C3 − C1

]
+

+A2(ν2ε
′(ν3) + β2g

′(ν3))
√
F (ν3)+

+ ν1[β3ε(ν3)g(ν3)(A1 −A3 −A2)− β3B1g(ν3)− s3]+

+ ν3[β1ε(ν3)g(ν3)(A1 +A2 −A3) + β1β3g(ν3) + s1] + β1β3g
2(ν3)(A1 −A3)

}
= 0. (31)

Рiвняння (24) подано у виглядi

[λ(ν3) +A3(ν3ε(ν3) + β3g(ν3))]
′g(ν3)

√
F (ν3)+

+ ν1ν2
[
ε2(ν3)(A2 −A1) + ε(ν3)(B1 −B2) + C1 − C2

]
−

− ν1{β2g(ν3)[ε(ν3)(A1 −A2) +B1]− s2}−

− ν2{β1g(ν3)[ε(ν3)(A1 −A2) +B2] + s1}+ β1β2g
2(ν3)(A2 −A1) = 0. (32)

Систему (31), (32) буде використано при подальшому розглядi випадку лiнiйних iнварiант-
них спiввiдношень щодо основних змiнних задачi.

Розглянемо випадок, коли виконуються умови (16), (18), (20). Для наглядностi запише-
мо їх у розгорнутому виглядi:

ω1 = ε0ν1 + β1g0, ω2 = ε0ν2 + β2g0, ω3 = ε0ν3 + β3g0,

ν1(ψ) = h0 + h1 cosψ + h2 sinψ, ν2(ψ) = r0 + r1 cosψ + r2 sinψ, ν3(ψ) = a0 + a2 sinψ,

(33)

де ψ = β0g0t. Пiдставимо значення (33) у рiвняння (31) i будемо вимагати, щоб рiвняння,
яке ми одержали, було тотожним по змiннiй ψ. Для цього подамо результат у виглядi

G0[(h1r2 + h2r1) cos 3ψ − (h2r2 − h1r1) sin 3ψ] + . . . = 0, (34)

де три крапки позначають члени, якi мiстять тригонометричнi функцiї аргументiв 2ψ, ψ i
вiльний член, а параметр G0 має значення

B2bε20(A2 −A1) + ε0(B1 −B2) + C1 − C2c = 0. (35)

Оскiльки за припущенням βi 6= 0, i = 1, 3, то з (19), (21) випливає, що параметри h1,
h2, r1, r2, a2 вiдмiннi вiд нуля.

Таким чином, iз рiвнянь (34), (35) встановимо першу умову на параметр ε0 :

ε20(A2 −A1) + ε0(B1 −B2) + C1 − C2 = 0. (36)

Рiвнiсть (36) дозволяє достатньо просто одержати остаточнi умови iснування розв’язку,
використовуючи рiвняння (32), яке запишемо в такому виглядi (використовуючи форму-
ли (18), (19)):

λ̇3(t) = (h1H1 + r1H2) cosβ0g0t+ (h2H1 + r2H2) sinβ0g0t+ (h0H1 + r0H2 +H0), (37)
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де

H1 = ε0g0β2(A1 −A2 −A3)−B1g0β2 − s2, H2 = ε0g0β1(A1 −A2 +A3) +B2g0β1 + s1,

H0 = g20β1β2(A1 −A2). (38)

Iз рiвняння (37) одержимо

λ3(ψ) = L1 sinψ + L2 cosψ + λ0, (39)

де λ0 — сталий параметр, а L1, L2 мають вигляд

L1 =
h1H1 + r1H2

β0g0
,

L2 =
h2H1 + r2H2

β0g0
. (40)

Iз аналiзу рiвняння (37) слiдує, що в ньому необхiдно покласти, що вiльний член рiвний
нулю, оскiльки в протилежному випадку функцiя λ3(t) буде необмеженою, що суперечить
умовi обмеженостi цiєї функцiї, яка витiкає з умов (22), (23) при ε(ν3) = ε0, g(ν3) = g0 i
обмеженостi функцiй νi(ν3), i = 1, 3 (див. формули (18), (20)).

Таким чином, друга умова iснування розв’язку (33), (34) має вигляд

h0H1 + r0H2 +H0 = 0. (41)

Розглянемо рiвняння (22), (23) з урахуванням рiвностi (36). Пiдставимо в них λ3(ψ) iз
(33), залишаючи для наочностi змiннi νi(ν3), i = 1, 3. Введемо позначення

G23 = C3 − C1 + ε20(A1 −A3) + ε0(B3 −B1), G0 = β2β3g
2
0(A2 −A3),

G2 = β3g0[ε0(A2 −A1 −A3)−B2]− s3, G3 = β2g0[ε0(A1 +A2 −A3) +B3] + s2,

R0 = β1β3g
2
0(A1 −A3), R1 = β3g0[ε0(A1 −A2 −A3)−B1]− s3,

R3 = β1g0[ε0(A1 +A2 −A3) +B3] + s1. (42)

Пiдставимо вирази (39) у рiвняння (22), (23):

−(L1 sinψ + L2 cosψ + λ0)(ε0ν2 + β2g0) +G23ν2ν3 +G2ν2 +G3ν3 +G0 = 0, (43)

−(L1 sinψ + L2 cosψ + λ0)(ε0ν1 + β1g0) +G23ν1ν3 +R1ν1 +R3ν3 +R0 = 0. (44)

Внесемо ν1(ψ), ν2(ψ), ν3(ψ) iз системи (33) у рiвняння (43), (44) i будемо вимагати, щоб
одержане рiвняння було тотожним по змiннiй ψ.

Розглянемо рiвностi нулю коефiцiєнтiв при функцiях sin 2ψ :

L2β3 = 0, a2G23 − ε0L1 = 0. (45)

Оскiльки β3 6= 0, то з рiвностi (45) маємо L1 = 0, що на основi (40), (38), (19) набуває
вигляду

β1β2g0[2ε0(A1 −A2) +B2 −B1] + s1β2 − s2β1 = 0. (46)
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Розглянемо другу рiвнiсть (45). Спочатку знайдемо значення L1 :

L1 =
γ0

β0g0x20

{
ε0g0

[
β22(A1 −A2 −A3)− β21(A1 −A2 +A3)

]
−

− g0
(
B1β

2
2 +B2β

2
1

)
− s1β1 − s2β2

}
. (47)

Використовуючи значення G23 iз системи (42) i L1 iз (47), одержуємо

x20g0(C3 − C1) + ε0g0
{
ε0bβ21(2A1 −A2) + β22A2c+B1β

2
2 +B2β

2
1

}
+ ε0(s1β1 + s2β2) = 0.

(48)

З умови (41), використовуючи рiвнiсть (46), маємо

A2 = A1. (49)

На основi (49) iз (46) отримуємо

β1β2g0(B2 −B1) + s1β2 − s2β1 = 0. (50)

Оскiльки L2 = 0, то функцiя (39) спрощується:

λ3(ψ) = L1 sinψ + λ0. (51)

Бiльш простий вигляд має i параметр L1 iз (47):

L1 = −
γ0

β0g0x20

[
ε0g0x

2
0A3 + g0

(
B1β

2
2 +B2β

2
1

)
+ s1β1 + s2β2

]
, (52)

а також рiвняння (48):

x20g0
(
C3 − C1 + ε20A1

)
+ ε0g0

(
B1β

2
2 +B2β

2
1

)
+ ε0(s1β1 + s2β2) = 0. (53)

Розпишемо рiвняння (43), (44) з розв’язком (18), (20), враховуючи функцiю (51) i умову
G23 =

ε0L1

a2
. Одержимо

λ0[(β2g0 + ε0r0) + ε0(r1 cosψ + r2 sinψ)] + β2g0L1 sinψ −

−
(
G2 +

a0ε0L1

a2

)
(r0 + r1 cosψ + r2 sinψ)−G3(a0 + a2 sinψ)−G0 = 0, (54)

λ0[(β1g0 + ε0h0) + ε0(h1 cosψ + h2 sinψ)] + β1g0L1 sinψ −

−
(
R1 +

a0ε0L1

a2

)
(h0 + h1 cosψ + h2 sinψ)−R3(a0 + a2 sinψ)−R0 = 0. (55)

Будемо вважати, що рiвняння (54), (55) є тотожностями по змiннiй ψ. Спочатку роз-
глянемо умови рiвностi нулю коефiцiєнтiв при cosψ :

λ0ε0 −
(
G2 +

a0ε0L1

a2

)
= 0, λ0ε0 −

(
R1 +

a0ε0L1

a2

)
= 0. (56)
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Вiднявши лiвi частини цих рiвнянь, побачимо, що G2 = R1, або на основi (42) й умови (49)
одержимо

B2 = B1. (57)

Тодi на основi (36), (49), (50), (57) отримаємо

C2 = C1,

s1β2 − s2β1 = 0. (58)

Таким чином, A = diag(A1, A1, A3), B = diag(B1, B1, B3), C = diag(C1, C1, C3).
Розглянемо рiвнiсть (58). Iз неї слiдує, що

s1 = d0β1, s2 = d0β2, (59)

де d0 —параметр, який має стале значення. Якщо взяти до уваги рiвнiсть (59), то вектори,
якi є проєкцiями векторiв β = (β1, β2, β3) i s = (s1, s2, s3) (s = (d0β1, d0β2, d0β3)) на
площину Oxy, колiнеарнi.

Таким чином, вектори β i s належать однiй площинi.
Перепишемо спiввiдношення (52), (53), вираз R1 iз системи (42) з урахуванням (49),

(57), (59):

L1 = −
γ0
β0g0

[g0(A3ε0 +B1) + d0], (60)

g0
(
ε20A1 +B1ε0 − C1 + C3

)
+ ε0d0 = 0, R1 = −β3g0(ε0A3 +B1)− s3. (61)

Iз другого рiвняння системи (56) знайдемо

λ0 = −
1

ε0g0γ0β20

{
g0γ0β

2
0 [s3 + β3g0(A3ε0 +B1)] + C0ε0β3[g0(A3ε0 +B1) + d0]

}
. (62)

При виконаннi рiвнянь (56) рiвняння (54), (55) спрощуються:

λ0β2g0 + β2g0L1 sinψ −G3(a0 + a2 sinψ)−G0 = 0,

λ0β1g0 + β1g0L1 sinψ −R3(a0 + a2 sinψ)−R0 = 0.

Iз рiвнянь (65) слiдує

β2g0L1 − a2G3 = 0, β2g0L1 − a2R3 = 0, (63)

λ0β2g0 − a0G3 −G0 = 0, λ0β1g0 − a0R3 −R0 = 0, (64)

де на основi одержаних ранiше умов i рiвностей iз (42) для G0, R0, G3, R3 маємо значення

G0 = β2β3g
2
0(A1 −A3), R0 = β1β3g

2
0(A1 −A3),

G3 = β2g0[B3 + ε0(2A1 −A3)] + s2, R3 = β1g0[B3 − ε0(2A1 −A3)] + s1.
(65)

Враховуючи позначення (65), iз рiвностей (63) знайдемо умову (58) i рiвнiсть

d0 = −
g0
2
(2ε0A1 +B1 +B3). (66)
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Iз рiвнянь (64) знову одержуємо умову (58) i значення параметра

λ0 =
1

g0x20
[a0(β2G3 + β1R3) + β2G0 + β1R0]. (67)

Беручи до уваги значення (65), iз рiвняння (67) знаходимо

λ0 =
β3

γ0g0β20

{
C0[g0(ε0(2A1 −A3) +B3) + d0] + γ0g

2
0β

2
0(A1 −A3)

}
. (68)

Виключимо з формул (62), (68) параметр λ0 :

s3 = −g0β3(A1ε0 +B1). (69)

При умовi (66), (69) значення λ0 спрощується:

λ0 = −
C0β3
2γ0β20

[2ε0(A3 −A1) +B1 −B3]. (70)

Таким чином, встановлено всi умови iснування розв’язку (16), (18) – (21) рiвнянь (1) –
(4). Обговоримо їхнi властивостi стосовно результатiв [17]. Перша властивiсть полягає в
тому, що завдяки (49) елiпсоїдом iнерцiї є елiпсоїд обертання A1(x

2 + y2) + A3z
2 = σ21.

Оскiльки B2 = B1, C2 = C1, то елiпсоїди B1

(
x2 + y2

)
+A3z

2 = σ22, C1

(
x2 + y2

)
+C3z

2 = σ23
також є елiпсоїдами обертання (σ1, σ2, σ3 — сталi параметри). На основi умови (12) на
параметр s3 в побудованому тут розв’язку s3 6= 0, а в розв’язку з [17] цей параметр дорiвнює
нулю. Умова (58) характерна для обох розв’язкiв. Проте в розв’язку з [17] вектор β лежить
у площинi рiвних моментiв iнерцiї, а в даному розв’язку вектори β i s знаходяться в
однiй площинi, але не лежать в екваторiальнiй площинi елiпсоїда iнерцiї. В побудованому
розв’язку параметр ε0 можна виразити через параметри B1, B3 i C1, C3. Дiйсно, якщо
пiдставити d0 iз (66) у рiвнiсть (61), то одержимо значення параметра ε0 :

ε0 =
2(C3 − C1)

B3 −B1
.

Рiвнiсть (66) можна розглядати для визначення параметра d0, параметр λ0 знаходимо iз
формули (70). Формулу (69) можна iнтерпретувати як рiвнiсть для знаходження параметра
C0, який мiстить iнварiантне спiввiдношення з (11). Функцiю (51) на основi (60), (66)
подамо у виглядi

λ3(ψ) = −
g0
2β0

[B1 −B3 + 2ε0(A3 −A1)] sinψ + λ0. (71)

Неважко впевнитися в тому, що якщо функцiю λ3(ψ) визначати iз iнтеграла моментiв
системи (5), то при певному виборi сталої k вона спiвпадає з функцiєю (71). Вiдмiтимо,
що параметр g0 можна вважати довiльним. Пiдставимо функцiю (71) у рiвняння (6), (7):

L(t) =
g20
a
[B3 −B1 − 2ε0(A3 −A1)] cos(g0β0t), (72)

g0
2β0

[B1 −B3 − 2ε0(A3 −A1)] sin(g0β0t) = D3(ω3(t) + ẋ(t)), (73)
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де
ω3(t) = ε0a2 sin(g0β0t) + β3g0.

Таким чином, рiвняння (72) використовується для визначення L(t), а рiвняння (73) —
для знаходження швидкостi ẋ(t) ротора, який несе гiростат.

Висновок. У статтi розглянуто умови iснування трьох iнварiантних спiввiдношень рiв-
нянь руху гiростата пiд дiєю потенцiальних i гiроскопiчних сил iз урахуванням змiнностi
гiростатичного моменту. Цi iнварiантнi спiввiдношення характеризують прецесiї загаль-
ного вигляду гiростата щодо вертикалi. Проведено редукцiю вихiдних рiвнянь до системи
трьох диференцiальних рiвнянь щодо функцiй ε(ν3), g(ν3), λ3(ν3). У випадку ε(ν3) = ε0,
g(ν3) = g0, де ε0 i g0 — сталi параметри, побудовано новий розв’язок рiвнянь класу
Кiрхгофа –Пуассона, який характеризується елементарними функцiями часу. Цей розв’я-
зок визначається умовами щодо параметрiв задачi, якi вiдрiзняються вiд вiдповiдних умов
розв’язку, наведеного в роботi [17], i є узагальненням розв’язку з [17].
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