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We consider the first boundary-value problem in a rectangular domain for an inhomogeneous third-order
equation with lower terms. The uniqueness of the solution of the stated problem is proved by the method
of energy integrals. The solution is presented in terms of the constructed Green’s function.
Розглянуто першу крайову задачу в прямокутнiй областi для неоднорiдного рiвняння третього
порядку з молодшими членами. Єдинiсть розв’язку поставленої задачi доведено методом iнтегралiв
енергiї. Розв’язок виписано через побудовану функцiю Грiна.

1. Вступ. Диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними третього порядку розгляда-
ють при розв’язаннi задач iз теорiї нелiнiйної акустики, в гiдродинамiчнiй теорiї космiчної
плазми та фiльтрацiї рiдини в пористих середовищах. Серед усiх рiвнянь третього порядку
особливе мiсце за специфiчним характером займають рiвняння з кратними характеристи-
ками. У роботi [1], враховуючи властивостi в’язкостi та теплопровiдностi газу, з системи
Нав’є –Стокса було отримано рiвняння третього порядку з кратними характеристиками,
що мiстить другу похiдну за часом:

uxxx + uyy −
ν

y
uy = uxuxx, ν = const.

Це рiвняння при ν = 1 описує осесиметричний потiк, а при ν = 0 — плоскопаралельний
потiк [2].

Першi результати щодо рiвняння третього порядку з кратними характеристиками отри-
мано в [3, 4]. У роботi [5] для рiвняння D2n+1

x u −D2
yu = 0 побудовано фундаментальний

розв’язок у виглядi подвiйного невласного iнтеграла та вивчено властивостi потенцiалу,
розв’язано крайовi задачi.

У роботах [6, 7] побудовано фундаментальнi розв’язки рiвняння третього порядку з
кратними характеристиками, що мiстять другi похiднi за часом, якi вираженi через виро-
дженi гiпергеометричнi функцiї, а також вивчено їхнi властивостi та знайдено оцiнки при
|t| → ∞.
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У роботах [8 – 12] розглянуто крайовi задачi рiвнянь третього порядку з кратними
характеристиками за допомогоюпобудовифункцiї Грiна. Також зазначимороботи [13 – 19],
в яких розглянуто крайовi задачi рiвнянь третього порядку.

2. Постановка задачi. В областi D = {(x, y) : 0 < x < p, 0 < y < q} розглянемо
рiвняння третього порядку, що має вигляд

L(u) = Uxxx − Uyy +A1Uxx +A2Ux +A3Uy +A4U = g1(x, y), (1)

де Ai = const ∈ R, p, q ∈ R, i = 1, 4, g1(x, y) — задана досить гладка функцiя.
Замiною U(x, y) = exp

(
−A1

3
x+

A3

2
y

)
u(x, y) рiвняння (1) можна звести до вигляду

uxxx − uyy + a1ux + a2u = g(x, y), (2)

де

a1 = −A
2
1

3
+A2, a2 =

2A3
1

27
+
A2

3

4
− A1A2

3
+A4,

g(x, y) = exp

(
A1

3
x− A3

2
y

)
g1(x, y).

Задача A1. Знайти функцiю u(x, y) з класу C3,2
x,y(D)∩C2,1

x,y

(
D
)
, що задовольняє рiвнян-

ня (2) i такi крайовi умови:

u(x, 0) = 0, u(x, q) = 0, 0 ≤ x ≤ p, (3)
u(p, y) = ψ2(y), ux(p, y) = ψ3(y), uxx(0, y) = ψ1(y), 0 ≤ y ≤ q, (4)

де ψi(y), i = 1, 3, g(x, y) — заданi функцiї, причому

ψi(0) = ψi(q) = ψ′′i (0) = ψ′′i (q) = 0, i = 1, 3, g(x, 0) = g(x, q) = 0. (5)

Зауважимо, що в роботах [8 – 11] розглянуто випадок a1 = a2 = 0.
3. Єдинiсть розв’язку.
Теорема 1. Якщо задача A1 має розв’язок, то при виконаннi умов a1 ≤ 0, a2 ≥ 0, вiн

єдиний.
Доведення. Припустимо протилежне: нехай задача A1 має два розв’язки u1(x, y) i

u2(x, y). Тодi функцiя u(x, y) = u1(x, y) − u2(x, y) задовольняє рiвняння (1) i однорiднi
крайовi умови. Доведемо, що u(x, y) ≡ 0 в D̄.

В областi D виконується тотожнiсть

uL[u] = uuxxx − uuyy + a1ux + a2u
2 = 0

або
∂

∂x

(
uuxx −

1

2
u2x +

1

2
a1u

2

)
− ∂

∂y
(uuy) + u2y + a2u

2 = 0.

Iнтегруючи цю тотожнiсть за областю D i враховуючи однорiднi крайовi умови, отри-
муємо

−1

2
a1

q∫
0

u2(0, y)dy +
1

2

q∫
0

u2x(0, y)dy +

p∫
0

q∫
0

u2ydxdy + a2

p∫
0

q∫
0

u2dxdy = 0.
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Якщо a1, a2 6= 0, то з четвертого доданка отримаємо u(x, y) ≡ 0 (x, y) ∈ D. Якщо
a1 = a2 = 0, то з третього доданка uy(x, y) = 0. Звiдси u(x, y) = f(x). Пiдставляючи

останнє спiввiдношення в рiвняння (2), маємо f ′′′(x) = 0. Тодi f(x) = C1
x2

2
+ C2x + C3.

Враховуючи крайовi умови (4), одержуємо f(x) = 0, звiдки u(x, y) ≡ 0.

Теорему 1 доведено.
Зауваження. Вiдмiтимо, що при порушеннi умов теореми 1, тобто a1 > 0, a2 < 0,

однорiдна задача A1 для однорiдного рiвняння (2) може мати нетривiальний розв’язок.
Наприклад, рiвняння

uxxx(x, y) +

(
(2k + 1)π

2p

)2

ux(x, y)−
(
πn

q

)2

u(x, y)− uyy(x, y) = 0

з однорiдними умовами (3) – (4) має нетривiальний розв’язок

u(x, y) =

(
1 + (−1)k+1 sin

(
(2k + 1)π

2p
x

))
sin

(
πn

q
y

)
, n, k ∈ Z.

4. Iснування розв’язку.
Теорема 2. Якщо виконуються такi умови:
1) ψi(y) ∈ C3[0, q], i = 1, 3;

2) ∂2g(x, y)

∂x∂y
∈ C[0, q], 0 ≤ x ≤ p;

3) 0 ≤ C <
λ21

Kp(1 + λ1)
,

то розв’язок задачi A1 iснує. Тут

C = max{|a1|, |a2|}, λ1 =
3

√(
π

q

)2

,

K =
16

3

(
1− exp

(
−2
√

3π

3

))−1
.

Доведення теореми 2. Розглянемо задачу Штурма –ЛiувiлляY
′′(y) + λ3Y (y) = 0,

Y (0) = Y (q) = 0.
(6)

Вiдомо [20], що нетривiальний розв’язок задачi (6) iснує тiльки при

λ3n =

(
πn

q

)2

, n = 1, 2, 3, . . . .

Цi числа є власними значеннями задачi (6), а вiдповiднi їм власнi функцiї мають вигляд:

Yn(y) =

√
2

q
sin

(
πn

q
y

)
, n = 1, 2, 3, . . . .

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2022, т. 25, № 2-3



164 Ю. П. АПАКОВ, Р. А. УМАРОВ

Розкладемо g(x, y) в ряд Фур’є по {Yn(y)} :

g(x, y) =

√
2

q

∞∑
n=1

gn(x) sin

(
πn

q
y

)
,

де gn(x) =

√
2

q

∫ q

0
g(x, η) sin

(
πn

q
η

)
dη. Iнтегруємофункцiю gn(x) частинами i, враховуючи

умови (5), маємо оцiнку

|gn(x)| ≤M |ḡn(x)|
n

, (7)

де

M =
q

π
, ḡn(x) =

√
2

q

q∫
0

gη(x, η) cos
πn

q
η dη.

Надалi для всiх знайдених вiдомих додатних сталих введемо позначення однiєю бук-
вою M.

Розв’язок задачi A1 шукаємо у виглядi

u(x, y) =
∞∑
n=1

Xn(x) sin

(
πn

q
y

)
. (8)

Пiдставляючи (8) у рiвняння (2), враховуючи граничнi умови (4), отримуємо таку задачу:X
′′′
n + a1X

′
n + a2Xn + λ3nXn = gn(x),

X ′′n(0) = ψ1n, Xn(p) = ψ2n, X ′n(p) = ψ3n,
(9)

де

ψin =

√
2

q

q∫
0

ψi(η) sin

(
πn

q
η

)
dη, i = 1, 3.

Враховуючи умову (5) та iнтегруючи частинами тричi, знаходимо оцiнку

|ψin| ≤
( q
π

)3 |Ψin|
n3

, i = 1, 3, (10)

де

Ψin =

√
2

q

q∫
0

ψ′′′i (η) cos
πn

q
ηdη.

За допомогою замiни

Vn(x) = Xn(x)− ρn(x) (11)

змiнимо межовi умови в однорiднi.
Функцiя ρ(x) має вигляд

ρn(x) = ψ2n − ψ3np+
ψ1n

2
p2 + (ψ3n − ψ1np)x+

ψ1n

2
x2. (12)
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Пiдставляючи (12), (11) у (9), отримаємо задачуV
′′′ + λ3nV = λ3nfn(x)− a1V ′ − a2V,

V ′′(0) = V (p) = V ′(p) = 0,
(13)

де

fn(x) =

(
a1p− a1x+ a2px

λ3n
− a2p

2 + a2x
2

2λ3n
− p2 + x2

2
+ px

)
ψ1n−

−
(
a2
λ3n

+ 1

)
ψ2n +

(
a2p− a1 − a2x

λ3n
+ p− x

)
ψ3n +

gn(x)

λ3n
.

З fn(x) , враховуючи, що λ3n =

(
πn

q

)2

, i оцiнки (7), (10), маємо

|fn(x)| ≤M |ψ1n|+M |ψ2n|+M |ψ3n|+M
ḡn(x)

nλ3n
≤

≤M
(
|Ψ1n|
n3

+
|Ψ2n|
n3

+
|Ψ3n|
n3

+
ḡn(x)

n3

)
≤

≤ M

n3
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|+ |Ψ3n|+ |ḡn(x)|).

Аналогiчно отримаємо такi оцiнки:

|fn(x)| ≤ M

n3
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|+ |Ψ3n|+ |ḡn(x)|),

|fn(0)| ≤ M

n3
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|+ |Ψ3n|+ |ḡn(0)|),

|fn(p)| ≤ M

n3
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|+ |Ψ3n|+ |ḡn(p)|),

|f ′n(x)| ≤ M

n3
(
|Ψ1n|+ |Ψ2n|+ |Ψ3n|+

∣∣ḡ′n(x)
∣∣).

(14)

Згiдно з теоремою Гiльберта розв’язок задачi (13) шукаємо таким чином:

Vn(x) = λ3n

p∫
0

Gn(x, ξ)fn(ξ) dξ − a1

p∫
0

Gn(x, ξ)V ′n(ξ) dξ − a2

p∫
0

Gn(x, ξ)Vn(ξ) dξ, (15)

де Gn(x, ξ) — функцiя Грiна задачi (13), яка має властивостi

∂3Gn(x, ξ)

∂x3
+ λ3nGn(x, ξ) = 0,

G1nxx(0, ξ) = G2n(p, ξ) = G2nx(p, ξ) = 0, (16)
G2n(ξ, ξ)−G1n(ξ, ξ) = 0,

G2nx(ξ, ξ)−G1nx(ξ, ξ) = 0, (17)
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G2nxx(ξ, ξ)−G1nxx(ξ, ξ) = 1.

Побудуємо функцiю Грiна. Оскiльки лiнiйно незалежнi розв’язки рiвняння X ′′′n +
+λ3nXn = 0 мають вигляд

X1(x) = e−λnx, X2(x) = e
λn
2
x cosβnx, X3(x) = e

λn
2
x sinβnx, βn =

√
3

2
λn,

подамо шукану функцiю Грiна у виглядi

Gn(x, ξ) =

a1e
−λnx + a2e

λn
2
x cosβnx+ a3e

λn
2
x sinβnx, 0 ≤ x ≤ ξ,

b1e
−λnx + b2e

λn
2
x cosβnx+ b3e

λn
2
x sinβnx, ξ ≤ x ≤ p,

(18)

де a1, a2, a3, b1, b2, b3 — поки що невiдомi функцiї вiд ξ. З властивостi (17) функцiї
Грiна, поклавши ck(ξ) = bk(ξ)− ak(ξ), k = 1, 2, 3, отримаємо систему лiнiйних рiвнянь для
знаходження функцiй ck(ξ) :

c1e
−λnξ + c2e

λn
2
ξ cosβnξ + c3e

λn
2
ξ sinβnξ = 0,

−c1e−λnξ + c2e
λn
2
ξ cos

(
βnξ +

π

3

)
+ c3e

λn
2
ξ sin

(
βnξ +

π

3

)
= 0,

c1e
−λnξ + c2e

λn
2
ξ cos

(
βnξ +

2π

3

)
+ c3e

λn
2
ξ sin

(
βnξ +

2π

3

)
=

1

λ2n
.

Визначник цiєї системи дорiвнює значенню визначника Вронського W
(
X1, X2, X3

)
у

точцi x = ξ, а тому вiдмiнний вiд нуля i дорiвнює W
(
X1, X2, X3

)
=

3
√

3

2
. Вирахувавши

∆ci, i = 1, 2, 3, знаходимо

c1(ξ) =
eλnξ

3λ2n
, c2(ξ) = −

2e−
λn
2
ξ sin

(
βnξ +

π

6

)
3λ2n

, c3(ξ) =
2e−

λn
2
ξ cos

(
βnξ +

π

6

)
3λ2n

.

Далi скористаємося властивiстю (16) функцiї Грiна; в нашому випадку цi спiввiдношення
набувають вигляду

2b1 − b2 +
√

3b3 =
2

3λn
2

(
eλnξ + 2e−

λn
2
ξ cos

(√
3

2
λnξ

))
,

b1e
−λnp + b2e

λn
2
p cos

√
3

2
λnp+ b3e

λn
2
p sin

√
3

2
λnp = 0,

−b1e−λnp + b2e
λn
2
p cos

(√
3

2
λnp+

π

3

)
+ b3e

λn
2
p sin

(√
3

2
λnp+

π

3

)
= 0.

Вiдповiдно до лiнiйної незалежностi X ′′1 (0), X ′2(p), X
′
3(p) визначник цiєї системи вiдмiн-

ний вiд нуля i дорiвнює

∆ =
√

3eλnp

(
1 + 2e

−3λn
2

p cos

(√
3

2
λn p

))
6= 0.
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Вирахувавши ∆bi, i = 1, 2, 3, знаходимо

b1 =
eλnp√
3λ2n∆

(
eλnξ + 2e−

λn
2
ξ cos

(√
3

2
λn ξ

))
,

b2 = − 2e−
λn
2
p

√
3λ2n∆

(
eλnξ + 2e−

λn
2
ξ cos

(√
3

2
λn ξ

))
sin

(√
3

2
λnp+

π

6

)
,

b3 =
e−

λn
2
p

√
3λ2n∆

(
eλnξ + 2e−

λn
2
ξ cos

(√
3

2
λn ξ

))
cos

(√
3

2
λn p+

π

6

)
.

Враховуючи ak(ξ) = bk(ξ)− ck(ξ), k = 1, 2, 3, знаходимо ak, k = 1, 2, 3 :

a1 =
2√

3λ2n∆

(
eλn(p− ξ2) cos

(√
3

2
λnξ

)
− eλn(ξ− p2 ) cos

(√
3

2
λnp

))
,

a2 =
2√

3λ2n∆


e−λn( ξ2−p)

(
1 + 2e

−3λn
2

p cos

(√
3

2
λnp

))
sin

(√
3

2
λn ξ +

π

6

)
−

−e−λn( p2−ξ)

(
1 + 2e−

3λn
2
ξ cos

(√
3

2
λnξ

))
sin

(√
3

2
λnp+

π

6

)
,

a3 =
2√

3λ2n∆


e−λn( p2−ξ)

(
1 + 2e−

3λn
2
ξ cos

(√
3

2
λnξ

))
cos

(√
3

2
λnp+

π

6

)
−

−e−λn( ξ2−p)

(
1 + 2e

−3λn
2

p cos

(√
3

2
λnp

))
cos

(√
3

2
λnξ +

π

6

)
.

Поставляючи знайденi значення в (18), отримаємо функцiю

Gn(x, ξ)

у виглядi

Gn(x, ξ) =

G1n(x, ξ), 0 ≤ x < ξ,

G2n(x, ξ), ξ < x ≤ p.
(19)

Тут

G1n(x, ξ) =
1

∆

(
e−λnx

(
2eλn(p− ξ2) cos

(√
3

2
λnξ

)
− 2eλn(ξ− p2 ) cos

(√
3

2
λnp

))
−

− 2e−
λn
2
(p−x)

(
eλnξ + 2e−

λn
2
ξ cos

(√
3

2
λnξ

))
sin

(√
3

2
λn(p− x) +

π

6

)
+

+ 2eλn(x2−
ξ
2)

(
eλnp + 2e

−λn
2
p cos

(√
3

2
λnp

))
sin

(√
3

2
λn(ξ − x) +

π

6

))
,
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G2n(x, ξ) =
1

∆

(
eλnξ + 2e−

λn
2
ξ cos

(√
3

2
λnξ

))
×

×

(
eλn(p−x) − 2e−

λn
2
(p−x) sin

(√
3

2
λn(p− x) +

π

6

))
,

∆ = 3λn
2eλnp

(
1 + 2e

−3λn
2

p cos

(√
3

2
λnp

))
.

Легко можна переконатися, що функцiя, визначена формулою (19), має всi властивостi,
сформульованi при визначеннi функцiї Грiна.

Оцiнка Gn(xξ) має вигляд

|Gn(x, ξ)| ≤ K

λ2n
,

∣∣∣∣∂Gn(x, ξ)

∂ξ

∣∣∣∣ ≤ K

λn
.

Iнтегруючи частинами другий iнтеграл в (15), маємо

Vn(x) = λ3n

p∫
0

Gn(x, ξ)fn(ξ)dξ +

p∫
0

(
a1
∂Gn(x, ξ)

∂ξ
− a2Gn(x, ξ)

)
Vn(ξ)dξ. (20)

Для зручностi введемо позначення

V0n(x) = λ3n

p∫
0

Gn(x, ξ)fn(ξ) dξ,

Ḡn(x, ξ) = a1
∂Gn(x, ξ)

∂ξ
− a2Gn(x, ξ).

(21)

Тодi (21) набуває вигляду

Vn(x) = V0n(x) +

p∫
0

Ḡn(x, ξ)Vn(ξ)dξ. (22)

Використовуючи рiвнiсть (22), маємо оцiнку для Ḡn(xξ) у виглядi∣∣Ḡn∣∣ ≤ |a1|∣∣∣∣∂Gn(x, ξ)

∂ξ

∣∣∣∣+ |a2| |Gn| ≤
(

1

λn
+

1

λ2n

)
KC.

Рiвняння (23) є iнтегральним рiвняннямФредгольма другого роду. Запишемо розв’язок (23)
за допомогою резольвенти у виглядi

Vn(x) = V0n(x) +

p∫
0

Rn(x, ξ)V0n(ξ)dξ,

де

Rn(x, ξ) = Ḡn(x, ξ) +
∞∑
m=1

Ḡmn(x, ξ); (23)
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Ḡmn(x, ξ) =

p∫
0

Ḡn(x, s)Ḡ(m−1)n(s, ξ)ds, m = 1, 2, . . . , Ḡ0n(x, ξ) = Ḡn(x, s).

Наступнi спiввiдношення виконуються для функцiй Gn(x, ξ), Ḡn(x, ξ) :

Gnxx(x, x− 0)−Gnxx(x, x+ 0) = 1,

Gnξξ(x, x− 0)−Gnξξ(x, x+ 0) = 1,

Gnxξ(x, x− 0)−Gnxξ(x, x+ 0) = −1,

(24)

Ḡn(x, x− 0)− Ḡn(x, x+ 0) = 0,

Ḡnx(x, x− 0)− Ḡnx(x, x+ 0) = −a1,

Ḡnxx(x, x− 0)− Ḡnxx(x, x+ 0) = −a2,

Ḡnxxx(x, x− 0)− Ḡnxxx(x, x+ 0) = 0.

(25)

Оцiнимо розв’язок (24). З рiвностi

Rn(x, ξ) = Ḡ0n(x, ξ) + Ḡ1n(x, ξ) + Ḡ2n(x, ξ) + . . .+ Ḡmn(x, ξ) + . . .

знайдемо оцiнку

|Rn(x, ξ)| ≤
∣∣Ḡ0n(x, ξ)

∣∣+
∣∣Ḡ1n(x, ξ)

∣∣+
∣∣Ḡ2n(x, ξ)

∣∣+ . . .+
∣∣Ḡmn(x, ξ)

∣∣+ . . . .

Для правої частини цiєї нерiвностi складемо мажоруючий ряд. Ввiвши позначення

J =

(
1

λ1
+

1

λ21

)
KC,

одержимо ∣∣Ḡ1n(x, ξ)
∣∣ ≤ ∣∣Ḡn(x, ξ)

∣∣ ≤ KC( 1

λn
+

1

λ2n

)
≤ J,

∣∣Ḡ2n(x, ξ)
∣∣ ≤ p∫

0

∣∣Ḡ1n(x, s)
∣∣∣∣Ḡ1n(s, ξ)

∣∣ds ≤ J2p,

∣∣Ḡ3n(x, ξ)
∣∣ ≤ p∫

0

∣∣Ḡ1n(x, s)
∣∣∣∣Ḡ2n(s, ξ)

∣∣ds ≤ J3p2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∣∣Ḡmn(x, ξ)
∣∣ ≤ p∫

0

∣∣Ḡ1n(x, s)
∣∣∣∣Ḡ(m−1)n(s, ξ)

∣∣ds ≤ Jmpm−1, i = 2, 3, . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Тодi мажоруючий ряд має вигляд
1

p

∞∑
m=1

(Jp)m.
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Якщо виконується нерiвнiсть Jp < 1, то цей ряд є нескiнченно спадною геометричною
прогресiєю. Тодi повинно виконуватися спiввiдношення(

1

λ1
+

1

λ21

)
KC <

1

p
.

Звiдси маємо
λ21

p(λ1 + 1)
> KC.

Iснує низка значень чисел p, q, якi задовольняють цю нерiвнiсть. Наприклад, якщо
p = 1, q = 1, то маємо KC < 2,38.

У цьому випадку резольвента рiвномiрно збiгається i її оцiнка має вигляд

|R(x, ξ)| ≤ J

1− Jp
≤M. (26)

Пiдставляючи Gn(xξ) = − 1

λ3n
Gnξξξ(xξ) у V0n(x) та iнтегруючи, маємо

V0n(x) = −fn(x) + fn(0)G2nξξ(x, 0)− fn(p)G1nξξ(x, p) +

p∫
0

Gnξξ(x, ξ)f
′
n(ξ)dξ.

Враховуючи оцiнку (14) i

|G2nξξ(x, 0)| ≤ K, |G1nξξ(x, p)| ≤ K, |G1nξξ(x, ξ)| ≤ K,

одержуємо

|V0n(x)| ≤ M

n3
(
|Ψ1n|+ |Ψ2n|+ |Ψ3n|+ |ḡn(x)|+ |ḡn(0)|+ |ḡn(p)|+

∣∣ḡ′n(x)
∣∣). (27)

З (26) i (27) отримуємо оцiнку

|Vn(x)| ≤ |V0n(x)|+
p∫

0

|R(x, ξ)||V0n(ξ)|dξ ≤

≤
2 max

(
M,M2

)
n3

(
3∑
i=1

|Ψin|+ |ḡn(x)|+ |ḡn(0)|+ |ḡn(p)|+
∣∣ḡ′n(x)

∣∣).
Згiдно з (8) i (11) розв’язок задачi A1 має вигляд

u(x, y) =

∞∑
n=1

(Vn(x) + ρn(x)) sin

(
πn

q
y

)
.

Перевiримо цей розв’язок на збiжнiсть. Враховуючи оцiнку

|ρn(x)| ≤ M

n3
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|+ |Ψ3n|),
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маємо

|u(x, y)| ≤
∞∑
n=1

(|Vn(x)|+ |ρn(x)|) ≤

≤M
∞∑
n=1

1

n3

(
3∑
i=1

|Ψin|+ |ḡn(x)|+ |ḡn(0)|+ |ḡn(p)|+
∣∣ḡ′n(x)

∣∣).
Покажемо збiжнiсть uxxx(x, y). Пiсля деяких обчислень, враховуючи (24), (25), знахо-

димо

V ′′′n(x) = λ3nfn(x)− a1

V ′0n(x) +

p∫
0

Rnx(x, ξ)V0n(ξ)dξ

−
− a2

V0n(x) +

p∫
0

Rn(x, ξ)V0n(ξ)dξ

− λ3n
V0n(x) +

p∫
0

Rn(x, ξ)V0n(ξ)dξ

,
де

V0n(x) = fn(x)−Gnξξ(x, 0)fn(0) +Gnξξ(x, p)fn(p)−
p∫

0

Gnξξ(x, ξ)f
′
n(ξ)dξ,

V ′0n(x) = −Gnξξx(x, 0)fn(0) +Gnξξx(x, p)fn(p)−
p∫

0

Gnξξx(x, ξ)f ′n(ξ)dξ.

Використовуючи оцiнку (27) i властивостi функцiї Грiна, одержуємо∣∣V ′0n(x)
∣∣ ≤ M

n
7
3

(
|Ψ1n|+ |Ψ2n|+ |Ψ3n|+ |ḡn(x)|+ |ḡn(0)|+ |ḡn(p)|+

∣∣ḡ′n(x)
∣∣),

|Rnx(x, ξ)| ≤ n
2
3 M.

Звiдси

∣∣V ′′′n(x)
∣∣ ≤ 2 max

(
M,M2

)
n

(
3∑
i=1

|Ψin|+ |ḡn(x)|+ |ḡn(0)|+ |ḡn(p)|+
∣∣ḡ′n(x)

∣∣).
Тодi маємо

|uxxx(x, y)| ≤ 2 max
(
M,M2

) ∞∑
n=1

1

n

(
3∑
i=1

|Ψin|+ |ḡn(x)|+ |ḡn(0)|+ |ḡn(p)|+
∣∣ḡ′n(x)

∣∣).
Використовуючи нерiвностi Кошi – Буняковського i Бесселя, отримуємо

|uxxx(x, y)| ≤ 2 max
(
M,M2

)√√√√ ∞∑
n=1

|Ψ1n|2 +

√√√√ ∞∑
n=1

|Ψ2n|2 +

√√√√ ∞∑
n=1

|Ψ3n|2+
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+

√√√√ ∞∑
n=1

|ḡn(x)|2 +

√√√√ ∞∑
n=1

|ḡn(0)|2 +

√√√√ ∞∑
n=1

|ḡn(p)|2 +

√√√√ ∞∑
n=1

|ḡ′n(x)|2
×

×

√√√√ ∞∑
n=1

1

n2
≤M2

√
π2

3q

(∥∥ψ1
′′′∥∥

L2(0,q)
+
∥∥ψ2

′′′∥∥
L2(0,q)

+
∥∥ψ3

′′′∥∥
L2(0,q)

+

+ ‖gy(x)‖L2(0,q)
+ ‖gy(0)‖L2(0,q)

+ ‖gy(p)‖L2(0,q)
+ ‖gxy(x)‖L2(0,q)

)
<∞,

де
∞∑
n=1

|Ψin|2 ≤
∥∥ψ′′′i ∥∥2L2(0,q)

, i = 1, 3,

∞∑
n=1

|ḡn(x)|2 ≤ ‖gy(x)‖2L2(0,q)
,

∞∑
n=1

∣∣ḡ′n(x)
∣∣2 ≤ ‖gxy(x)‖2L2(0,q)

,
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

Враховуючи нерiвнiсть

|uyy(x, y)| ≤ |uxxx(x, y)|+ |a1| |ux(x, y)|+ |a2||u(x, y)|,

можна прийти до висновку, що й uyy теж збiгається.
Iз розв’язку задачi (13) отримаємо розв’язок задачi A1 у явному виглядi

u(x, y) =

p∫
0

q∫
0

g(ξ, η)K(x, ξ; y, η) dη dξ + ρ(x, y),

де

K(x, ξ; y, η) =
2

q

∞∑
n=1

Gn(x, ξ) sin

(
πn

q
y

)
sin

(
πn

q
η

)
+

+
2

q

∞∑
n=1

sin

(
πn

q
y

) p∫
0

Rn(x, s)Gn(x, ξ) sin

(
πn

q
η

)
ds,

ρ(x, y) =

√
2

q

∞∑
n=1

p∫
0

Gn(x, ξ) sin

(
πn

q
y

)
f̄n(ξ) dξ+

+

√
2

q

∞∑
n=1

sin

(
πn

q
y

) p∫
0

Rn(x, ξ)

p∫
0

Gn(x, s)f̄n(s) ds dξ

+

+

√
2

q

∞∑
n=1

(
ψ2n − ψ3np+

ψ1n

2
p2 + (ψ3n − ψ1np)x+

ψ1n

2
x2
)

sin

(
πn

q
y

)
,
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f̄n(x) =

(
a1(p− x)− (p− x)2

2
a2 − λ3n

(p+ x)2

2

)
ψ1n−

−
(
a2 + λ3n

)
ψ2n +

(
a2(p− x)− a1 + λ3n(p− x)

)
ψ3n.

Теорему 2 доведено.
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