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The noncritical case for linear boundary-value problems for systems of integro-differential equations is
considered. We establish the existence conditions and the structure of solutions of the weakly perturbed
boundary-value problem for these systems in the resonance case. By using the theory of orthoprojectors
and pseudoinverse matrices in the Moore–Penrose sense, we investigate the sufficient condition for the
existence of solutions of these problems.

Розглянуто некритичний випадок для лiнiйних крайових задач для систем iнтегро-диференцiальних
рiвнянь. Встановлено умови iснування та структуру розв’язкiв слабко збуреної крайової задачi для
таких систем у резонансному випадку. За допомогою теорiї ортопроєкторiв i псевдообернених за
Муром –Пенроузом матриць дослiджено достатню умову iснування розв’язкiв таких задач.

У рiзних прикладних науках з’являються математичнi моделi процесiв, описанi системами
алгебраїчних й iнтегро-диференцiальних рiвнянь. Велику кiлькiсть таких математичних
моделей описують системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз рiзного типу збуреннями
чи нелiнiйностями. Вiдомо, що деякi задачi оптимального керування, лiнiйного програ-
мування, економiки, теорiї пружностi, гiдродинамiки, хiмiчної та бiологiчної кiнетики
тощо моделюються такими операторними рiвняннями. При дослiдженнi розв’язностi рiз-
них типiв функцiонально-диференцiальних рiвнянь i крайових задач для них у останнi
десятилiття широко застосовується теорiя узагальнено-обернених операторiв [1 – 4]. Такий
пiдхiд дозволяє, з урахуванням специфiки кожної конкретної проблеми, застосовувати для
її розв’язання всi переваги “операторної теорiї”. Теорiя узагальнено-обернених нетерових
операторiв широко застосовується в евклiдових просторах [2] i топологiчно нетерових [5],
n-, d-нормальних [6], iнтегральних операторiв [7] — у банахових просторах. Специфiка
дослiдження розв’язностi та побудови розв’язкiв iнтегро-диференцiальних рiвнянь полягає
в тому, що iнтегро-диференцiальний оператор не має оберненого оператора. Такi рiвняння
в евклiдових просторах розглядалися в роботах [7 – 10] та iн.

У цiй статтi розглянуто застосування теорiї узагальнено-обернених операторiв для до-
слiдження лiнiйних крайових задач для систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь у некри-
тичному випадку, а також слабко збурену лiнiйну крайову задачу для таких рiвнянь у
резонансному випадку.

*Виконано за фiнансової пiдтримки Нацiонального фонду дослiджень України (проєкт 2020.02/0089,
2021 р.).
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1. Крайова задача для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз виродженим ядром. Розгля-
немо крайову задачу для систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз виродженим ядром

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds = f(t), (1)

`x(·) = α. (2)

Будемо використовувати припущення i позначення з [2, 7], де: A(t), B(t),Φ(t) — (m×n),
(m×n), (n×m)-вимiрнi матрицi вiдповiдно, компоненти яких належать простору L2[a, b] ;
вектор-стовпцi матрицi Φ(t) лiнiйно-незалежнi на [a, b], f(t) — n-вимiрна вектор-функцiя
з L2[a, b]; ` = col(`1, `2, . . . , `q) — лiнiйний обмежений q -вимiрний векторний функцiонал,
α = col(α1, α2, . . . , αq) ∈ Rq.

Розв’язок x(t) крайової задачi (1), (2) шукаємо у класi вектор-функцiй x(t) ∈ D2([a, b],
ẋ(t) ∈ L2[a, b], t ∈ [a, b]. Дотримуючись ранiше введеної [2] класифiкацiї крайових задач,
сформулюємо таке означення.

Означення. Крайовi задачi (1), (2), для яких вiдповiднi їм лiнiйнi однорiднi крайовi задачi

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)]ds = 0, (3)

`x(·) = 0 (4)

не мають (мають) нетривiальних розв’язкiв, називаються некритичними (критичними).
Таким чином, випадки крайових задач, для яких виконується одна з умов rankQ =

= q або rankQ < q є, вiдповiдно, некритичними або критичними; Q — (q × r1)-вимiрна
матриця, отримана пiдстановкою у крайову умову нормальної фундаментальної матрицi
X(t) = X(t, a), X(a) = E системи Q = `X(·).

Коли розглядаємо некритичний випадок, тобто rankQ = n2 = q, то rankPQ = q −
− rankQ = 0, отже, PQ = 0. Це доводить справедливiсть такого твердження.

Теорема 1. Якщо rankQ = n2 = q, то однорiдна крайова задача (3), (4) має лише тривi-
альний розв’язок.

Неоднорiдна iмпульсна крайова задача (1), (2) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли f(t) ∈
∈ L2[a, b], α ∈ Rq задовольняють умову

PD∗
d1
b̃ = 0, PQ∗

d2
{α− `F (·)} = 0,

де d1 = m− n1, d = q − r1, r1 = m+ n− n1, n1 = rankD, i при цьому має єдиний розв’язок

x(t) = Ψ0(t)PDr1
Q+(α− `F (·)) + F (t),

визначений у класi вектор-функцiй x(t) ∈ D2([a, b]), ẋ(t) ∈ L2[a, b], t ∈ [a, b].
Тут

D =

Im − b∫
a

[A(s)Ψ(s) +B(s)Φ(s)]ds, −
b∫

a

A(s)ds


— (m× (m+ n))-вимiрна матриця [11];
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Ψ(t) =

t∫
a

Φ(s)ds, Ψ0(t) = [Ψ(t), In],

F (t) = f̃(t) + Ψ0(t)D
+b̃,

b̃ =

b∫
a

[
A(s)f̃(s) +B(s)f(s)

]
ds,

Xr1(t) = Ψ0(t)PDr1
— (n× r1)-вимiрна матриця; Q = `Xr1(·) — (p× r1)-вимiрна матриця;

PD, PD∗ — ((m + n) × (m + n))-, (m × m)-вимiрнi матрицi, ортопроєктори, якi дiють з
Rm+n, Rm у ядро та коядро матрицi D вiдповiдно. Матриця PDr1

(
PD∗

d1

)
складається з

повної системи r1 (d1 ) лiнiйно незалежних стовпчикiв (рядкiв) матрицi PD (PD∗).Матрицi
PQ, PQ∗ — (r1 × r1)-, (p × p)-вимiрнi ортопроєктори, якi переводять простори Rr1 , Rp у
ядро та коядро матрицi Q вiдповiдно. Матриця PQr2

(
PQ∗

d2

)
складається з повної системи

r2 (d2) лiнiйно незалежних стовпчикiв (рядкiв) матрицi PQ(PQ∗).
2. Слабко збурена крайова задача для системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз малим

лiнiйним збуренням у резонансному випадку. На вiдмiну вiд крайових задач для систем
звичайних диференцiальних рiвнянь специфiка розгляду вiдповiдних задач для iнтегро-
диференцiальних систем полягає у тому, як зазначалося вище, що їхня лiнiйна частина
є оператором, який не має оберненого. Цей факт суттєво ускладнює дослiдження таких
операторних рiвнянь i крайових задач для них i призводить до того, що розв’язок крайової
задачi для таких систем складається з умов розв’язностi як самої операторної системи, так
i крайової задачi для неї.

Для дослiдження iснування розв’язкiв таких задач, як буде показано далi, можна вико-
ристати апарат теорiї псевдообернених матриць i операторiв, розвинений у роботах [9 – 11].

Зокрема, в [12] встановлено достатню умову iснування розв’язку слабко збуреної кра-
йової задачi для систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь у виглядi частини ряду Лорана
з k ≥ −1. Якщо ж ця умова не виконується, то розв’язку вiдповiдної крайової задачi у
такому виглядi не iснує; покажемо, що вiн може iснувати у виглядi частини ряду Лорана з
k ≥ −2.

Такимчином, розглянемокрайову задачу для лiнiйної системи iнтегро-диференцiальних
рiвнянь iз малим параметром ε :

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)]ds = f(t) + ε

b∫
a

[K(t, s)x(s) +K1(t, s)ẋ(s)]ds, (5)

`x(·, ε) = α+ ε`1x(·, ε) ∈ Rq. (6)

Будемо шукати структуру множини розв’язкiв цiєї задачi у просторi D2[a, b] n-вимiрних
абсолютно неперервних диференцiйовних вектор-функцiй

x = x(t, ε) : x(·, ε) ∈ D2[a, b], ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C(0, ε0].

Тут A(t), B(t), Φ(t), f(t), `, `1, α були описанi вище, K(t, s), K1(t, s) — (n× n)-вимiрнi
матрицi, складовi яких визначенi у просторi iнтегровних на вiдрiзку функцiй L2[a, b].
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З’ясуємо умови бiфуркацiї розв’язку нетерової (n 6= q ) крайової задачi (5), (6).
Розглянемо породжуючу (при ε = 0) крайову задачу (1), (2) i припустимо, що вона неро-

зв’язна при будь-яких неоднорiдностях f(t) ∈ L2[a, b] i α ∈ Rq. Тобто критерiй розв’язностi
[11] для крайової задачi (1), (2) не виконується i мають мiсце такi нерiвностi:

PD∗
d1
b̃ 6= 0, PQ∗

d2
(α− `F (·)) 6= 0,

d1 = m− rankD, d2 = q − rankQ.

I, бiльш того, достатня умова [12] розв’язностi слабко збуреної крайової задачi (5), (6), теж
не виконується, тодi розв’язку x = x(t, ε) крайової задачi (5), (6) у виглядi частини ряду
Лорана

x(t, ε) =
∞∑

k=−1
εkxk(t, ck)

не iснує.
Тут матриця B0 — ((d1 + d2) × r2)-вимiрна, вiдома [9], будується по компонентах

крайової задачi (5), (6) i має вигляд

B0 :=


PD∗

d1

∫ b

a

[
A(s)L̃(s) +B(s)L(s)

]
ds

PQ∗
d2
`

(
L̃(t) + Ψ0(t)B̄

+
0

∫ b

a

[
A(s)L̃(s) +B(s)L(s)

]
ds

)
,

матрицi PB0 , PB∗
0
— (r2×r2)-, ((d1+d2)×(d1+d2))-вимiрнi ортопроєктори, якi переводять

простори Rr2 , Rd1+d2 у ядро та коядро матрицi B0 вiдповiдно.
Наша мета полягає у встановленнi умов iснування й алгоритму побудови структури

множини розв’язку x = x(t, ε) крайової задачi (5), (6). Основний метод, який використову-
ється для аналiзу поставленого завдання, ґрунтується на теорiї псевдообернених матриць
[2], ортопроєкторiв i методi Вiшика –Люстерника.

Таким чином, будемо шукати розв’язок крайової задачi (5), (6) у виглядi частини ряду
Лорана при k ≥ 2 :

x(t, ε) =
∞∑

k=−2
εkxk(t, ck) =

x−2(t, c−2)

ε2
+
x−1(t, c−1)

ε
+ x0(t, c0) + εx1(t, c1) + . . . , (7)

який збiгається при фiксованому ε ∈ (0, ε∗].

3. Основний результат. Пiдставивши ряд (7) у крайову задачу (5), (6) i прирiвнявши
коефiцiєнти при однакових степенях ε, прийдемо до iтерацiйного процесу, на першому
кроцi якого при ε−2 отримаємо однорiдну крайову задачу

ẋ−2(t, c−2)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x−2(s, c−2) +B(s)ẋ−2(s, c−2)]ds = 0,

`x−2(·, c−2) = 0.
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Згiдно з [11] однорiдна крайова задача завжди розв’язна i має r2 -параметричну, r2 =
= r1 − n2, сiм’ю розв’язкiв

x−2(t, c−2) = Xr2(t)c−2, (8)

де r2 -вимiрний вектор констант c−2 належить Rr2 i буде визначений на наступному кроцi,
Xr2(t) = Ψ0(t)PDr1

PQr2
— (n× r2)-вимiрна матриця.

На другому кроцi, при ε−1, отримаємо неоднорiдну крайову задачу

ẋ−1(t, c−1)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x−1(s, c−1) +B(s)ẋ−1(s, c−1)]ds = f−1(x−2(t, c−2)), (9)

`x−1(·, c−1) = `1x−2(·, c−2), (10)

де

f−1(x−2(t, c−2)) =

b∫
a

[K(t, s)x−2(s, c−2) +K1(t, s)ẋ−2(s, c−2)]ds.

Неоднорiдна крайова задача (9), (10) є розв’язною тодi й тiльки тодi, коли f−1(t) ∈
∈ L2[a, b] задовольняє умови PD∗

d1
b̃−1 = 0, PQ∗

d2
`F−1(·) = 0. Тут

b̃−1 =

b∫
a

[
A(s)f̃−1(s) +B(s)f−1(s)

]
ds =

 b∫
a

[
A(s)L̃(s) +B(s)L(s)

]
ds

c−2,
L(t) =

b∫
a

[
K(t, s)Xr2(s) +K1(t, s)Ẋr2(s)

]
ds,

L̃(t) =

t∫
a

L(s)ds,

F−1(t) = f̃−1(t) + Ψ0(t)B̄
+
0 b̃−1 =

L̃(t) + Ψ0(t)B̄
+
0

b∫
a

[
A(s)L̃(s) +B(s)L(s)

]
ds

c−2,
B̄0 := PD∗

d1

 b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

[
K(τ, s)Xr1(s) +K1(τ, s)Ẋr1(s)

]
dsdτ+

+B(s)

b∫
a

[
K(s, τ)Xr1(τ) +K1(s, τ)Ẋr1(τ)

]
dτ

ds
,

де L(t), B̄0 — (n × r2)-, (d1 × r1)-вимiрнi матрицi, компоненти яких належать простору
L2[a; b]. Тодi отримаємо систему рiвнянь щодо c−2 ∈ Rr2 :

PD∗
d1

 b∫
a

[
A(s)L̃(s) +B(s)L(s)

]
ds

c−2 = 0,
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PQ∗
d2
`

L̃(·) + Ψ0(·)B̄+
0

b∫
a

[
A(s)L̃(s) +B(s)L(s)

]
ds

c−2 = 0,

яка дозволяє записати рiвнозначну алгебраїчну систему B0c−2 = 0, що має ненульовий
розв’язок c−2 6= 0 тодi та тiльки тодi, коли PN(B0) 6= 0 : c(0)−2 = PN(B0)c

(0)
−2 = PN(B0)c−2 ∈

∈ N(B0).
На третьому кроцi, при ε0, отримаємо неоднорiдну крайову задачу

ẋ0(t, c0)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x0(s, c0) +B(s)ẋ0(s, c0)]ds = f−1(t), (11)

`x0(·, c0) = α, (12)

де

f−1(t) = f(t) +

b∫
a

[K(t, s)x−1(s, c−1) +K1(t, s)ẋ−1(s, c−1)]ds.

Крайова задача (11), (12) є розв’язною тодi й тiльки тодi, коли неоднорiдностi f−1(t) ∈
∈ L2[a; b] i α ∈ Rp задовольняють умови

PD∗
d1
b̃−1 = 0, PQ∗

d2
(α− `F−1(·)) = 0, (13)

де

F−1(t) = f̃−1(t) + Ψ0(t)B
+
0 b̃−1,

b̃−1 =

b∫
a

[
A(s)f̃−1(s) +B(s)f−1(s)

]
ds, f̃−1(t) =

t∫
a

f−1(s) ds.

Пiдставимо (8) у (13) i отримаємо алгебраїчну систему вiдносно c−1 :

B0c−1 = g−1, (14)

де

B0 :=


PD∗

d1

∫ b

a

[
A(s)L̃(s) +B(s)L(s)

]
ds

PQ∗
d2
`

(
L̃(t) + Ψ0(t)B̄

+
0

∫ b

a

[
A(s)L̃(s) +B(s)L(s)

]
ds

)
,

g−1 :=

 −PD∗
d1
b̃

PQ∗
d2

(
α− `(f̃(·)−Ψ0(·)B̄+

0 b̃)
).

Система (14) розв’язна тодi й тiльки тодi, коли виконується умова

PB∗
0
g−1 = 0, (15)
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i має r2 -параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв c−1 = B+
0 g−1 + PB0 c̃, c̃ ∈ Rr2 .

Виконання умови (15) перевiрити важко, але якщо виконується умова

PB∗
0

[
PD∗

d1

PQ∗
d2

]
= 0, (16)

то система (14) має хоча б один розв’язок вигляду c−1 = B+
0 g−1, c−1 ∈ Rr2 . Тут B+

0 —
(r2 × (d1 + d2))-вимiрна матриця, псевдообернена (за Муром –Пенроузом) до B0. Таким
чином, якщо має мiсце рiвнiсть (16), то крайова задача (11), (12) має r2 -параметричну
сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

x0(t, c0) = Xr2(t)c0 + F−1(t)−Ψ0(t)PDr1
Q+`(F−1(·)),

де c0 — r2 -вимiрний вектор констант, який визначимо на наступному кроцi.
При ε1 отримаємо крайову задачу

ẋ1(t, c1)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x1(s, c1) +B(s)ẋ1(s, c1)]ds = f0(t), (17)

`x1(·, c1) = 0, (18)

де

f0(t) =

b∫
a

[K(t, s)x0(s, c0) +K1(t, s)ẋ0(s, c0)]ds.

Умова розв’язностi задачi (17), (18) має вигляд

PD∗
d1
b̃0 = 0, PQ∗

d2
`(F0(·)) = 0, (19)

де

F0(t) = f̃0(t) + Ψ0(t)B
+
0 b̃0,

b̃0 =

b∫
a

[
A(s)f̃0(s) +B(s)f0(s)

]
ds, f̃0(t) =

t∫
a

f0(s)ds.

Пiдставимо вираз для породжуючого розв’язку

x0(t, c0) = Xr2(t)c0 + F−1(t)−Ψ0(t)PDr1
Q+`F−1(·)

у рiвнiсть (19) i отримаємо схожу до (14) алгебраїчну систему

B0c0 = g0, (20)

яка є розв’язною тодi та тiльки тодi, коли виконується рiвнiсть

PB∗
0
g0 = 0.
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Тут

g0 :=


−PD∗

d1

∫ b

a

[
A(s)M̃−1(s) +B(s)M−1(s)

]
ds

PQ∗
d2
l

(
Ψ0(·)B̄+

0

∫ b

a

[
A(s)M̃−1(s) +B(s)M−1(s)

]
ds− M̃−1(·)

)
,

M−1(t) =

b∫
a

[
K(t, s)

(
F−1(s)−Ψ0(s)PDr1

Q+`F−1(·)
)
+

+K1(t, s)
(
Ḟ−1(s)− Ψ̇0(s)PDr1

Q+`Ḟ−1(·)
)]
ds,

M̃−1(t) =

t∫
a

M−1(s) ds.

Тодi один iз розв’язкiв системи (20) має вигляд: c0 = B+
0 g0, c0 ∈ Rr2 .

Таким чином, якщо виконується умова (16), то крайова задача (17), (18) має r2 -пара-
метричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

x1(t, c1) = Xr2(t)c1 + F0(t)−Ψ0(t)PDr1
Q+`F0(·),

де c1 — r2 -вимiрний вектор констант, який визначимо на наступному кроцi цього iтера-
цiйного процесу.

Легко показати, що за допомогою iндукцiї спiввiдношення (16) є умовою розв’язностi
i крайової задачi, яку ми отримаємо на k -му кроцi iтерацiйного процесу:

ẋk(t, ck)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)xk(s, ck) +B(s)ẋk(s, ck)]ds = fk−1(t), (21)

`xk(·, ck) = 0, (22)

де

fk−1(t) =

b∫
a

[K(t, s)xk−1(s, ck−1) +K1(t, s)ẋk−1(s, ck−1)]ds.

Нехай

b̃k−1 =

b∫
a

[
A(s)f̃k−1(s) +B(s)fk−1(s)

]
ds, f̃k−1(t) =

t∫
a

fk−1(s)ds.

Тодi крайова задача (21), (22) є розв’язною тодi й тiльки тодi, коли виконуються умови

PQ∗
d1
b̃k−1 = 0, PD∗

d2
`Fk−1(·) = 0,

i має r2 -параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

xk(t, ck) = Xr2(t)ck + Fk−1(t)−Ψ0(t)PDr1
Q+`Fk−1(·), (23)
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Fk−1(t) = f̃k−1(t) + Ψ0(t)B
+
0 b̃k−1,

де ck — r2 -вимiрний вектор констант, який визначимо на наступному кроцi. Отримаємо
алгебраїчну систему

B0ck = gk, (24)

яка є розв’язною тодi й тiльки тодi, коли виконується умова

PB∗
0
gk = 0.

Тут

gk :=

 −PD∗
d1
W̃k−1

PQ∗
d2
`
(

Ψ0(·)B̄+
0 W̃k−1 − M̃k−1(·)

)
, (25)

W̃k−1 =

b∫
a

[
A(s)M̃k−1(s) +B(s)Mk−1(s)

]
ds,

Mk−1(t) =

b∫
a

[
K(t, s)

(
Fk−1(s)−Ψ0(s)PDr1

Q+`Fk−1(·)
)
+

+K1(t, s)
(
Ḟk−1(s)− Ψ̇0(s)PDr1

Q+`Ḟk−1(·)
)]
ds,

M̃k−1(t) =

t∫
a

Mk−1(s) ds.

Тодi один iз розв’язкiв системи (24) має вигляд ck = B+
0 gk, ck ∈ Rr2 , k = −2.

Таким чином, крайова задача (21), (22) є розв’язною, якщо виконується умова (16), i
має розв’язок (23).

Справедливе таке твердження.
Теорема 2. Припустимо, що слабко збурена крайова задача (5), (6) задовольняє вказанi

вище умови так, що породжуюча крайова задача (1), (2) є нерозв’язною при будь-якiй f(t) ∈

∈ L2[a, b], α ∈ Rp. Якщо виконується умова PB∗
0

[
PD∗

d1

PQ∗
d2

]
= 0, то крайова задача (5), (6) буде

мати хоча б один розв’язок, заданий у класi вектор-функцiй x = x(t, ε) : x(·, ε) ∈ D2[a, b],
ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C(0, ε0] у виглядi ряду

x(t, ε) =
∞∑

k=−2
εkxk(t, ck),

який збiгається при фiксованому ε ∈ (0; ε∗] i складовi компоненти якого визначаються
iтерацiйним процесом (23), (25).
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Зауваження. Якщо PN(B0) = 0, то операторнi рiвняння типу (24) на кожному кроцi
iтерацiйного процесу будуть n-нормальними та однозначно розв’язними [13]. Тодi при

виконаннi умови PB∗
0

[
PD∗

d1

PQ∗
d2

]
= 0 крайова задача (5), (6) буде мати єдиний розв’язок у

виглядi ряду

x(t, ε) =

∞∑
k=−2

εkxk(t, ck).

Отриману технiку дослiдження лiнiйних крайових задач для iнтегро-диференцiальних
рiвнянь, розвинену у цiй роботi та в [7, 9, 10, 12], можна успiшно застосовувати для
широкого класу задач, якщо їхня лiнiйна частина є оператором, який не має оберненого.
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