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We study the problem of the existence of a unique bounded solution of a linear difference equation of
arbitrary order with bounded operator coefficients. The case where the corresponding “algebraic” operator
equation has separated pairwise commuting roots is considered. By using the Vandermonde operator
constructed on the basis of these roots, we obtain a representation of a unique bounded solution.

Вивчено питання про iснування єдиного обмеженого розв’язку лiнiйного рiзницевого рiвняння до-
вiльного порядку з обмеженими операторними коефiцiєнтами. Розглянуто випадок, коли вiдповiдне
“алгебраїчне” операторне рiвняння має роздiленi попарно комутовнi коренi. За допомогою опера-
тора Вандермонда, побудованого за такими коренями, отримано зображення єдиного обмеженого
розв’язку.

1. Вступ. Нехай X —комплексний банахiв простiр iз нормою ‖·‖ i нульовим елементом 0̄ ;
L(X) —простiр лiнiйних неперервних операторiв, що дiють iз X у X ; I, O — вiдповiдно
одиничний i нульовий оператори в X.

Зафiксуємо натуральне число p ≥ 2 i розглянемо рiзницеве рiвняння

xn+p = A1xn+p−1 +A2xn+p−2 + . . .+Apxn + yn, n ∈ Z, (1)

у якому A1, A2, . . . , Ap — фiксованi оператори з L(X), {yn, n ∈ Z} — задана, а {xn, n ∈
∈ Z} —шукана послiдовностi елементiв простору X.

У цiй статтi дослiджуються умови на операторнi коефiцiєнти A1, A2, . . . , Ap, при вико-
наннi яких справджується така умова.

Умова обмеженостi. Рiзницеве рiвняння (1) має єдиний обмежений розв’язок {xn, n ∈
∈ Z} для кожної обмеженої (за нормою в X ) послiдовностi {yn, n ∈ Z}.

Покладемо
Xp =

{(
x(1), x(2), . . . , x(p)

)τ ∣∣∣ x(k) ∈ X, 1 ≤ k ≤ p
}
.

Тодi Xp — банахiв простiр iз покоординатним додаванням i множенням на комплексне
число та нормою

‖x̄‖∗ =

p∑
k=1

∥∥∥x(k)
∥∥∥, x̄ =

(
x(1), x(2), . . . , x(p)

)τ ∈ Xp.
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Якщо Tij , 1 ≤ i, j ≤ p, — фiксованi оператори з L(X), то, як i для числових матриць,

T =


T11 T12 . . . T1p

T21 T22 . . . T2p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Tp1 Tp2 . . . Tpp


задає оператор iз простору L(Xp) за правилом

T x̄ =



∑p

k=1
T1kx

(k)

∑p

k=1
T2kx

(k)

. . . . . . . . . . . . . .∑p

k=1
Tpkx

(k)


, x̄ =


x(1)

x(2)

. . .

x(p)

 ∈ Xp.

Нехай

TA =



A1 A2 . . . Ap−1 Ap

I O . . . O O

O I . . . O O

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O O . . . I O


,

σ(TA) позначає спектр оператора TA, S = {z ∈ C | |z| = 1}. Покладемо

∆(λ) = Iλp −A1λ
p−1 − . . .−Ap−1λ−Ap, λ ∈ C.

Внаслiдок теореми 1 з [1] i наведених у [2] властивостей спектра операторного пучка
справджується така теорема.

Теорема 1. Наступнi умови еквiвалентнi:
(i1 ) для рiзницевого рiвняння (1) виконується умова обмеженостi;
(i2 ) для кожного λ ∈ S оператор ∆(λ) неперервно оборотний;
(i3 ) для рiзницевого рiвняння

x̄n+1 = TAx̄n + ȳn, n ∈ Z, (2)

що розглядається у просторi Xp, виконується умова обмеженостi.
У загальному випадку перевiрка умови (i2 ) теореми 1 нетривiальна. Ми будемо дослi-

джувати випадок, коли для неї можна використати властивостi коренiв вiдповiдного до (1)
“алгебраїчного” операторного рiвняння

Λp −A1Λp−1 − . . .−Ap−1Λ−Ap = O, (3)

яке розглядається в L(X). Подiбнийметод використовувався для рiзницевих рiвнянь друго-
го порядку в [3], а також для диференцiальних рiвнянь другого порядку в [4]. Про iснування
й властивостi обмежених розв’язкiв лiнiйних рiзницевих рiвнянь див. [5 – 8] i наведену там
бiблiографiю.
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2. Роздiленi коренi рiвняння (1) i оператор Вандермонда. Аналогiчно до [3, 4] коренi
Λ1,Λ2, . . . ,Λp рiвняння (1) будемо називати роздiленими, якщо для довiльних 1 ≤ i < j ≤ p
оператор Λi − Λj неперервно оборотний.

У подальшому використовується таке припущення.
Припущення 1. Операторне рiвняння (3) має роздiленi й попарно комутовнi коренi

Λ1,Λ2, . . . ,Λp.
Згiдно з [2] вiдповiдний до Λ1,Λ2, . . . ,Λp оператор Вандермонда дiє у просторi Xp i

визначається формулою

W =



Λp−1
1 Λp−1

2 . . . Λp−1
p

Λp−2
1 Λp−2

2 . . . Λp−2
p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Λ1 Λ2 . . . Λp

I I . . . I


.

Наступна теорема мiстить потрiбнi в подальшому властивостi оператора W.
Теорема 2. Якщо виконується припущення 1, то:
(j1 ) оператор W має неперервний обернений оператор W−1 ;
(j2 ) справджується рiвнiсть

W−1TAW =


Λ1 O . . . O

O Λ2 . . . O

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O O . . . Λp

;

(j3) σ(TA) =
⋃p

k=1
σ(Λk).

Доведення. Оскiльки коренi Λ1,Λ2, . . . ,Λp роздiленi, то оператор

D =
∏

1≤i<j≤p
(Λi − Λj),

який є аналогом визначника Вандермонда для W у скалярному випадку, має неперервний
обернений оператор D−1. Тому з урахуванням попарної комутовностi Λ1,Λ2, . . . ,Λp опе-
ратор W−1 будується, як i для числових матриць, за допомогою алгебраїчних доповнень,
а отже, справджується твердження (j1).

Iз (j1) i наслiдка 1.1 з [2] випливає, що твердження (j2) теж виконується. Зрештою
твердження (j3 ) є безпосереднiм наслiдком твердження (j2).

3. Основнi результати. Вiдомо (див., наприклад, [7, c. 8]), що коли спектр σ(V ) опе-
ратора V ∈ L(X) не перетинається з одиничним колом S, σ−(V ) — частина спектра
оператора V, що лежить усерединi, а σ+(V ) —зовнi кола S (одна з цих множин може бути
порожньою), то простiр X розкладається в пряму суму iнварiантних стосовно V пiдпро-
сторiв X = X−(V )+̇X+(V ) таким чином, що звуження V± оператора V на пiдпростори
X±(V ) мають спектри σ±(V ) вiдповiдно. Також рiзницеве рiвняння

xn+1 = V xn + yn, n ∈ Z, (4)
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задовольняє умову обмеженостi в X тодi й тiльки тодi, коли σ(V ) ∩ S = ∅. При цьому
вiдповiдний до обмеженої послiдовностi {yn, n ∈ Z} єдиний обмежений розв’язок {xn, n ∈
∈ Z} рiвняння (4) будується за таким правилом. Покладемо

GV (n) =

V
n
−P−(V ), n ≥ 0,

−V n
+P+(V ), n ≤ −1,

де P±(V ) — проєктори, що вiдповiдають зображенню X = X−(V ) +̇X+(V ). Тодi для
кожного n ∈ Z

xn =
∑
j∈Z

GV (j)yn−1−j . (5)

Зобразимо (5) у бiльш зручному для подальших мiркувань виглядi. Покладемо

l∞(Z, X) =

{
x̂ = {xn, n ∈ Z} ⊂ X

∣∣∣ ‖x̂‖∞ = sup
n∈Z
‖xn‖ <∞

}
.

Тодi l∞(Z, X) — банахiв простiр iз покоординатним додаванням i множенням на комп-
лексне число i нормою ‖ · ‖∞. Визначимо оператор Φ ∈ L(l∞(Z, X)) за правилом

Φx̂ =
{
(Φx̂)n = xn−1, n ∈ Z

}
, x̂ ∈ l∞(Z, X).

Тому згiдно з (5) вiдповiдний до ŷ = {yn, n ∈ Z} єдиний обмежений розв’язок x̂ = {xn, n ∈
∈ Z} зображується у виглядi згортки x̂ = GV ∗ Φŷ.

Справджується така теорема.
Теорема 3. Нехай виконується припущення 1. Рiзницеве рiвняння (1) задовольняє умову

обмеженостi тодi й тiльки тодi, коли(
p⋃

k=1

σ(Λk)

)
∩ S = ∅. (6)

При цьому вiдповiдний до обмеженої послiдовностi ŷ єдиний обмежений розв’язок x̂ рiвнян-
ня (1) зображується у виглядi

x̂ =

p∑
k=1

GΛk ∗ ΦD1kD
−1ŷ, (7)

де для кожного 1 ≤ k ≤ p

D1k = (−1)k+1
∏

1≤i<j≤p
i 6=k, j 6=k

(Λi − Λj),

— алгебраїчне доповнення до елемента Λp−1
k першого рядка матрицi, за допомогою якої

визначається W, D1kD
−1ŷ =

{
D1kD

−1yn, n ∈ Z
}
.
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Доведення. Оскiльки рiвняння (2) має вигляд (4), то еквiвалентнiсть умови обмеже-
ностi для рiвняння (1) й умови (6) випливає з теореми 1 i твердження (j3) теореми 2.

Перевiримоправильнiсть зображення (7). З урахуваннямпопарної комутовностi коренiв
Λ1,Λ2, . . . ,Λp, як i для числових визначникiв, для всiх 0 ≤ j ≤ p− 2 виконуються рiвностi

p∑
k=1

ΛjkD1k = O,

а також
p∑

k=1

Λp−1
k D1k = D.

Покладемо
x̂(k) = GΛk ∗ ΦD1kD

−1ŷ, 1 ≤ k ≤ p.

Внаслiдок (4), (5) для довiльних 1 ≤ k ≤ p, n ∈ Z

xn+1(k) = Λkxn(k) +D1kD
−1yn. (8)

Тому з (7), (8) випливає, що при фiксованому n ∈ Z

xn =

p∑
k=1

xn(k), (9)

для кожного 1 ≤ j ≤ p− 1

xn+j =

p∑
k=1

xn+j(k) =

p∑
k=1

Λkxn+j−1(k) +

(
p∑

k=1

ID1k

)
D−1yn+j−1 =

=

p∑
k=1

Λ2
kxn+j−2(k) +

(
p∑

k=1

ΛkD1k

)
D−1yn+j−2 = . . .

. . . =

p∑
k=1

Λjkxn(k) +

(
p∑

k=1

Λj−1
k D1k

)
D−1yn =

p∑
k=1

Λjkxn(k),

xn+p =

p∑
k=1

Λpkxn(k) +

(
p∑

k=1

Λp−1
k D1k

)
D−1yn =

p∑
k=1

Λpkxn(k) + yn. (10)

Оскiльки Λ1,Λ2, . . . ,Λp —коренi операторного рiвняння (3), то внаслiдок рiвностей (9),
(10) для кожного n ∈ Z маємо

xn+p −A1xn+p−1 −A2xn+p−2 − . . .−Apxn =

=

p∑
k=1

(
Λpk −A1Λp−1

k − . . .−Ap−1Λk −Ap
)
xn(k) + yn = yn,

а отже, визначена за допомогою формули (7) послiдовнiсть x̂ справдi є вiдповiдним до ŷ
обмеженим розв’язком рiзницевого рiвняння (1).
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Зауваження. Якщо p = 2, то згiдно iз зауваженням 1.3 роботи [2] незалежно вiд
комутовностi коренiв Λ1, Λ2 оператор W неперервно оборотний тодi й тiльки тодi, коли
оператор Λ1 − Λ2 неперервно оборотний. У цьому випадку безпосередньо перевiряємо,
що замiсть припущення 1 у формулюваннi теореми 3 досить вимагати, щоб операторне
рiвняння Λ2 −A1Λ−A2 = O мало роздiленi коренi Λ1, Λ2.

Визначимо, як звичайно, скiнченнi рiзницi вперед за допомогою рiвностей

41xn = xn+1 − xn,

4jxn = 4j−1xn+1 −4j−1xn, j ≥ 2.

Позначимо через

uk = e
2πki
p , 0 ≤ k ≤ p− 1, (11)

коренi p-го степеня з одиницi. Розглянемо рiзницеве рiвняння

4pxn = Apxn + yn, n ∈ Z, (12)

в якому A —фiксований оператор iз L(X). Рiвнянню (12) вiдповiдає операторне рiвняння
(Λ− I)p −Ap = O, яке має попарно комутовнi коренi

Uk = I + ukA, 0 ≤ k ≤ p− 1. (13)

Теорема 4. Для того щоб рiзницеве рiвняння (12) задовольняло умову обмеженостi, необ-
хiдно й достатньо, щоб (

p−1⋃
k=0

{1 + ukz | z ∈ σ(A)}

)
∩ S = ∅. (14)

При цьому вiдповiдний до обмеженої послiдовностi ŷ єдиний обмежений розв’язок x̂ рiвнян-
ня (12) зображується у виглядi

x̂ =
1

p

p−1∑
k=0

ukGUk ∗ ΦA−p+1ŷ. (15)

Доведення. Необхiднiсть. З умови обмеженостi для рiвняння (12) i теореми 1 випливає,
що оператор ∆(λ) = (λ − 1)p − Ap неперервно оборотний для кожного λ ∈ S. Оскiльки
∆(1) = −Ap, то оператор A має неперервний обернений оператор A−1, а отже, iз рiвностей
Ui − Uj = (ui − uj)A, 0 ≤ i < j ≤ p − 1, випливає, що коренi U1, U2, . . . , Up−1 роздiленi.
Тому з урахуванням рiвностей (13) спiввiдношення (14) виконується за теоремою 3.

Достатнiсть. Iз (14) випливає, що оператор A неперервно оборотний, а отже, для
рiзницевого рiвняння (12) виконуються умови теореми 3. Тому воно задовольняє умову
обмеженостi.

Перевiримо, що для рiвняння (12) формула (7) записується у виглядi (15). Справдi з
урахуванням рiвностей (11) для кожного 1 ≤ k ≤ p матимемо

D1kD
−1 = (−1)1+kA−p+1

∏
0≤j≤k−2

(uj − uk−1)−1
∏

k≤j≤p−1

(uk−1 − uj)−1 =
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= A−p+1u−p+1
k−1

∏
0≤j≤p−1
j 6=k−1

(
u0 −

uj
uk−1

)−1

=

= A−p+1u−p+1
k−1

∏
1≤ l ≤p−1

(u0 − ul)−1 = u−p+1
k−1 D11D

−1.

Тому

D =

p∑
k=1

Up−1
k−1D1k =

p∑
k=1

(I + uk−1A)p−1u−p+1
k−1 D11 =

=

p∑
k=1

p−1∑
j=0

Cjp−1u
j−p+1
k−1 Aj

D11 =

p−1∑
j=0

Cjp−1A
jD11

(
p∑

k=1

uj−p+1
k−1

)
= pAp−1D11,

де через Cjp−1 позначено вiдповiдний бiномiальний коефiцiєнт. Звiдси випливає, що
D1kD

−1 =
uk−1

p
A−p+1 для кожного 1 ≤ k ≤ p, тобто зображення (15) є правильним.
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