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We obtain existence conditions of continuous solutions of a class of systems of linear functional-difference
equations with many deviations of the argument, propose a method for construction of these solutions,
and investigate the structure of their set.

Отримано умови iснування неперервних розв’язкiв одного класу систем лiнiйних рiзницево-функ-
цiональних рiвнянь iз багатьма вiдхиленнями аргументу, запропоновано метод побудови таких
розв’язкiв i дослiджено структуру їхньої множини.

Розглянемо систему лiнiйних рiвнянь вигляду

x(qt) = Ax(t) +
k∑
j=1

Bj(t)x(t+ ∆j(t)) + F (t), (1)

де t ∈ R, A, Bj(t), j = 1, . . . , k, — деякi дiйснi (n× n)-вимiрнi матрицi, q — деяка дiйсна
стала, F (t) —дiйсний вектор розмiрностi n, ∆j(t) : R→ R, j = 1, . . . , k. Системи лiнiйних
рiзницевих i рiзницево-функцiональних рiвнянь розглянуто, зокрема, в [1 – 8]. Дослiдимо
питання iснування неперервних обмежених при t ≥ T розв’язкiв такої системи у випадку,
коли виконуються умови:

1) всi елементи матриць Bj(t), j = 1, . . . , k, i вектора F (t) є обмеженими при t ≥ T

функцiями;
2) функцiї ∆j(t), j = 1, . . . , k, є неперервними обмеженими при t ≥ T, ∆j(t) ≥ 1,

q 6= 0;

3) supt |Bj(t)| = bj , j = 1, . . . , k, supt |F (t)| = M, |A| = max1≤i≤n
∑n

j=1
|aij | = a < 1;

4) ∆̃ =

∑k

l=1
bl

1− a
< 1.

Справедлива така теорема.
Теорема 1. Нехай виконуються умови 1) – 4). Тодi система рiвнянь (1) має єдиний непе-

рервний обмежений при t ≥ T розв’язок x(t) у виглядi ряду

x(t) =

∞∑
i=0

xi(t), (2)

де xi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервнi обмеженi при t ≥ T вектор-функцiї.
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Доведення. Пiдставляючи (2) в (1), отримуємо
∞∑
i=0

xi(qt) = A
∞∑
i=0

xi(t) +
k∑
j=1

Bj(t)
∞∑
i=0

xi(t+ ∆j(t)) + F (t).

Звiдси безпосередньо випливає, що якщо вектор-функцiї xi(t), i = 0, 1, . . . , є розв’язками
послiдовностi систем рiвнянь

x0(qt) = Ax0(t) + F (t), (30)

xi(qt) = Axi(t) +
k∑
j=1

Bj(t)xi−1(t+ ∆j(t)), i = 1, 2, . . . , (3i)

то ряд (2) є формальним розв’язком системи рiвнянь (1).
Безпосередньою пiдстановкою в (30) можна переконатися, що ряд

x0(t) =
∞∑
j=0

AjF
(
q−(j+1)t

)
, (40)

є формальним розв’язком системи рiвнянь (40). Бiльшцього, завдяки умовам 1) – 4) ряд (40)
рiвномiрно збiгається при всiх t ∈ R i задовольняє умову

|x0(t)| ≤
∞∑
j=0

∣∣Aj∣∣∣∣∣F (q−(j+1)t
)∣∣∣ ≤M ∞∑

j=0

aj ≤ M

1− a
= M ′.

Розглядаючи послiдовно системи рiвнянь (3 i), i = 1, 2, . . . , можна переконатися, що
ряди

xi(t) =

∞∑
j=0

Aj

(
k∑
l=1

Bl
(
q−(j+1)t

)
xi−1

(
q−(j+1)t+ ∆j

(
q−(j+1)t

)))
, i = 1, 2, . . . , (4i)

рiвномiрно збiгаються при t ∈ R до деяких неперервних вектор-функцiй xi(t), i = 1, 2, . . . ,

якi є розв’язками вiдповiдних систем (3 i), i = 1, 2, . . . , i задовольняють умови

|xi(t)| ≤M ′∆̃i, i = 1, 2, . . . . (5i)

Дiйсно, завдяки (41) i умовам 1) – 4) отримуємо

|x1(t)| ≤
∞∑
j=0

|A|j
(

k∑
l=1

∣∣∣Bl(q−(j+1)t
)∣∣∣∣∣∣x0(q−(j+1)t+ ∆j

(
q−(j+1)t

))∣∣∣) ≤
≤M ′

∞∑
j=0

aj
k∑
l=1

bl ≤M ′
∑k

l=1
bl

1− a
= M ′∆̃

i, отже, оцiнка (51) має мiсце. За iндукцiєю припустимо, що оцiнку (5 i) доведено вже для
деякого i ≥ 1, i покажемо її справедливiсть для i+ 1. Справдi, зважаючи на (4 i+1), (5 i) й
умови тереми, знаходимо

|xi+1(t)| ≤
∞∑
j=0

|A|j
(

k∑
l=1

∣∣∣Bl(q−(j+1)t
)∣∣∣∣∣∣xi−1(q−(j+1)t+ ∆j

(
q−(j+1)t

))∣∣∣) ≤
ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2022, т. 25, № 2-3



ПРО НЕПЕРЕРВНI ОБМЕЖЕНI РОЗВ’ЯЗКИ СИСТЕМ ЛIНIЙНИХ РIЗНИЦЕВО-ФУНКЦIОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ . . . 193

≤
∞∑
j=0

aj

(
k∑
l=1

bl

)
M ′∆̃i ≤M ′

∑k

l=1
bl

1− a
∆̃i = M ′∆̃i+1.

Отже, оцiнки (5 i) виконуються для всiх i ≥ 1.

Таким чином, ряди (4 i), i = 0, 1, . . . , рiвномiрно збiгаються при всiх t ≥ T > 0 до
деяких неперервних вектор-функцiй xi(t), i = 0, 1, . . . , для яких виконуються оцiнки (5 i),
i = 0, 1, . . . . Тодi безпосередньо iз (5 i), i = 0, 1, . . . , випливає, що ряд (2) рiвномiрно
збiгається при всiх t ∈ R до деякої неперервної вектор-функцiї x(t), яка є розв’язком
системи рiвнянь (1).

Припустимо тепер, що система (1) має ще один розв’язок y(t) такий, що y(t) 6= x(t).

Оскiльки

y(qt) ≡ Ay(t) +

k∑
j=1

Bj(t)y(t+ ∆j(t)) + F (t),

то, беручи до уваги умови теореми 1, одержимо

|x(qt)− y(qt)| ≤ |A| |x(t)− y(t)|+
k∑
j=1

|Bj(t)| |x(t+ ∆j(t))− y(t+ ∆j(t))| ≤

≤

a+
k∑
j=1

bj

‖x(t)− y(t)‖,

де ‖x(t)− y(t)‖ = maxt |x(t)− y(t)|. Звiдси випливає спiввiдношення

‖x(t)− y(t)‖ ≤

a+

k∑
j=1

bj

‖x(t)− y(t)‖,

яке згiдно з умовами теореми може мати мiсце лише у випадку, коли y(t) ≡ x(t). Отримана
суперечнiсть закiнчує доведення.

Виконуючи в (1) взаємно однозначну замiну змiнних

x(t) = y(t) + γ(t),

де γ(t) — побудований вище неперервний обмежений при t ≥ T розв’язок системи (1),
дослiдження системи рiвнянь (1) можна звести до дослiдження системи рiвнянь

y(qt) = Ay(t) +
k∑
j=1

Bj(t)y(t+ ∆j(t)).

При виконаннi умов теореми 1 ця система рiвнянь має єдиний неперервний при t ∈
∈ R розв’язок y ≡ 0. Проте при деяких додаткових умовах вона має нескiнченно багато
неперервних при t ≥ T > 0 розв’язкiв. Це ми покажемо (для простоти) у випадку, коли
∆j(t) ≡ j, j = 1, . . . , k, а матриця А має вигляд A = Λ = diag(λ1, . . . , λn), де 0 < λi < 1,

i = 1, . . . , n.
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Отже, розглянемо систему рiвнянь

y(qt) = Λy(t) +
k∑
j=1

Bj(t)y(t+ j) (6)

i доведемо, що для неї справедлива така теорема.
Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1 i умови:
1) 0 < λi < 1, i = 1, . . . , n, q > 1;

2) ∆̄ =

∑k

l=1
bj

1− λ∗
< 1, де bj = supt |Bj(t)|, j = 1, . . . , k, λ∗ = max{λi, i = 1, . . . , n}.

Тодi система рiвнянь (6) має сiм’ю неперервних при t ≥ T > 0 (T —деяка достатньо велика

додатна стала) розв’язкiв y(t) = y

(
t, ω

(
ln t

ln q

))
, що залежить вiд довiльної неперервної

1-перiодичної вектор-функцiї ω(τ).

Доведення. Покажемо, що система рiвнянь (6) має неперервнi розв’язки у виглядi ряду

y(t) =
∞∑
i=0

yi(t), (7)

де yi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервнi вектор-функцiї. Дiйсно, пiдставляючи (7) у (6),
отримуємо

∞∑
i=0

yi(qt) = Λ
∞∑
i=0

yi(t) +
k∑
j=1

Bj(t)
∞∑
i=0

yi(t+ j).

Звiдси безпосередньо випливає, що якщо функцiї yi(t), i = 0, 1, . . . , є розв’язками послi-
довностi систем рiвнянь

y0(qt) = Λy0(t), (80)

yi(qt) = Λyi(t) +
k∑
j=1

Bj(t)yi−1(t+ j), i = 1, 2, . . . , (8i)

то ряд (7) буде формальним розв’язком системи рiвнянь (6).
Система рiвнянь (80) має множину неперервних при t ≥ T > 0 розв’язкiв вигляду

y0(t) = tνω

(
ln t

ln q

)
, (90)

де ω(τ) =
(
ω1(τ), ω2(τ), . . . , ωn(τ)

)
, ωi(τ), i = 1, . . . , n, —довiльнi неперервнi 1-перiодичнi

функцiї,

tν = diag

(
t
lnλ1
ln q , t

lnλ2
ln q , . . . , t

lnλn
ln q

)
.

Розглядаючи послiдовно системи рiвнянь (8 i), i = 1, 2, . . . , можна переконатися, що вони
мають формальнi розв’язки у виглядi рядiв

yi(t) =
∞∑
j=0

Λj
k∑
l=1

Bl
(
q−(j+1)t

)
yi−1

(
q−(j+1)t+ l + 1

)
, i = 1, 2, . . . . (9i)
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Покажемо, що при виконаннi умов теореми ряди (9 i), i = 1, 2, . . . , рiвномiрно збiга-
ються до деяких неперервних вектор-функцiй yi(t), i = 1, 2, . . . , для яких виконуються
оцiнки

|yi(t)| ≤ M̃∆̄i, i = 1, 2, . . . . (10)

Дiйсно, оскiльки

|y0(t)| ≤ |tv||ω(τ)| ≤ t
lnλ∗
ln q M̃,

де M̃ = maxτ |ω(τ)|, λ∗ = min{λi, i = 1, . . . , n}, то завдяки (8 i) i
lnλ∗
ln q

< 0 отримуємо

|y1(t)| ≤
∞∑
j=0

|Λ|j
(

k∑
l=1

∣∣∣Bl(q−(j+1)t
)∣∣∣∣∣∣y0(q−(j+1)t+ l + 1

)∣∣∣) ≤
≤ M̃

∞∑
j=0

|Λ|j
(

k∑
l=1

|bl|
(

t

qj+1
+ l + 1

)lnλ∗
ln q

)
≤

≤ M̃
∞∑
j=0

(λ∗)j
k∑
l=1

|bl| ≤ M̃

∑k

l=1
|bl|

1− λ∗
≤ M̃∆̄.

Отже, оцiнка (10) має мiсце при i = 1. Припустимо, що її доведено вже для деякого
i ≥ 1, i покажемо її справедливiсть для i + 1. Завдяки спiввiдношенням (9 i+1), (10),
i = 1, 2, . . . , маємо

|yi+1(t)| ≤
∞∑
j=0

|Λ|j
(

k∑
l=1

∣∣∣Bl(q−(j+1)t
)∣∣∣∣∣∣yi(q−(j+1)t+ l + 1

)∣∣∣) ≤
≤
∞∑
j=0

|λ∗|j
(
M̃

k∑
l=1

|bl|

)
∆̄i ≤ M̃

∑k

l=1
|bl|

1− λ∗
∆̄i = M̃∆̄i+1.

Отже, оцiнки (10) виконуються для всiх i ≥ 1 i ряди (9 i), i = 1, 2, . . . , рiвномiрно
збiгаються до деяких неперервних вектор-функцiй yi(t), i = 1, 2, . . . . Тобто ми довели, що
ряд (7) рiвномiрно збiгається при всiх t ≥ T > 0 до деякої неперервної функцiї y(t), яка є
розв’язком системи рiвнянь (6) i задовольняє умову

|y(t)| ≤
∞∑
i=0

|yi(t)| ≤ M̃
∞∑
i=0

∆̄i ≤ M̃

1− ∆̄
.

Теорему 2 доведено.
Теорема 3. Нехай виконуються умови теореми 1 i умови:
1) λi > 1, i = 1, . . . , n, 0 < q < 1;

2) ∆̄ =

∑k

l=1
bj

λ∗ − 1
< 1, де bj = supt |Bj(t)|, j = 1, . . . , k, λ∗ = min{λi, i = 1, . . . , n}.
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Тодi система рiвнянь (6) має сiм’ю неперервних при t ≥ T > 0 (T —деяка достатньо велика

додатна стала) розв’язкiв y(t) = y

(
t, ω

(
ln t

ln q

))
, що залежить вiд довiльної неперервної

1-перiодичної вектор-функцiї ω(τ).

Доведення. Покажемо, що система рiвнянь (6) має неперервнi розв’язки у виглядi ряду

y(t) =
∞∑
i=0

yi(t), (11)

де yi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервнi вектор-функцiї. Дiйсно, пiдставляючи (11) у (6),
отримуємо

∞∑
i=0

yi(qt) = Λ

∞∑
i=0

yi(t) +

k∑
j=1

Bj(t)

∞∑
i=0

yi(t+ j).

Звiдси безпосередньо випливає, що якщо функцiї yi(t), i = 0, 1, . . . , є розв’язками послi-
довностi систем рiвнянь

y0(qt) = Λy0(t), (120)

yi(qt) = Λyi(t) +

k∑
j=1

Bj(t)yi−1(t+ j), i = 1, 2, . . . , (12i)

то ряд (11) буде формальним розв’язком системи рiвнянь (6).
Система рiвнянь (120) має множину неперервних при t ≥ T > 0 розв’язкiв вигляду

y0(t) = tνω

(
ln t

ln q

)
, (130)

де ω(τ) = (ω1(τ), ω2(τ), . . . , ωn(τ)), ωi(τ), i = 1, . . . , n, —довiльнi неперервнi 1-перiодичнi
функцiї,

tν = diag

(
t
lnλ1
ln q , t

lnλ2
ln q , . . . , t

lnλn
ln q

)
.

Розглядаючи послiдовно системи рiвнянь (12 i), i = 1, 2, . . . , можна переконатися, що вони
мають формальнi розв’язки у виглядi рядiв

yi(t) = −
∞∑
j=0

Λ−(j+1)
k∑
l=1

Bl(q
jt)yi−1(q

jt+ l + 1), i = 1, 2, . . . . (13i)

Покажемо, що при виконаннi умов теореми ряди (13 i), i = 1, 2, . . . , рiвномiрно збiга-
ються до деяких неперервних вектор-функцiй yi(t), i = 1, 2, . . . , для яких виконуються
оцiнки

|yi(t)| ≤ M̃∆̄i, i = 1, 2, . . . . (14)

Дiйсно, оскiльки

|y0(t)| ≤ |tv||ω(τ)| ≤ t
lnλ∗
ln q M̃ ≤ M̃

t

∣∣∣ lnλ∗ln q

∣∣∣ ,
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де M̃ = maxτ |ω(τ)|, λ∗ = min{λi, i = 1, . . . , n}, то завдяки (121) i
lnλ∗
ln q

< 0 одержуємо

|y1(t)| ≤
∞∑
j=0

∣∣Λ−1∣∣j+1

(
k∑
l=1

∣∣Bl(qjt)∣∣∣∣y0(qjt+ l + 1)
∣∣) ≤

≤ M̃
∞∑
j=0

(
1

λ∗

)j+1
 k∑
l=1

|bl|
1(

qjt+ l + 1
)∣∣∣ lnλ∗ln q

∣∣∣
 ≤

≤
M̃
∑k

l=1
|bl|

λ∗

∞∑
j=0

(
1

λ∗

)j
≤
M̃
∑k

l=1
|bl|

λ∗

1

1− 1

λ∗

≤ M̃

∑k

l=1
|bl|

λ∗ − 1
≤ M̃∆̄.

Отже, оцiнка (14) має мiсце при i = 1. Припустимо, що її доведено вже для деякого
i ≥ 1, i покажемо її справедливiсть для i + 1. Дiйсно, згiдно з (13 i+1) i (14), i = 1, 2, . . . ,

маємо

|yi+1(t)| ≤
∞∑
j=0

∣∣Λ−1∣∣j+1

(
k∑
l=1

∣∣Bl(qjt)∣∣∣∣yi(qjt+ l + 1)
∣∣) ≤ M̃ ∞∑

j=0

(
1

λ∗

)j+1
(

k∑
l=1

|bl|∆i

)
≤

≤ M̃

λ∗

∞∑
j=0

(
1

λ∗

)j( k∑
l=1

|bl|∆i

)
≤
M̃
∑k

l=1
|bl|

λ∗

∆i

1− 1

λ∗

≤ M̃

∑k

l=1
|bl|

λ∗ − 1
∆i ≤ M̃∆̄i+1.

Тобто оцiнки (14) виконуються для всiх i ≥ 1 i ряди (13 i), i = 1, 2, . . . , рiвномiрно збiга-
ються до деяких неперервних вектор-функцiй yi(t), i = 1, 2, . . . . Цим ми довели, що ряд
(11) рiвномiрно збiгається при всiх t ≥ T > 0 до деякої неперервної функцiї y(t), яка є
розв’язком системи рiвнянь (6) i задовольняє умову

|y(t)| ≤
∞∑
i=0

|yi(t)| ≤ M̃
∞∑
i=0

∆̄i ≤ M̃

1− ∆̄
.

Теорему 3 доведено.

Лiтература
1. G. D. Birkhoff, General theory of linear difference equations, Trans. Amer. Math. Soc., 12, No. 2, 243 – 284

(1911).
2. R. P. Agarwal, Difference equations and inequalities, theory, methods and applications. Second edition, Monogr.

Textb. Pure Appl. Math., 228, Marcel Dekker, Inc., New York (2000).
3. W. J. Trjitzinsky, Analytic theory of linear q -difference equations, Acta Math., 61, No. 1, 1 – 38 (1933); DOI:

10.1007/BF02547785.
4. Д. И. Мартынюк, Лекции по качественной теории разностных уравнений, Наук. думка, Киев (1972).
5. А. А. Миролюбов, М. А. Солдатов, Линейные неоднородные разностные уравнения, Наука, Москва (1986).
6. Г. П. Пелюх, К теории систем линейных разностных уравнений с непрерывным аргументом, Докл. АН, 73,

№ 2, 269 – 272 (2006).
7. Г. П. Пелюх, О. А. Сивак, Про структуру множини неперервних розв’язкiв функцiонально-рiзницевих

рiвнянь з лiнiйно перетвореним аргументом, Нелiн. коливання, 13, № 1, 75 – 95 (2010).
8. Т. О. Єрьомiна, Дослiдження структури множини неперервних розв’язкiв систем лiнiйних рiзницево-

функцiональних рiвнянь, Нелiн. коливання, 17, № 3, 341 – 350 (2014).
Одержано 12.07.22

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2022, т. 25, № 2-3


