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The qualitative behavior of a nonlinear wave equation with a nonsmooth interaction function subjected
to the action of external bounded disturbances is considered. We prove that the global attractor of the
multivalued semiflow generated by solutions of the unperturbed problem is stable in the sense of ISS with
respect to disturbances.

Розглянуто якiсну поведiнку нелiнiйного хвильового рiвняння з негладкою функцiєю взаємодiї, що
зазнає зовнiшнiх обмежених збурень. Доведено, що глобальний атрактор багатозначного напiвпо-
току, породженого розв’язками незбуреної задачi, є стiйким у сенсi ISS стосовно збурень.

Вступ. Якiсну поведiнку нескiнченновимiрних еволюцiйних систем без єдиностi, тобто
коли поряд iз глобальною розв’язнiстю можлива неєдинiсть розв’язку початкової крайової
задачi, почали активно вивчати в рамках теорiї атракторiв iз кiнця 90-х рокiв минулого
столiття [1 – 5]. Виявилося, що для широких класiв еволюцiйних об’єктiв за досить загаль-
них умов на параметри вдається встановити iснування у фазовому просторi компактної
рiвномiрно-притягуючої множини — глобального атрактора. Його стiйкiсть щодо збурень
вивчалась у роботах [6 – 13]. Теорiю стiйкостi вiд входу до стану (ISS), що характери-
зує вiдхилення розв’язкiв збуреної задачi вiд асимптотично стiйкого положення рiвноваги
[14 – 17], було застосовано до нескiнченновимiрних дисипативних систем iз нетривiальним
атрактором у роботах [18 – 20]. Зокрема, встановлено властивiсть локальної стiйкостi вiд
входу до стану (local ISS) i властивiсть асимптотичного пiдсилення (asymptotic gain, AG)
для напiвлiнiйних параболiчних i хвильових рiвнянь за умови коректностi Задачi Кошi.

У цiй статтi вперше одержано властивiсть AG для глобального атрактора динамiчної
системи без єдиностi (m-напiвпотоку), породженої розв’язками нелiнiйного хвильового
рiвняння з негладкою функцiєю взаємодiї.

Постановка задачi. В обмеженiй областi Ω ⊂ Rn, n ≥ 3, розглядаємо задачуytt + αyt −4y + f(y) = 0, t > 0,

y|∂Ω = 0,
(1)

де α > 0, f ∈ C(R),

∃c > 0 ∀s ∈ R |f(s)| ≤ c
(

1 + |s|
n
n−2

)
, (2)
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lim
s→∞

f(s)

s
> −λ1, (3)

де λ1 > 0 — перше власне число оператора −4 в H1
0 (Ω). Тодi вiдомо [7], що в фазовому

просторi X = H1
0 (Ω)×L2(Ω) задача (1) для кожного z0 =

(
y0

y1

)
∈ X має (можливо, неєди-

ний) розв’язок z(·) =

(
y(·)

yt(·)

)
∈ C([0,+∞);X), z(0) = z0, i всi розв’язки (1) породжують

багатозначний напiвпотiк (m-напiвпотiк) G : R+ ×X 7→ 2X

G(t, z0) =
{
z(t) | z(·) розв’язок (1), z(0) = z0

}
,

для якого в X iснує глобальний атрактор.
Означення 1 [3]. Нехай G — m-напiвпотiк, тобто

∀x ∈ X ∀t, s ≥ 0 G(0, x) = x, G(t+ s, x) ⊂ G(t, G(s, t)).

Компактна множина Θ ⊂ X називається глобальним атрактором G, якщо:
1) Θ ⊂ G(t,Θ) ∀t ≥ 0;
2) для будь-якої обмеженої множини B ⊂ X dist (G(t, B),Θ)→ 0, t→∞, де тут i далi

G(t, B) =
⋃
z∈B

G(t, z),

dist(A,B) = sup
z1∈A

inf
z2∈B

‖z1 − z2‖X .

Тепер розглянемо збурену задачуytt + αyt −4y + f(y) = h(x)u(t), t > 0,

y|∂Ω = 0,
(4)

де h ∈ L2(Ω), u ∈ L∞(0,+∞) — вхiдний (збурюючий) сигнал.
Позначимо

Su(t, 0, z0) = {z(t) | z(·) розв’язок (4), z(0) = z0}.

Основним результатом роботи є встановлення властивостi асимптотичного пiдсилення
(AG) вiдносно атрактора Θ незбуреної (u ≡ 0) системи [19]:

∃γ ∈ K ∀z0 ∈ X ∀u ∈ U ⊆ L∞(0,+∞) :

lim
t→∞

dist (Su(t, 0, z0),Θ) ≤ γ(‖u‖∞),

де U —деяка трансляцiйно iнварiантна множина вхiдних сигналiв, K—клас неперервних
монотонно зростаючих функцiй iз γ(0) = 0 [21], ‖u‖∞ = ess supt>0 |u(t)|.
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Робастна стiйкiсть i атрактори багатозначних напiвпотокiв. Нехай (X, ‖·‖X) —банахiв
простiр, R≥ = {(t, τ) | t ≥ τ ≥ 0}, Σ —довiльна трансляцiйно-iнварiантна множина, тобто

∀σ ∈ Σ ∀h ≥ 0 : σ(·+ h) ∈ Σ.

Означення 2 [6]. Сiм’я багатозначних вiдображень{
Sσ : R≥ ×X 7→ 2X

}
σ∈Σ

називається сiм’єю m-напiвпроцесiв, якщо

∀σ ∈ Σ ∀x ∈ X ∀t ≥ s ≥ τ ≥ 0 ∀h ≥ 0

Sσ(τ, τ, x) = x, Sσ(t, τ, x) ⊂ Sσ(t, s, Sσ(s, τ, x)),

Sσ(t+ h, τ + h, x) ⊂ Sσ(·+h)(t, τ, x).

Позначимо SΣ =
⋃
σ∈Σ Sσ.

Означення 3 [6]. Компактна множина ΘΣ ⊂ X називається рiвномiрним атрактором
{Sσ}σ∈Σ, якщо для будь-якої обмеженої множини B ⊂ X

dist (SΣ(t, 0, B),ΘΣ)→ 0, t→∞,

i ΘΣ є мiнiмальною у класi таких множин.
Зауваження 1. Якщо Σ = {0}, то для G(t, x) := S0(t, 0, x) маємо властивостi

G(0, x) = S0(0, 0, x) = x,

G(t+ s, x) = S0(t+ s, 0, x) ⊂ S0(t+ s, s, S0(s, 0, x)) ⊂ S0(t, 0, S0(s, 0, x)) =

= G(t, G(s, x)),

отже, G є m-напiвпотоком.
Наступна лема гарантує iснування рiвномiрного атрактора у {Sσ}σ∈Σ.
Лема 1 [6]. Нехай {Sσ}σ∈Σ — сiм’я m-напiвпроцесiв, Σ — трансляцiйно-iнварiантна

пiдмножина деякого метричного простору i виконуються умови:
1) iснує обмежена множина B0 ⊂ X така, що для будь-якої обмеженої множини B ⊂ X

iснує T = T (B) таке, що ∀t ≥ T SΣ(t, 0, B) ⊂ B0 ;
2) ∀{σn} ⊂ Σ ∀tn ↗∞ для будь-якої обмеженої послiдовностi {xn} ⊂ X послiдовнiсть

{ξn ∈ Sσn(tn, 0, xn)}n≥1 передкомпактна.
Тодi {Sσ}σ∈Σ має рiвномiрний атрактор ΘΣ.
Якщо, крiм того, виконується умова:
3) вiдображення Σ×X 3 (σ, x) 7→ Sσ(t, 0, x) ⊂ X має замкнений графiк,

то
ΘΣ ⊂ SΣ(t, 0,ΘΣ).

Зауваження 2. В умовi 1) можна вважати, що B0 = {x ∈ X | ‖x‖X ≤ R0}.
Зауваження 3. Для Σ = {0} умови 1) – 3) набувають вигляду
∀t ≥ T G(t, B) ⊂ B0;
кожна послiдовнiсть ξn ∈ G(tn, B) передкомпактна;
вiдображення x 7→ G(t, x) має замкнений графiк;

i гарантують [3], що Θ := Θ{0} — глобальний атрактор m-напiвпотоку G.
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Теорема 1. Нехай для кожного u ∈ U ⊂ L∞(R+) iснує трансляцiйно-iнварiантна мно-
жина Σ(u) така, що сiм’я m-напiвпроцесiв {Sσ}σ∈Σ(u) задовольняє умови 1) – 3) леми 1,

Σ(0) = {0} ∀u ∈ U, u ∈ Σ(u),

∀r0 > 0 iснує множина B0 така, що умова 1) леми 1 виконується ∀‖u‖∞ ≤ r0,

тобто

∃T = T (r0, B) ∀t ≥ T
⋃

‖u‖∞≤r0

SΣ(u)(t, 0, B) ⊂ B0, (5)

i, крiм того, виконуються умови:
1) множина ‖uk‖∞ → 0, tk →∞⇒ ξk ∈ SΣ(uk)(tk, 0, B0) передкомпактна;
2) ‖uk‖∞ → 0, xk → x, ξk ∈ SΣ(uk)(t, 0, xk), ξk → ξ ⇒ ξ ∈ S0(t, 0, x).
Тодi

∃γ ∈ K ∀x ∈ X ∀u ∈ U lim
t→∞

dist(Su(t, 0, x),Θ) ≤ γ(‖u‖∞).

Доведення. Спочатку доведемо, що

dist(ΘΣ(u),Θ)→ 0, ‖u‖∞ → 0. (6)

Нехай це не так. Тодi ∃uk → 0, ∃ε > 0, ∃zk ∈ ΘΣ(uk) такi, що dist(zk,Θ) ≥ ε. Згiдно з 1) по
пiдпослiдовностi zk → z. Дiйсно,

zk ∈ ΘΣ(uk) ⊂ SΣ(uk)(tk, 0,ΘΣ(uk)) ⊂ SΣ(uk)(tk, 0, B0).

Виберемо t > 0 так, щоб dist(G(t, B0),Θ) < ε. Тодi zk ∈ ΘΣ(uk) ⊂ SΣ(uk)(tk, 0,ΘΣ(uk)),
тобто ∃ηk ∈ ΘΣ(uk) ⊂ B0 таке, що zk ∈ SΣ(uk)(t, 0, ηk). Згiдно з 1) по пiдпослiдовностi
ηk → η ∈ B0. Тодi з 2)

zk → z ∈ G(t, η) ⊂ G(t, B0) ⊂ O ε
2
(Θ),

що суперечить припущенню.
Тепер для фiксованих u ∈ U, x ∈ X маємо

dist(Su(t, 0, x),Θ) ≤ dist(Su(t, 0, x), z) + dist(z,Θ).

Але Su(t, 0, x) ⊂ SΣ(u)(t, 0, x). Отже,

dist(Su(t, 0, x),Θ) ≤ dist(SΣ(u)(t, 0, x),ΘΣ(u)) + dist(ΘΣ(u),Θ).

З властивостi притягнення

lim
t→∞

dist(SΣ(u)(t, 0, x),ΘΣ(u)) = 0. (7)

Покладемо
γ0(s) := sup

‖u‖∞≤s
dist(ΘΣ(u),Θ).

Тодi
dist(ΘΣ(u),Θ) ≤ γ0(‖u‖∞).
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Функцiя γ0(s) набуває скiнченних значень для кожного s > 0. Дiйсно,

γ0(s) = lim
n→∞

dist(ΘΣ(un),Θ), ‖un‖∞ ≤ s.

Тодi згiдно з (5) iснує замкнена куля B = B(s) така, що ∀n ≥ 1 ΘΣ(un) ⊂ B.
Отже, γ0(s) ≤ dist (B,Θ) + 1 <∞.
Таким чином, γ0 : [0,+∞) → [0,+∞) неспадна, γ0(0) = 0 i, згiдно з (6), γ0(s) → 0,

s → 0. Тодi з [22] випливає iснування γ ∈ K такої, що ∀s ≥ 0 γ0(s) ≤ γ(s). Отже, згiдно
з (7)

∀u ∈ U ∀x ∈ X lim
t→∞

dist (Su(t, 0, x),Θ) ≤ γ(‖u‖∞).

Теорему 1 доведено.
Застосування до збуреного хвильового рiвняння. Розглядаємо збурену задачу (4). Пiд-

силимо умову (3) до такої: ∃c1, c2, c3 > 0 такi, що для F (s) :=

∫ s

0
f(p)dp для всiх s ∈ R

виконуються нерiвностi

F (s) ≥ −ms2 − c1, f(s)s− c2F (s) +ms2 ≥ c3, (8)

де m ∈ (0, λ1) достатньо мале.
За умов (2), (8) вiдомо [6], що ∀τ ≥ 0 ∀zτ ∈ X ∀u ∈ L2

loc(R+) задача (4) має при-
наймнi один розв’язок z ∈ C([τ,+∞);X) : z(τ) = zτ . Бiльш того, сiм’я вiдображень{
Su : R≥ ×X 7→ 2X

}
таких, що

Su(t, τ, zτ ) = {z(t) | z(·) розв’язок (4) i z(τ) = zτ}, (9)

породжує сiм’ю m-напiвпроцесiв для будь-якої трансляцiйно-iнварiантної U ⊂ L2
loc(R+).

Крiм того, для кожного розв’язку (4) z =

(
y
yt

)
справедлива оцiнка

‖yt(t)‖2L2 + ‖y(t)‖2H1
0
≤ c4

((
‖yt(τ)‖2L2 + ‖y(τ)‖

2n−2
n−2

H1
0

)
e−δ(t−τ)+

+ 1 +

t∫
τ

|u(p)|2e−δ(t−p)dp

)
∀t ≥ τ ≥ 0,

де c4 > 0, δ > 0 не залежать вiд z.
Зокрема, якщо

sup
t≥0

t+1∫
t

|u(p)|2dp <∞,

то

∀t ≥ τ ≥ 0 ‖z(t)‖2X ≤ c5

‖z(τ)‖
2n−2
n−2

X e−δ(t−τ) + 1 + sup
t≥0

t+1∫
t

|u(p)|2dp

. (10)
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Як U виберемо всi функцiї з L∞(R+), для яких

sup
t≥0

t+1∫
t

|u(s+ l)− u(s)|2 ds ≤ κ(|l|), (11)

де κ може залежати вiд u i κ(p)→ 0, p→ 0 + .

Вiдомо [6], що ∀u ∈ U множина

Σ(u) := clL2
loc
{u(·+ h) | h ≥ 0}

є трансляцiйно-iнварiантною, компактною в L2
loc(R+), u ∈ Σ(u), Σ(0) = {0} i, крiм того,

∀v ∈ Σ(u) sup
t≥0

t+1∫
t

|v(s)|2ds ≤ sup
t≥0

t+1∫
t

|u(s)|2ds ≤ ‖u‖2∞. (12)

При виконаннi (11) сiм’я m-напiвпроцесiв {Sv}v∈Σ(u), означена в (9), задовольняє умови
1) – 3) леми 1, а отже, має рiвномiрний атрактор ΘΣ(u). При цьому згiдно з (10) i (12)
виконується умова (5).

Теорема 2. Нехай параметри збуреної задачi (4) задовольняють умови (2), (8), (11). Тодi

∃γ ∈ K ∀z0 ∈ X ∀u ∈ U lim
t→∞

dist (Su(t, 0, z0),Θ) ≤ γ(‖u‖∞),

де Θ — глобальний атрактор незбуреної задачi (1).
Доведення. Перевiримо умови 1), 2) теореми 1. Нехай ‖uk‖∞ → 0, vk ∈ Σ(uk). Тодi

згiдно з (12) vk → 0 у L2
loc(R+). Якщо для t > 0, ξk ∈ Svk

(
t, 0, z0

k

)
, z0

k → z0, ξk → ξ, то
ξk = zk(t), де zk(·) — розв’язок (4) зi збуренням vk i початково заданим z0

k.

Для подальших мiркувань використаємо такий результат.

Лема 2 [23]. Нехай zk(·) =

(
yk(·)

ykt(·)

)
— розв’язки (4) з u = vk, zk(0) = z0

k, причому

для T > 0

vk → v слабко в L2(0, T ), z0
k → z0 слабко в X. (13)

Тодi по пiдпослiдовностi

yk → y в C
(
[0, T ];L2(Ω) ∩

(
H1

0 (Ω)
)
w

)
,

ykt → yt в C
(
[0, T ];H−1(Ω) ∩ (L2(Ω))w

)
,

де iндекс w означає простiр iз топологiєю слабкої збiжностi, z(·) =

(
y(·)

yt(·)

)
— розв’язок (4)

з u = v, z(0) = z0. Якщо збiжностi в (13) сильнi, то

zk → z в C([0, T ];X).
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Використовуючи цю лему, одержуємо

ξk = zk(t)→ ξ = z(t) ∈ S0(t, 0, z0),

що й означає виконання умови 2).
Тепер нехай vk → 0 в L2

loc(R+), tk ↗∞, ξk ∈ Svk
(
tk, 0, z

0
k

)
,
∥∥z0

k

∥∥
X
≤ r0.

Тодi по пiдпослiдовностi z0
k → z0 слабко в X.

Таким чином, ξk = zk(tk), zk(·) — розв’язок (4) з u = vk, zk(0) = z0
k.

З оцiнок (10), (12) виводимо, що ξk обмежена в X, отже, по пiдпослiдовностi

ξk → ξ слабко в X.

Бiльш того, можемо вибрати пiдпослiдовнiсть так, що

∀N ≥ 1 zk(tk −N)→ ξN слабко в X.

Крiм того, ∀t ≥ 0 для достатньо великих k маємо

zk(tk −N + t) ∈ Svk(tk −N + t, tk −N, zk(tk −N)) ⊂ Svk(·+tk−N)(t, 0, zk(tk −N)).

Покладемо v̄k(t) := vk(t+ tk −N). Тодi

∀T > 0

T∫
0

v̄k
2(t) dt =

T+tk−N∫
tk−N

v2
k(s) ds ≤ T sup

t≥0

t+1∫
t

v2
k(s) ds ≤ T‖uk‖2∞.

Отже, v̄k → 0 в L2
loc(R+). Тодi з леми 2 для z̄k(t) = zk(t+ tk −N) маємо

∀t ≥ 0 z̄k(t)→ z̄(t) слабко в X,

z̄(t) ∈ S0(t, 0, ξN ).

Зокрема,
z̄k(N) = ξk → z̄(N) = ξ слабко в X.

Вiдомо, що кожен розв’язок (4) z(·) задовольняє рiвнiсть

d

dt
I(z(t)) + αI(z(t)) = Hu(t, z(t)), (14)

де

I(z) =
1

2
‖yt‖2L2 +

1

2
‖Oy‖2L2 + (F (y), 1)L2 +

α

2
(yt, y)L2 ,

Hu(t, z) = α(F (y), 1)L2 −
α

2
(f(y), y)L2 +

α

2
u(t)(h, y)L2 + u(t)(h, yt)L2 .

Запишемо (14) для z̄k. Пiсля iнтегрування по [0, N ] одержуємо

I(ξk) = I(zk(tk −N))e−αN +

N∫
0

eα(p−N)Hv̄k(p, z̄k(p)) dp. (15)
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Оскiльки H1
0 (Ω) ⊂ L

2n
n−2 (Ω), то з оцiнки (10) та умови (2) випливає, що послiдовностi

{F (ȳk)}, {f(ȳk)ȳk} обмеженi в L
2n

2n−2 ((0, N)× Ω).

Тодi за Лемою Обена –Лiонса

∀N ≥ 0

N∫
0

eα(p−N)Hv̄k(p, z̄k(p))dp→
N∫

0

eα(p−N)H0(z̄(p))dp, k →∞,

де
H0(z̄) = α(F (ȳ), 1)− α

2
(f(ȳ), ȳ).

З оцiнки (10)

∃c6 > 0 ∀t ≥ 0 ∀k ≥ 1 |I(zk(t))| ≤ c6, (16)

де c6 не залежить вiд N.
Тодi з (15), (16) маємо

lim
k→∞

I(ξk) ≤ c6e
αN +

N∫
0

e−α(p−N)H0(z̄(p)) dp =

= c6e
−αN + I(ξ)− I(ξN )e−αN ≤ 2c6e

−αN + I(ξ).

Звiдси
lim
k→∞

1

2
‖ξk‖2X ≤ 2c6e

−αN +
1

2
‖ξ‖2X .

Переходячи в останнiй нерiвностi до границi при N →∞, отримуємо

lim
k→∞

‖ξk‖X ≤ ‖ξ‖X .

Враховуючи слабку збiжнiсть, одержуємо передкомпактнiсть {ξk} у X.
Теорему 2 доведено.
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