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We study the mathematical model of an abstract society in the form of a complex dynamical system with
a conflict interaction between its elements. New existence conditions for equilibrium (compromise) states
(fixed points) in the presence of a permanent environment influence are found. The main results concern
systems with three elements (players). In this case, we describe all equilibrium states, investigate their
stability depending on the parameter of external influence, and partially describe basins of attraction for
one-point attractors. Several computer examples are given.

Дослiджується математична модель абстрактного суспiльства у виглядi складної динамiчною си-
стеми з конфлiктною взаємодiєю мiж її елементами. Знайдено новi умови iснування рiвноважних
(компромiсних) станiв (fixed points) при наявностi постiйного впливу зовнiшнього середовища.
Основнi результати стосуються системи з трьома елементами (гравцями). У цьому випадку дано
опис усiх рiвноважних станiв, дослiджено їх стiйкiсть залежно вiд параметра зовнiшнього впливу
та частково описанi басейни притягання одноточкових атракторiв. Наведено ряд комп’ютерних
прикладiв.

1. Вступ. За означенням (див. [1 – 4], а також [5, 6]) динамiчна система конфлiкту (ДСК)
є складною динамiчною системою, яка описує змiни у часi розподiлiв двох або декiлькох
мiр µ, ν, . . . на спiльному просторi Ω пiд дiєю фiксованого закону конфлiктної взаємодiї
(нелiнiйного перетворення на просторi ймовiрнiсних мiр). Мiри µ, ν, . . . мають iнтерпре-
тацiю розподiлiв конкуруючих опонентiв на ресурсному просторi Ω. Отже, стани ДСК
складаються з двох (µt, νt) або декiлькох мiр, залежних вiд часу. Наявнiсть конфлiкту
математично означає, що носiї цих мiр у початковий момент часу µt=0 = µ, νt=0 = ν
перетинаються, supp(µ)

⋂
supp(ν) 6= ∅. Конфлiкт вичерпується, якщо асимптотично, при
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t→∞, мiри стають ортогональними: µt=∞ ⊥ νt=∞. Вiдповiднi граничнi розподiли опису-
ють рiвноважнi стани (нерухомi точки динамiчної системи). Встановлення умов iснування
всiх рiвноважних станiв, не обов’язково асимптотичних, є однiєю iз задач цiєї статтi.

Ранiше ми вже розглядали ряд ДСК як чисто абстрактних [7 – 14], так i модельних [15 –
18]. Наш пiдхiд має аналоги в таких публiкацiях, як [19 – 31], але iстотно вiдрiзняється
бiльш прозорою iнтерпретацiєю математичних побудов. Частково запропонований пiдхiд
перекликається з iдеологiєю, розвинутою ще в монографiї [32]. Варто вiдзначити, що у
випадку лише внутрiшнього конфлiкту (автономної системи) типовим результатом кон-
курентної боротьби є iснування єдиного переможця (winner take all). Принципово новим
результатом ефекту впливу зовнiшнього середовища є “виживання” початково слабшого.

Опишемо детальнiше нашi побудови. Тут, як i в [15 – 18], ми розглядаємо лише дискрет-
нi мiри, якi є стохастичними векторами µ = p, ν = r ∈ Rm1,+.

Нехай A = {ai}mi=1, 1 < m < ∞, є множиною подiбних елементiв (iндивiдiв) аб-
страктного конфлiктного суспiльства (соцiуму). Конфлiктнiсть означає наявнiсть альтер-
нативної конкурентної взаємодiї мiж iндивiдами ai за свiй соцiальний статус — енергiю
життєвого ресурсу. Для зручностi математичного моделювання, життєвий ресурс усiєї мно-
жини A ми нормуємо на 1. Тому енергетичний статус окремого iндивiда ai вимiрюється
невiд’ємним числом 0 ≤ pti ≤ 1, де t означає час. При цьому завжди

∑m

i=1
pti = 1.

Залежнiсть функцiй pti вiд часу задається унiверсальним законом конфлiктної взаємо-
дiї (див. далi формулу (2)). Еволюцiя pti визначається двома параметрами — початковим
значенням pi = pt=0

i i величиною зовнiшнього впливу bti, який можна тлумачити як енер-
гетичне пiдживлення. У цiй роботi ми розглядаємо найпростiшу ситуацiю, коли зовнiшнiй
вплив є постiйною величиною, 0 < bti = b < 1, однаковою для всiх iндивiдiв. I навiть у
такому випадку теорiя є досить нетривiальною.

Отже, стан системи A у кожен момент часу описується стохастичним вектором

pt =
(
pt1, . . . , p

t
m

)
, pt1 + . . .+ ptm = 1.

Покладаємо, що соцiум A є цiлком конфлiктним. Це означає, що для кожного iндивiда
ai його конкуруючим оточенням є множина всiх iнших iндивiдiв A⊥i := {ak}k 6=i. Вико-
нується принцип “кожен сам за себе i проти всiх”. Тому альтернативна енергiя умовного
конкурента для ai (позначимо її через rti ) визначається як середнє значення енергiй усiх
iндивiдiв iз оточення A⊥i . Отже,

rti =

∑
k 6=i

ptk

m− 1
.

Таким чином, виникає вектор енергiй конфлiктного оточення

rt =
{
rti
}m
i=1
, rti =

1− pti
m− 1

, rti ≥ 0,
m∑
i=1

rti = 1.

Еволюцiя станiв pt соцiуму A породжує динамiчну систему конфлiкту (ДСК) у дис-
кретному часi. Формально цю еволюцiю задає деяке нелiнiйне перетворення T у просторi
стохастичних векторiв Rm1,+,

T : pt −→ pt+1, t = 0, 1, . . . , (1)
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яке задають рiзницевi рiвняння у термiнах координат:

pt+1
i = Tpti :=

(
pti + b

)(
1− rti

)
zt

, p0i = pi, t = 0, 1, . . . , (2)

де параметр 0 < b < 1 позначає зовнiшнiй вплив, а zt — нормувальний знаменник.
Неважко показати, що zt =

∑
k

(
ptk + b

)
(1− rtk).

Якщо формулу (2) переписати у виглядi

pt+1
i =

pti
zt

+
b

zt
− ptir

t
i

zt
− brti

zt
,

то її доданки припускають таку iнтерпретацiю. А саме: першi два члени pti
zt

+
b

zt
можемо

розумiти як надбання додаткової ресурсної енергiї iндивiдом ai, зокрема, завдяки впливу
зовнiшнього середовища, а −p

t
ir
t
i

zt
− brti

zt
як втрати за один крок конфлiктної взаємодiї з

конкурентним оточенням, яке також має вплив зовнiшнього середовища.
2. Умови iснування рiвноважних станiв. Одна з основних задач нелiнiйної динамiки —

пошук рiвноважних станiв, якi вiдповiдають нерухомим точкам (fixed points). Ця задача
аналогiчна пошуку власних векторiв для операторiв у лiнiйному аналiзi.

Прямо з (2) випливає,що стохастичний вектор q ∈ Rm1,+, у якого всi координати однаковi
(qi = qk, i, k ∈ 1,m, позначимо цей вектор qC := (1/m, . . . , 1/m)), є нерухомим станом
ДСК при довiльному b. Цей стан ми називаємо тривiальним.

Для знаходження усiх iнших векторiв, координати яких є незмiнними при перетворен-
нi (2), перепишемо цю формулу в iншому виглядi. А саме, пiдставимо в (2) координати
ri = (1− pi)/(m− 1) вектора r. Тодi, пiсля спрощень, одержуємо систему рiвнянь

pt+1
i =

(
pti + b

)(
pti +m− 2

)
Lt + (m− 1)2b+m− 2

, t ≥ 0, i = 1,m, (3)

де

Lt =
∥∥pt∥∥2 =

m∑
k=1

ptk
2
.

Неважко знайти умови постiйностi вектора з Rm1,+ при вiдображеннi (3). А саме: стоха-
стичний вектор q ∈ Rm1,+, q = {q1, . . . , qm}, 0 ≤ qi ≤ 1, є нерухомою точкою (рiвноважним
станом) ДСК iз вiдображенням (3) тодi й лише тодi, коли його координати задовольняють
систему рiвнянь

(qi − qk)[qiqk − (m− 2)b] = 0, i, k = 1,m ∀i, k. (4)

Зрозумiло, що серед усiх рiвнянь у системi (4) незалежнi лише m − 1. Залишивши
рiвняння з i = 1 та k = 2, . . . ,m, одержуємо еквiвалентну систему

(q1 − qk)[q1qk − (m− 2)b] = 0, k = 2,m, q1 + . . .+ qm = 1. (5)

Вiдзначимо, що нерухомий вектор qC вiдповiдає ситуацiї, коли в (5) усi першi множни-
ки дорiвнюють нулю, q1 = qk. Тодi q1 = . . . = qm = 1/m.
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3. ДСК iз парою опонентiв, m = 2 . У випадку, коли стан ДСК описує вектор pt ∈ R2
1,+

iз двома координатами, pt =
(
pt1, p

t
2

)
, рiвняння (3) набувають вигляду

pt+1
i =

pti
(
pti + b

)
zt

, zt =
(
pt1
)2

+
(
pt2
)2

+ b, i = 1, 2.

Iз цих рiвнянь, розглядаючи спiввiдношення pt1/pt2, легко зрозумiти, що при будь-якому
b > 0 iснують тi ж самi рiвноважнi стани, що й при b = 0. А саме: два асимптотично
стiйкi, q∗1,0 = (1, 0), q∗0,1 = (0, 1), i один не стiйкий, q∗1/2,1/2 = (1/2, 1/2). При цьому
басейн притягання точки q∗1,0 складається з усiх векторiв p = (p1, p2) таких, що p1 > p2, а
басейном q∗0,1 є вектори p = (p1, p2) iз p1 < p2.

Ситуацiя змiнюється, якщо вплив середовища у кожного з опонентiв є рiзним. Тодi
рiвняння динамiки мають вигляд

pt+1
1 =

pt1
(
pt1 + b1

)
zt

, pt+1
2 =

pt2
(
pt2 + b2

)
zt

,

zt =
(
pt1
)2

+
(
pt2
)2

+ b1p
t
1 + b2p

t
2, 0 < b1, b2 ≤ 1.

(6)

Нескладно переконатися у справедливостi такого твердження.
Твердження 1. Для ДСК iз двома опонентами, якi згiдно з рiвняннями (6) мають рiзнi

зовнiшнi впливи, iснують три рiвноважнi стани: один нестiйкий

q∗ = (q1, q2), q1 =
1 + b2 − b1

2
, q1 =

1− b2 + b1
2

та два стiйкi
q∗1,0 = (1, 0), q∗0,1 = (0, 1),

iз басейнами притягання, якi складаються з векторiв p = (p1, p2) таких, що p1 > p2+b2−b1,
p1 < p2 + b2 − b1, вiдповiдно.

Отже, якою б не була перевага одного з опонентiв над другим у початковий момент часу,
скажiмо, p1 > p2, це не гарантує йому перемоги в конфлiктi. Дiйсно, згiдно з твердженням 1
вiн зазнає поразки, якщо зовнiшнiй вплив другого опонента задовольняє рiвняння b2+p2 >
> b1 + p1.

4. Рiвноважнi стани системи з трьома гравцями. Розглянемо детальнiше опис нерухомих
точок (рiвноважних станiв) ДСК iз трьома альтернативними опонентами при наявностi
постiйного зовнiшнього впливу b > 0.

У випадку m = 3 для знаходження незмiнних векторiв вiдображення T перепишемо
формули (3) у виглядi системи трьох рiвнянь

pt+1
i =

(
pti + b

)(
pti + 1

)
1 + Lt + 4b

, t ≥ 0, i = 1, 3, (7)

де

Lt =
∥∥pt∥∥2 =

3∑
k=1

ptk
2
.

Тепер згiдно з (5) для знаходження координат нерухомих векторiв достатньо розглянути
систему трьох рiвнянь

(q1 − q2)(q1q2 − b) = 0, (q1 − q3)(q1q3 − b) = 0, q1 + q2 + q3 = 1.
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Якщо q1−q2 = 0, q1−q3 = 0, то, очевидно, q2 = q3 й усi координати є однаковими. Зро-
зумiло, що вiдповiдний вектор, який ми позначаємо qC = (1/3, 1/3, 1/3), буде нерухомим
при будь-якому b (тривiальний рiвноважний стан).

Припустимо, що q1 6= q2, q1q2 = b, q1q3 = b. Тодi знову q2 = q3, а з q1q2 = b, q1 + 2q2 = 1
одержуємо квадратне рiвняння для q1: q21 − q1 + 2b = 0. Його розв’язки мають вигляд

q1,± =
1±D

2
, D = D(b) :=

√
1− 8b.

При b > 1/8 величина D(b) є уявною й вiдповiднi розв’язки не мають сенсу для нашої
задачi, тому ми їх не розглядаємо.

Коли ж b зростає вiд 0 до 1/8, тодi величина D(b) спадає вiд 1 до 0 . Виникає серiя
нерухомих векторiв, якi ми позначаємо q∗1,±, де iндекс 1 означає, що q2 = q3. Аналогiчнi
(симетричнi) серiї нерухомих векторiв q∗2,± i q∗3,± виникають при умовах q1 = q3 i
q1 = q2, коли вiдповiдно

q2,± =
1±D

2
, q3,± =

1±D
2

.

Наступна теорема мiстить опис усiх нерухомих векторiв i їхнiх координат для рiзних
значень параметра b у випадку системи з трьома гравцями.

Теорема 1. При всiх строго додатних значеннях параметра зовнiшнього впливу, b > 0, у
динамiчної системи, заданої рiвняннями (7), iснують рiвноважнi стани, яким вiдповiдають
окрiм qC нерухомi вектори q∗i,±, i ∈ 1, 3, iз простору R3

1,+. Їхня кiлькiсть, як i значення
координат, залежать вiд величини параметра b.

А саме: при 0 < b < 1/9 i 1/9 < b < 1/8 iснують сiм нерухомих векторiв

qC ,q∗1,± =

(
1±D

2
,
1∓D

4
,
1∓D

4

)
,

q∗2,± =

(
1∓D

4
,
1±D

2
,
1∓D

4

)
,

q∗3,± =

(
1∓D

4
,
1∓D

4
,
1±D

2

)
, D =

√
1− 8b.

При b = 1/9 динамiчна система має чотири нерухомi точки: одну тривiальну

qC = q∗i,−, i = 1, 3,

i три симетричнi

q∗1,+ = {2/3, 1/6, 1/6}, q∗2,+ = {1/6, 2/3, 1/6}, q∗3,+ = {1/6, 1/6, 2/3}.

При b = 1/8 iснують також чотири нерухомi точки

qC , q∗1 = {1/2, 1/4, 1/4}, q∗2 = {1/4, 1/2, 1/4}, q∗3 = {1/4, 1/4, 1/2},

де q∗i := q∗i,+ = q∗i,−, i = 1, 3,

Насамкiнець, при b > 1/8 система має єдину тривiальну нерухому точку qC = {1/3,
1/3, 1/3}.
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5. Питання стiйкостi рiвноважних станiв, m = 3 . Добре вiдомий метод дослiдження
стiйкостi рiвноважних станiв (див., наприклад, [25, 33, 34]) ґрунтується на обчисленнi
власних значень матрицi Якобi перетворення, яке генерує динамiчну систему в нерухо-
мiй точцi. За означенням нерухома точка буде асимптотично стiйкою, якщо модулi всiх
власних значень матрицi Якобi (позначимо їх µi ), обчисленої в цiй точцi, меншi за 1. Ви-
користовуємо цей метод для дослiдження асимптотичної стiйкостi точок, якi вiдповiдають
рiвноважним станам, наведеним у теоремi 1.

Ця динамiчна система генерується перетворенням (1), яке в термiнах координат зада-
ється однiєю й тiєю ж функцiєю

fi
(
pt1, p

t
2, p

t
3

)
=
(
pti + b

) 1 + pti

1 +
∑3

k=1
ptk

2
+ 4b

, i = 1, 3.

Тому матриця Якобi має вигляд J = {aij}3i,j=1 з елементами, визначеними за похiдними

aii =
∂fi
∂pi

=
1

z

[
(1 + pi) + (pi + b)

(
1− 2pi(1 + pi)

z

)]
,

aij =
∂fi
∂pj

= −2pj(1 + pi)(pi + b)

z2
,

де z = 1 +
∑3

k=1
pk

2 + 4b.

Пiдставляючи у формули для aii, aij координати фiксованого нерухомого вектора qC

або q∗i,± з теореми 1 з конкретним значенням параметра b, знаходимо явно елементи
матрицi Якобi. Для безпосереднього обчислення власних значень µi матрицi J ми ви-
користовували Scilab — пакет прикладних математичних програм (https://en.wikipedia.
org/wiki/Scilab).

Так, для вектора qC = {1/3, 1/3, 1/3} при значеннях b у границях 1/9 < b ≤ 1/8, а
також b > 1/8, модулi всiх власних значень матрицi J не перевищують 1 , |µi| < 1, i = 1, 3,
що забезпечує стiйкiсть вiдповiдного стану.

Таким же способом переконуємося, що при b ∈ (0, 1/8) нерухомi точки q∗i,+, i = 1, 2, 3,
будуть асимптотично стiйкими, а q∗i,−, i = 1, 2, 3, — нестiйкими.

Значення параметрiв b = 1/9, b = 1/8 є бiфуркацiйно критичними. В них iстотно
змiнюється топологiчний портрет системи. Так, при b = 1/8 модуль одного з власних
значень матрицi J у точках, вiдповiдних векторам q∗i,+, дорiвнює 1 :

µ1 = 0,6, µ2 = 0,8666667, µ3 = 1.

Тому цi точки будуть нестiйкими. При цьому ж значеннi b точка qC = {1/3, 1/3, 1/3}, як
вже зазначалося, буде асимптотично стiйкою, тому що для неї всi |µi| < 1, i = 1, 3.

При b = 1/9 симетричнi вiдносно перестановок координат нерухомi точки q∗1,+ =
= (2/3, 1/6, 1/6), q∗2,+ = (1/6, 2/3, 1/6), q∗3,+ = (1/6, 1/6, 2/3) є асимптотично стiйкими.
При тому q∗i,−, i = 1, 3, якi збiгаються з точкою qC , будуть нестiйкими.

Сформулюємо цi факти у виглядi такої теореми.
Теорема 2. При кожному значеннi параметра зовнiшнього впливу в границях 0 < b < 1/8,

за виключенням b = 1/9, iснує сiм рiвноважних станiв: qC , q∗i,±, i ∈ 1, 3. При цьому три
з них, q∗i,+, є стiйкими атракторами з рiзними басейнами притягання. Iншi три нерухомi
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а) б)

Рис. 1. (а) Розташування семи нерухомих точок у випадку, коли параметр зовнiшнього впливу не перевищує
першого бiфуркацiйного порогу, 0 < b < 1/9; (б) типова динамiка траєкторiй на симетричних басейнах
притягання.

а) б)

Рис. 2. Перший порiг бiфуркацiї, b1 = 1/9. (а) 3 рiвноважнi стани, q?
i,−, i = 1, 3, i qC стають тотожними;

(б) поведiнка траєкторiй суттєво змiнилась: у точки qC виникли басейни притягання у виглядi вiдрiзкiв
Bq∗

i,−
(див. (9)).

стани q∗i,− є нестiйкими, переважно вони є репелерами, але в них є й нетривiальнi басейни
притягання (див. рис. 1 – 3).

Вектор qC при 0 < b < 1/9 є чистим репелером (абсолютно нестiйким станом). У той
час, як при b = 1/9, коли з ним ототожнюються три вектори qi,−, у нього з’являється
деякий басейн притягання (див. рис. 2).

Отже, при b = 1/9 динамiчна система має три стiйкi рiвноважнi точки

q∗1,+ = {2/3, 1/6, 1/6}, q∗2,+ = {1/6, 2/3, 1/6}, q∗3,+ = {1/6, 1/6, 2/3},

та одну нестiйку: qC = q∗i,−, i ∈ 1, 3.

При b = 1/8 вектори qi,+ i qi,− стають тотожними. Їм вiдповiдають три нестiйкi
рiвноважнi стани, якi позначено через qi, i = 1, 2, 3. Вони розташованi на сепаратрисах, якi
подiляють простiр R3

+,1 на регiони притягання до qi та qC вiдповiдно (див. рис. 4).
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а) б)

Рис. 3. (а) У кожному з рiвноважних станiв q?
i,+, q?

i,−, i = 1, 3, є тiльки одна найбiльша координата qi,+,
qi,− > 1/3; (б) окрiм q?

i,+, точка qC стає атрактором, q?
i,− є повними репелерами.

а) б)

Рис. 4. Другий бiфуркацiйний порiг, b = b2 = 1/8. (а) Рiвноважнi стани q∗i,+ i q∗i,−, i = 1, 3, стають
тотожними i позначеннi через q∗i ; (б) точка qC залишається повним атрактором, а рiвноважнi стани
q∗i є нестiйкими i мають лише одностороннi басейни притягання.

Далi, в усiх трьох випадках, 1/9 < b < 1/8, b = 1/8, b > 1/8, вектор qC є одноточковим
атрактором iз рiзними басейнами притягання (див. рис. 3 – 5). При цьому при b > 1/8 вiн
залишається єдиним стiйким рiвноважним станом.

Iз наведених фактiв випливає, що значення параметра зовнiшнього впливу b = b1 = 1/9
є першим бiфуркацiйним порогом. При цьому фазовий портрет змiнюється таким чином.
Центральний нерухомий стан, заданий вектором qC , який був репелером при всiх b < 1/9,
частково стає атрактором, а при b > 1/9 — повним атрактором.

Бiльш того, при b1 = 1/9 чотири вектори стають тотожними, qC(b = 1/9) = q∗i,−(b =

= 1/9), i ∈ 1, 3, й утворюють один нестiйкий стан. При b > 1/9 вектори qC(b > 1/9) i
q∗i,−(b > 1/9) знову розходяться: qC(b > 1/9) стає атрактором, а q∗i,−(b > 1/9) продовжують
зближатися: q∗i,+(b > 1/9).

Значення параметра b = b2 = 1/8 є другим бiфуркацiйним порогом. При ньому
виникає лише чотири нерухомi точки. А саме: вектори q∗i,− i q∗i,+ ототожнюються i
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Рис. 5. При b > 1/8 iснує лише один стiйкий рiвноважний стан qC = {1/3, 1/3, 1/3} з басейном притягання
R3

+,1.

позначаються через qi, який має координати qi = 1/2, qk 6=i = 1/4. Вiдповiднi стани
є одностороннiми атракторами та одностороннiми репелерами. При b > 1/8 зазначе-
нi пари векторiв взаємно “анiгiлюються”. Залишається лише один тривiальний рiвно-
важний стан, qC = {1/3, 1/3, 1/3}, який є стiйким атрактором iз басейном притягання
BC(b > 1/8) = R3

+,1.
6. Опис басейнiв притягання рiвноважних станiв для системи з трьома гравцями. Питан-

ня про басейни притягання та зони вiдштовхування для рiвноважних станiв ДСК є одним
iз головних у теорiї динамiчних систем [33 – 35].

Для ДСК iз трьома гравцями при постiйному зовнiшньому впливi 0 < b iснує п’ять
режимiв поведiнки, що залежать вiд значення параметра b. Далi наведено детальний опис
цих режимiв.

1. При 0 < b < 1/9 iснує сiм рiвноважних станiв iз характеристиками, описаними в
такому твердженнi.

Твердження 2. Три рiвноважнi стани q∗i,+ = q∗i,+(0 < b < 1/9) є атракторами з басей-
нами притягання

Bq∗i,+
(0 < b < 1/9) =

{
p ∈ R3

+,1

∣∣ pi > pk, k 6= i
}
, i = 1, 3. (8)

При цьому i-й гравець досягає найвищого статусу в границях 2/3 < qi,+ < 1, а його конку-
ренти стають рiвними, qk,+ = qk′,+, i 6= k, k′, у границях 0 < qk,+ = qk′,+ < 1/6. Вектори
q∗i,− = q∗i,−(0 < b < 1/9), i = 1, 3, переважно є репелерами, але мають деякi басейни
притягання у виглядi напiввiдкритих вiдрiзкiв:

Bq∗i,−
(0 < b < 1/9) =

{
p ∈ R3

+,1

∣∣ pi ∈ [0, 1/3), pk = pk′ , k, k
′ 6= i

}
, i = 1, 3. (9)

Рiвноважний стан qC є повним одноточковим репелером (див. рис. 1).
Доведення. Длядоведення (8) зафiксуємо i, наприклад, покладемо i = 3, i припустимо,

що початковi координати впорядкованi: p1 ≤ p2 < p3 або p2 ≤ p1 < p3. Зрозумiло, що
цей порядок буде зберiгатися зi зростанням t. Далi розглянемо лише перший варiант
упорядкування i припустимо спочатку, що p1 = p2 < p3. Тодi, аналiзуючи рiзницю

dt+1
32 := pt+1

3 − pt+1
2 =

(
pt3 − pt2

)1 + pt3 + pt2 + b

1 + Lt + 4b
,
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переконаємося, що pt3 буде зростати чи спадати, залежно вiд розташування початкової
координати p3, пiд чи над значенням q3,+ (див. рис. 1). А саме, збiльшення dt32 = dt31 має
доводити зростання pt3 до q3,+, а зменшення dt32, вiдповiдно, спад pt3 до q3,+. Зрозумiло,
що поведiнка dt32 залежить вiд знака нерiвностi:

pt3 + pt2 ≷ Lt + 3b.

Позначимо pt3 через x. Тодi pt2 = 1/2(1− x) й остання нерiвнiсть набуває такого вигляду:

x2 − x+ 2b ≶ 0.

Оскiльки коренями рiвняння x2 − x + 2b = 0 є як раз координати q3,+ i q3,−, то для всiх
x > q3,+ виконується x2 − x+ 2b > 0, тобто pt3 + pt2 < Lt + 3b, що означає зменшення dt32
i збiжнiсть зверху pt3 до q3,+. Навпаки, якщо 1/3 < x < q3,+, то x2 − x + 2b < 0, тобто
pt3 + pt2 > Lt + 3b, що означає збiльшення рiзницi dt32 i доводить збiжнiсть знизу pt3 до q3,+.

Аналогiчнi мiркування, як неважко переконатися, справедливi й для випадку p1 6= p2,
тобто коли p1 < p2 < p3. Тодi для всiх точок p таких, що 1/3 < p3 < q3,+, будуть
виконуватися нерiвностi pt3 + pt2 > Lt + 3b, тому що на кожному кроцi їх можна записати
у виглядi pt3 +

(
1− pt3

)
/2 + δ > Ltδ + 3b, 0 < δ < 1/3, i скористатися вже встановленою

нерiвнiстю при p1 = p2, оскiльки Ltδ = Lt + 2δ2, де, очевидно, δ > 2δ2, а Lt має те ж
саме значення, що й при p1 = p2. Тому i в цьому випадку dt32 збiльшується з часом. Це
означає зменшення координати pt2, зростання pt3 i збiжнiсть pt до q∗3,+. Подiбним чином
проводиться доведення збiжностi pt до q∗3,+ у випадку q3,+ < p3 ≤ 1.

Iз доведених фактiв зокрема випливає, що три рiвноважнi стани q∗i,−, i = 1, 3, iз коор-
динатами 0 < qi,− < 1/3, 1/3 < qk 6=i = qk′ 6=i < 1/2, якi розташованi на вiдкритих вiдрiзках,
описаних у (9), є репелерами для всiх точок фазового трикутника, окрiм точок iз цих
вiдрiзкiв. А для доведення справедливостi (9) достатньо провести мiркування, аналогiчнi
проведеним вище, лише для випадку, коли p3 < p1 = p2.

Те, що вектор qC — одноточковий репелер, є логiчним висновком iз усiх попереднiх
фактiв. Це також пiдтверджується обчисленням власних значень матрицi Якобi (див. тео-
рему (2)).

2. Значення параметра b = 1/9 є першим бiфуркацiйним порогом, позначимо його
через b1. Iз семи попереднiх рiвноважних станiв, коли b < 1/9, залишається лише чотири
(див. рис. 2). Три з них, якi вiдповiдають векторам q∗i,+, є стiйкими атракторами. Їхнi
басейни притягання тi ж, що й у попередньому режимi поведiнки:

Bq∗i,+
(b1 = 1/9) = Bq∗i,+

(0 < b < 1/9).

Три вектори q∗i,−, i = 1, 2, 3, стають тотожними й збiгаються з центральною рiвноважною
точкою, тобто qC = q∗i,−, яка є репелером у всiх напрямках за виключенням трьох вiдрiзкiв
[pi, pk = pk′), 0 ≤ pi < 1/3, k, k′ 6= i. На цих вiдрiзках точка qC є атрактором.

Твердження 3. При b1 = 1/9 iснують чотири рiвноважнi стани:три з них, q∗i,+(b = 1/9),

i = 1, 3, з координатами qi,+ = 2/3, qk,+ = 1/6, k 6= i, є атракторами з басейнами
притягання вигляду (8), а четвертий стан, який вiдповiдає векторам qC = q∗i,−(b = 1/9), є
нестiйким (див. рис. 2). Вiн є репелером в усiх напрямках, окрiм множини (басейну притягання)
у виглядi об’єднання трьох вiдрiзкiв вигляду (9):

BqC (b1 = 1/9) =

3⋃
i=1

Bq∗i,−
(0 < b < 1/9) =

3⋃
i=1

R3
+,1�Bq∗i,+

(0 < b ≤ 1/9). (10)
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Доведення. Треба встановити лише справедливiсть (10), тобто те, що координата pti
на зазначених вiдрiзках завжди зростає. Для цього достатньо показати, що для pi < 1/3
виконується нерiвнiсть pt=1

i − pi > 0. Згiдно з (7) ця нерiвнiсть еквiвалентна такiй (де ми
перепозначили pi ≡ p):

I(p, b) := p2 + p+ pb+ b− p(1 + L+ 4b) > 0,

де L = 3/2p2 − p+ 1/2. Пiсля пiдстановки b = 1/9 отримуємо

I(p, 1/9) = −3/2p3 + 2p2 − 5/6p+ 1/3.

Тепер безпосередньо переконуємося, що для всiх p < 1/3, I(p, 1/9) > 0.

Зазначимо, що I(p, 1/9) > 0 i при 1/3 < p < 2/3. Тому й у цьому випадку координати
pti зростають. Але якщо 2/3 < p < 1, то I(p, 1/9) < 0. Тодi цi ж координати будуть спадати,
адже точки q∗i,+ є атракторами. Звичайно I(1/3, 1/9) = 0 = I(2/3, 1/9), оскiльки точки
q∗i,+, q

C є нерухомими.
3. При 1/9 < b < 1/8 знову виникає сiм’я рiвноважних станiв (див. рис. 3). Вектори

q∗i,+ = q∗i,+(1/9 < b < 1/8) продовжують бути атракторами, але їхнi басейни притягання
зменшуються. Центральна точка qC(1/9 < b < 1/8) стає повним атрактором iз басейном
притягання, вiддiленим трьома кривими лiнiями (сепаратрисами) вiд басейнiв трьох точок
q∗i,+. Нерухомi точки q∗i,−(1/9 < b < 1/8) розташованi на цих сепаратрисах. Поведiнка
траєкторiй ДСК у цьому випадку визначається твердженням, у якому, без зменшення
загальностi, покладається i = 3.

Твердження 4. Якщо p1 ≤ p2 < p3 або p2 ≤ p1 < p3, то при всiх b > 1/9 маємо∣∣pt2 − pt1∣∣→ 0, t→∞.

Доведення. Достатньо розглянути випадок p1 < p2 < p3. При всiх 1/9 ≥ b > 0 одер-
жуємо

pt+1
2 − pt+1

1 = (p2 − p1)
t∏

τ=1

kτ1,2, kτ1,2 :=
1 + pτ1 + pτ2 + b

1 + Lt + 4b
, t ≥ 0, (11)

де Lt > 1/3. Оскiльки b > 1/9, то, записуючи b = 1/9 + δ/3 з деяким δ > 0 i використову-
ючи (11), можемо стверджувати, що

Lt + 3b > 2/3 + δ ∀t.

Враховуючи, що pt1 + pt2 < 2/3, тому що pt3 > 1/3, знаходимо, що всi kτ1,2 < 1 − δ′, де
0 < δ′ < δ. Тому

∏t

τ=1
kτ1,2 → 0, t→ 0. Отже,

lim
t→∞

pt1 = lim
t→∞

pt2,

що й закiнчує доведення.
4. Другий порiг бiфуркацiйної поведiнкиДСК iз трьома гравцями виникає при значеннi

параметра зовнiшнього впливу b = b2 = 1/8 (див. рис. 4).
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Твердження 5. При b = b2 = 1/8 залишаються чотири рiвноважнi стани: центральний,
qC(b = 1/8), i три симетричних, q∗i := q∗i,+(b = 1/8) = q∗i,−(b = 1/8), i ∈ 1, 3, з координа-
тами qi = 1/2, qk 6=i = qk′ 6=i = 1/4. При цьому qC є стiйким одноточковим атрактором,
а q∗i є атракторами лише зi сторони бiльшої координати та репелерами з протилежної
сторони. Простiр R3

+,1 дiлиться на чотири басейни притягання: BqC i Bq∗i
, де

BqC = BqC (b = 1/8) :=
3⋃
i

{
p ∈ R3

+,1

∣∣ pk, pk′ < pi, k, k
′ 6= i, pti → 1/3, t→∞

}
,

а

Bq∗i
=
{
p ∈ R3

+,1

∣∣ pi > 1/2 + ε2(pk, pk′)
}

(12)

з функцiєю сепаратриси 0 ≤ ε2(pk, pk′) < 1/2.

Доведення. Покажемо, що кожна точка p ∈ R3
1,+ належить одному iз зазначених ба-

сейнiв притягання. Це випливає з того, що для довiльної точки p ∈ R3
1,+�qC її найбiльша

координата або нерухома, або спадає зi зростанням t. Припустимо, не зменшуючи загаль-
ностi, що для початкового вектора його координати впорядкованi, p1 ≤ p2 < p3. Тодi треба
переконатися, що pt+1

3 − pt3 < 0 для всiх t. Дiйсно, згiдно з (7) одержуємо

pt+1
3 − pt3 = 1/zt

[
pt3

2
+ b
(
1 + pt3

)
− pt3

(
Lt + 4b

)]
,

де zt = 1 + Lt + 4b. Покажемо, що чисельник у останньому виразi завжди вiд’ємний. Iз
цiєю метою введемо позначення

εt := pt2 − pt1.

Тодi з рiвностi 1 = pt1 + pt2 + pt3 випливає справедливiсть зображень

pt1 = 1/2
(
1− pt3 − εt

)
, pt2 = 1/2

(
1− pt3 + εt

)
,

а також

Lt = 3/2
(
pt3
)2 − pt3 + 1/2 +

(
εt
)2

2
. (13)

Використовуючи (13), маємо(
pt3
)2

+ b
(
1 + pt3

)
− pt3

(
Lt + 4b

)
=

= pt3
2

+ b
(
1 + pt3

)
− pt3

(
3/2pt3

2 − pt3 + 1/2 + εt
2
/2 + 4b

)
.

Пiдставляючи b = 1/8, знаходимо(
pt3
)2

+ 1/8 + pt3/8− pt3
(
Lt + 1/2

)
= −3/2pt3

3
+ 2pt3

2 − 7/8pt3 + 1/8−
(
εt
)2
/2pt3 =

= −(p3 − 1/2)3 − 1/2p3(p3 − 1/2)2 − εt
2

2
pt3 =
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= −(p3 − 1/2)2(3/2p3 − 1/2)− εt
2

2
pt3 < 0,

оскiльки зрозумiло, що pt3 > 1/3. Це доводить спадання найбiльшої координати (у цьому
випадку це pt3 ) при b = 1/8.

При цьому якщо p1 ≤ p2 < p3 ≤ 1/2, то з необхiднiстю pt → qC . Щоб це довести,
достатньо переконатися, що рiзниця pt3 − pt1 збiгається до нуля. Тобто, що

pt+1
3 − pt+1

1 = (p3 − p1)
t∏

τ=1

1 + pτ1 + pτ3 + 1/8

1 + Lτ + 1/2
→ 0, t→∞.

Це справджується, оскiльки kτ1,3 =
1 + pτ1 + pτ3 + 1/8

1 + Lτ + 1/2
< 1− δ′ для деякого δ′ > 0. Останнє

випливає з того, що

pτ1 + pτ3 − Lτ − 3/8 = 1/2pτ3 + 1/8− Lτ − ετ/2 < −δ′ − ετ/2 < 0,

де ми використали введенi вище зображення pτ1 = 1/2(1− pτ3 − ετ ), pτ3 = 1/2 − δτ , 0 <
< δτ < δ < 1/6, а також той факт, що величина −Lt набуває мiнiмального значення, коли
pτ1 = 1/4, pτ2 = 1/4 + δτ . Враховуючи тепер твердження 4, робимо висновок, що рiзниця
мiж усiма трьома координатами прямує до 0.

Отже, limt→∞ p
t
i = 1/3, i ∈ 1, 3. Тому pt → qC .

Насправдi, pt → qC i для деяких векторiв, у яких координата p3 = 1/2 + ε2, де функцiя
ε2(p1, p2) певним чином залежить вiд p1, p2. Зокрема, якщо p1 = 0, то, як легко переко-
натися безпосередньо, при p2 = 1/34 вже на першому кроцi координата p13 = 1/2. Тому
траєкторiя з цiєї початкової точки буде збiгатися до qC . Знайти залежнiсть ε2(p1, p2) вiд
p1, p2 не так просто. Фактично ця залежнiсть визначає сепаратрису, яка подiляє басейни
притягання нерухомих точок q∗i=3 i qC . Зрозумiло, що траєкторiя pt буде збiгатися до
точки q∗3, лише якщо початкова координата p3 > 1/2 + ε2(p1, p2).

5. При b > 1/8 всi траєкторiї ДСК з m = 3, якi починаються з довiльної точки p ∈ R3
+,1,

збiгаються до єдиного рiвноважного стану qC = {1/3, 1/3, 1/3} (див. рис. 5). Це випливає
з наступного твердження.

Твердження 6. При b > 1/8 три координати pti, i ∈ 1, 3, мають однаковi границi:

lim
t→∞

pti = p∞i = 1/3.

Доведення. Достатньо показати, що границi мiж усiма координатами збiгаються до
нуля. Не зменшуючи загальностi, покладаємо, що p1 ≤ p2 < p3. Тодi треба довести, що
pt3 − pt1 → 0, t→∞. Згiдно з (7)

pt3 − pt1 = (p3 − p1)
t−1∏
τ=1

kτ1,3, kτ1,3 =
1 + pτ1 + pτ3 + b

1 + Lτ + 4b
.

Покажемо, що для всiх τ виконуються строгi нерiвностi Lτ + 3b > pτ1 + pτ3 . Бiльш того,

Lτ − pτ1 − pτ3 + 3b > δ, δ > 0 ∀τ.
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Щоб це довести, скористаємося справедливiстю зображень, якi випливають з рiвностi
1 = pτ1 + pτ2 + pτ3 :

pτ1 = 1/2(1− pτ3 − ετ ), pτ2 = 1/2(1− pτ3 + ετ ),

Lτ = 3/2(pτ3)2 − pτ3 + 1/2 +
(ετ )2

2
,

де введено позначення ετ := pτ2 − pτ1 . Тодi одержуємо

Lτ − pτ1 − pτ3 + 3b = 3/2(pτ3)2 − 3/2pτ3 + (ετ )2/2 + ετ/2 + 3b.

Пiдставляючи b = 1/8 + δ/3 з довiльним δ > 0, одержуємо, що дiйсно

Lτ − pτ1 − pτ3 + 3b = 3/2(pτ3 − 1/4)2 + (ετ )2/2 + ετ/2 > δ.

Звiдси випливає, що завжди kτ1,3 < 1 − δ′, 0 < δ′ < δ. Тому
∏t−1

τ=1
kτ1,3 → 0, t → 0. Отже,

границi векторiв pt1 є pt3 однаковими, тому завдяки p1 ≤ p2 < p3 робимо висновок, що

lim
t→0

pti = 1/3, i ∈ 1, 3.

Об’єднуючи всi попереднi результати, сформулюємо таку теорему.
Теорема 3. Залежно вiд значення параметра зовнiшнього впливу b > 0 поведiнка ДСК iз

трьома гравцями демонструє такi п’ять режимiв:
1. При 0 < b < 1/9 нерухомi точки q∗i,+, i ∈ 1, 3, є одноточковими атракторами з

басейнами притягання вигляду (8). Стани, яким вiдповiдають вектори q∗i,−, є репелерами
лише частково, тому що мають басейни притягання у виглядi напiввiдкритих вiдрiзкiв
вигляду (9). Центральний рiвноважний стан qC є повним репелером (див. рис. 1).

2. Значення b = b1 = 1/9 є першим бiфуркацiйним порогом. Чотири вектори qC , q∗i,−, i ∈
∈ 1, 3, стають тотожними й утворюють один нестiйкий рiвноважний стан, який переваж-
но є репелером, але має басейн притягання у виглядi об’єднання трьох множин (10). Точки
q∗i,+ залишаються стiйкими атракторами з попереднiми басейнами притягання вигляду (8)
(див. рис. 2).

3. При значеннях параметра зовнiшнього впливу в границях 1/9 < b < 1/8 iснує знову сiм
рiвноважних станiв q∗i,+, q∗i,−, i ∈ 1, 3, i qC (див. рис. 3). При цьому, басейни притягання
векторiв q∗i,+ звужуються:

Bq∗i,+
(1/9 < b < 1/8) =

{
p ∈ R3

+,1

∣∣ pi > qi,− + ε1(pk, pk′), k, k
′ 6= i

}
,

тут функцiя ε1(pk, pk′) задає сепаратриси мiж басейнами притягання точок q∗i,+ i qC .

Вектори q∗i,− стають повними репелерами. Вектор qC перетворюється на одноточковий
атрактор iз нетривiальним басейном притягання:

BqC (1/9 < b < 1/8) = R3
+,1�

3⋃
i=1

Bq∗i,+
(1/9 < b < 1/8).
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4. Значення параметра b = b2 = 1/8 є другим бiфуркацiйним порогом. Iз попереднiх семи
нерухомих точок залишаються лише чотири: qC i q∗i := q∗i,+(b = 1/8) = q∗i,−(b = 1/8),

i ∈ 1, 3, з координатами qi = 1/2, qk = qk′ = 1/4 (див. рис. 4). При цьому точки q∗i є
нестiйкими (одностороннiми) атракторами з басейнами притягання вигляду (12), а точка
qC(b = 1/8) є асимптотично стiйким атрактором iз басейном вигляду

BqC (b = 1/8) = R3
+,1�

3⋃
i=1

Bq∗i
.

5. При b > 1/8 iснує лише один рiвноважний стан заданий вектором qC(b > 1/8) =
= {1/3, 1/3, 1/3} (див. рис. 5). Вiн є стiйким атрактором iз басейном притягання, який
складається з множини всiх стохастичних векторiв

BqC (b > 1/8) = R3
+,1.

7. Якiсний аналiз результатiв. Iз погляду можливих застосувань наведенi вище матема-
тичнi результати про поведiнку ДСК iз рiзними значеннями величини зовнiшнього впливу
потребують якiсного аналiзу.

Фактично ми дослiджуємо ДСК, у яких проявляється зiткнення двох протилежних тен-
денцiй: вiдштовхування мiж iндивiдами як прояв конкурентної боротьби, та притягання,
обумовлене зовнiшнiм надходженням, яке можна iнтерпретувати як постiйний прибуток,
що нiвелює переваги гравцiв. Математично цi тенденцiї задають рiзнi рiзницевi рiвняння:

pt+1
i =

pti(1− rti)
zt

(14)

i

pt+1
i =

pti + b

zt
, b > 0, (15)

об’єднанi в одну формулу (2), яка при m = 3 набуває вигляду (7). Вiдзначимо, що у
загальному випадку, коли кiлькiсть гравцiв m довiльна, ДСК iз взаємодiєю (7) неминуче
розпадається на двi частини, аналогiчнi тим, якi дослiджуються в роботi [35]. При цьому
рiвноважнi стани (нерухомi точки) для динамiк, заданих формулами (14) i (15), мають
рiзний змiст.

Так, у випадку конфлiктної взаємодiї чистого вiдштовхування (формула (14)) типовим
результатом є збiжнiсть траєкторiй ДСК до стiйкого нерухомого стану вигляду (0, 0, 1) iз
однiєю ненульовою координатою. Перемагає єдиний гравець iз найбiльшим початковим
статусом. При цьому пара iнших гравцiв програють повнiстю, тобто ptk → 0, k 6= 3, t→∞
(вiдповiдна теорiя i модельнi приклади розвинено в [16], див. також [17]).

Навпаки, якщо динамiка залежить лише вiд додатного зовнiшнього впливу (форму-
ла (15)), то неважко показати, що для будь-якої початкової точки p ∈ R3

+,1 траєкторiя
ДСК збiгається до стiйкого рiвноважного стану, заданого центральним вектором qC =
= (1/3, 1/3, 1/3), тобто pti → 1/3 ∀i ∈ 1, 3, t → ∞. Цей результат має просту наочну
iнтерпретацiю: постiйне зовнiшнє надходження без конкурентної боротьби вирiвнює стар-
товi переваги гравцiв.

У формулах (2), (7) цi двi протилежнi тенденцiї стають суперечливими, динамiку вирiв-
нювання переваг, обумовлену постiйним “прибутком” за формулою (15), заперечує процес
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зростання координат iз бiльшими початковими значеннями й одночасним спаданням коор-
динат iз меншими початковими значеннями згiдно з формулою (14) (детальнiше про таку
поведiнку для довiльної кiлькостi координат див. [1, 4 – 6]).

Чи можливий компромiс мiж цими тенденцiями? Одержанi вище результати показу-
ють, що рiвноважнi стани iснують i в такiй ситуацiї, але їхня кiлькiсть i характеристики
стiйкостi (зокрема, її повної вiдсутностi) суттєво залежать вiд величини параметра зовнi-
шнього впливу b.

У цiй роботi показано, що для динамiчних систем iз трьома гравцями виникають стiйкi
рiвноважнi стани двох типiв. При вiдносно невеликих зовнiшнiх впливах 0 < b < 1/8 це
стани q∗i,+, коли стартову перевагу має лише один гравець, i стан qC , який є стiйким
атрактором при достатньо великих значеннях параметра b > 1/9. Точнiше, стани q∗i,+ є
стiйкими в режимах 1 та 2 при 0 < b ≤ 1/9, коли qk,+, qk′,+ < 1/3 < qi,+ ≤ 1, i в режимi 3
при 1/9 < b < 1/8, коли qk,+, qk′,+ < 1/2 < qi,+ ≤ 1. А стан qC є стiйким в усiх режимах
окрiм перших двох, коли вплив вiдносно малий.

Iншi рiвноважнi стани, позначенi через q∗i,−, завжди є нестiйкими. Для них у перших
двох режимах виконуються нерiвностi qi,− < 1/3 ≤ qk,− + qk′,− i qi,− < 1/2 ≤ qk,− + qk′,−.
З цього випливає, що сумарна стартова перевага двох рiвних гравцiв унеможливлює стiй-
кiсть рiвноважного стану. При найменшому збуреннi така рiвновага швидко порушується
i траєкторiя збiгається до стану, в якому перевагу має лише один iз гравцiв, або до стану,
коли всi рiвнi. Такий природний принцип конфлiктної динамiки — перевага двох рiвних є
нестiйкою.

Варто зауважити, що окрiм виявлених двох бiфуркацiйних порогiв параметра зовнiш-
нього впливу b1 = 1/9 i b2 = 1/8 його нульове значення, b = 0, також можна вважати
бiфуркацiйним порогом. Адже при переходi вiд ДСК, генерованих рiвняннями (14), до
динамiки з будь-якими ненульовими b одноточковi атрактори типу (0, 0, 1) (вершини фа-
зового трикутника) зникають, точнiше, вони зсуваються в точки вигляду q∗i,+, у яких усi
координати є ненульовими. Звичайно, i в цьому станi iстотну перевагу має лише один
гравець, qi,+ ≥ 2/3, але вiн не є абсолютним переможцем, тому що обидва iншi гравцi ви-
живають, qk,+ = qk′,+ > 0. Окрiм цього, з’являється можливiсть подiлити ресурс за iншим
правилом, що вiдповiдає точкам q∗i,−. При цьому з’являється один гравець, який програє,
qi,+ ≤ 1/3, i двоє, якi перемагають у сумi, qk,+ + qk′,+ ≥ 2/3, при умовi, що вони рiвнi.
Такий стан дуже нестiйкий, порушення рiвностi qk,+ = qk′,+ неминуче веде до одноосiбної
переваги одного з них.

Центральний рiвноважний стан qC є нестiйким репелером при всiх 0 ≤ b < 1/9. Але
при пороговому бiфуркацiйному значеннi, b1 = 1/9, цей стан починає притягувати траєк-
торiї, якi стартують iз точок iз рiвними координатами, наприклад, p1 = p2, при додатковiй
умовi, що цi координати в сумi мають iстотну перевагу над третiм гравцем: p1 + p2 > 2/3,
p3 < 1/3. А при b > 1/9 ця властивiсть стану qC рiзко посилюється, вiн повнiстю стає
атрактором iз нетривiальним басейном, який збiльшується при зростаннi параметра b. I
вже при b > 1/8 цей стан залишається єдиним рiвноважним. Цей факт припускає таку
iнтерпретацiю: конкуренцiя мiж опонентами втрачає сенс при достатньо великому при-
бутку.

Iснує ряд iнших цiкавих ефектiв, породжених зiткненням двох протилежних тенденцiй
у об’єднанiй взаємодiї вiдштовхування та притягання, якi неможливо вiдобразити форму-
лами, але вони проявляються при комп’ютерному моделюваннi.
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Рис. 6. При усiх значеннях 0 < b < 1/8 кожному стiйкому рiвноважному стану q∗3,+(b) з координатами
0 < q1,+ + q2,+ < 1/2 < q3,+ вiдповiдає симетрично розташований нестiйкий рiвноважний стан q∗3,−
з координатами 0 < q3,− < 1/2 < q1,− + q2,−. Зокрема, при b = b1 = 1/9 стану q∗3,+ з координатою
q3,+ = 2/3 симетрично вiдповiдає стан q∗3,− = qC з q3,− = 1/3, а при b = b2 = 1/8 координати
q3,+ = q3,− = 1/2 i стани q∗3,+ та q∗3,− ототожнюються з q∗3(b2).

Нарештi вiдзначимо, динамiчна система, задана рiвняннями (7), є симетричною вiд-
носно перестановок координат, оскiльки параметр b є незалежним вiд координат. Тому
аналiз властивостей рiвноважних станiв систематично зводили до ситуацiї, коли коорди-
нати початкової точки впорядкованi: p1 ≤ p2 < p3 або p2 ≤ p1 ≤ p3. Якщо обмежитися
лише цим випадком (див. рис. 6), то можна виявити ще одну геометричну симетрiю роз-
ташування рiвноважних станiв q∗i,+ i q∗i,− вiдносно значення 1/2 при змiнi параметра b.
Звичайно, виявленi симетрiї будуть втраченi, якщо b замiнити на bi, тобто коли у гравцiв
зовнiшнi впливи будуть рiзними. Зрозумiло, що в такому випадку аналiз рiвноважних ста-
нiв стає значно складнiшою задачею, хоча саме такого типу моделi є бiльш реальними у
застосуваннях. I ще бiльш складнi задачi виникають, якщо параметр зовнiшнього впливу
стає залежним вiд часу, наприклад, перiодично, як це вiдбувається в моделях, близьких чи
подiбних до систем фазових осциляторiв або нейронних мереж [36 – 38].
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