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We study two-symbol numeral system with two bases having different signs g0 =
1

2
and g1 =  - 1

2
, which

is an analogue of the binary and nega-binary numeral systems. We prove that the new system also has zero
redundancy, namely, an arbitrary number x \in 

\biggl[ 
0;

1

2

\biggr] 
has at most two expansions in a series

x = g\alpha 1
+

\infty \sum 
k=2

\Biggl( 
\alpha kg1 - \alpha k

k - 1\prod 
i=1

g\alpha i

\Biggr) 
= g\alpha 1

+

\infty \sum 
k=2

\biggl( 
\alpha k

( - 2)\alpha 1+...+\alpha k2k - (\alpha 1+...+\alpha k)

\biggr) 
= \Delta G

\alpha 1\alpha n...,

where \alpha k \in A = \{ 0; 1\} , moreover, there exists only a countable everywhere dense set in
\biggl[ 
0;

1

2

\biggr] 
(of

so-called G-binary) numbers that have two expansions \Delta G
\alpha 1...\alpha n01(0)

= \Delta G
\alpha 1...\alpha n11(0)

.

We describe the geometry of this representation (properties of cylinder and tail sets), establish a
connection with the classical binary representation, i.e., formulas for transition from one representation
to another are offered. Structural, variational, integral, and fractal properties of the projection of the
G-representation of numbers to classical binary representation, i.e., the function defined by the equality
p(x = \Delta G

\alpha 1\alpha 2...\alpha n...) = \Delta 2
0\alpha 1\alpha 2...\alpha n..., are studied. It is proved that the projection continuous at G-unary

points and discontinuous at G-binary points is a function of unbounded variation and has a self-similar
graph.

Вивчається двосимвольна система числення з двома рiзнознаковими основами g0 =
1

2
i g1 =  - 1

2
,

яка є аналогом двiйкової та нега-двiйкової систем числення. Доведено, що нова система теж має
нульову надлишковiсть, а саме: довiльне число x \in 

\biggl[ 
0;

1

2

\biggr] 
має не бiльше двох розкладiв у ряд

x = g\alpha 1
+

\infty \sum 
k=2

\Biggl( 
\alpha kg1 - \alpha k

k - 1\prod 
i=1

g\alpha i

\Biggr) 
= g\alpha 1

+

\infty \sum 
k=2

\biggl( 
\alpha k

( - 2)\alpha 1+...+\alpha k2k - (\alpha 1+...+\alpha k)

\biggr) 
= \Delta G

\alpha 1...\alpha n...,
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де \alpha k \in A = \{ 0; 1\} , причому iснує лише злiченна всюди щiльна в
\biggl[ 
0;

1

2

\biggr] 
множина (так званих

G-бiнарних) чисел, якi мають два зображення: \Delta G
\alpha 1...\alpha n01(0)

= \Delta G
\alpha 1...\alpha n11(0)

.

Описано геометрiю цього зображення (властивостi цилiндричних i хвостових множин), встанов-
лено зв’язок iз класичним двiйковим зображенням, а саме: наведено формули переходу вiд одного
зображення до iншого.

Розглянуто структурнi, варiацiйнi, iнтегральнi та фрактальнi властивостi проєктора
G-зображення чисел у класичне двiйкове зображення, тобто функцiї, означеної рiвнiстю p(x =
= \Delta G

\alpha 1\alpha 2...\alpha n...) = \Delta 2
0\alpha 1\alpha 2...\alpha n.... Доведено, що проєктор, неперервний у G-унарних точках i розрив-

ний у G-бiнарних точках, є функцiєю необмеженої варiацiї i має самоподiбний графiк.

1. Вступ. У двосимвольнiй системi кодування дiйсних чисел засобами алфавiту A = \{ 0; 1\} 
моделлю числа x є послiдовнiсть (\alpha n) \in L \equiv A\times A\times . . . . Iснує багато рiзних двосимволь-
них систем зображення чисел i їхнiх рiзнопланових застосувань [1 – 3], зокрема для кон-
струювання локально складних математичних об’єктiв (числових множин, функцiй, мiр,
динамiчних систем тощо) з фрактальними властивостями. Завдяки мiнiмальностi (двосим-
вольностi) алфавiту такi системи заслуговують окремої уваги.

У [4] обґрунтовано розклад довiльного числа x \in [0; g0], де g0 — фiксоване число з
iнтервалу

\biggl( 
1

2
; 1

\biggr] 
, у ряд

x = \alpha 1g1 - \alpha 1 +
\infty \sum 
k=2

\Biggl( 
\alpha kg1 - \alpha k

k - 1\prod 
i=1

g\alpha i

\Biggr) 
\equiv \Delta G2

\alpha 1\alpha 2...\alpha n...,

де g1 = g0  - 1, який задає двосимвольне кодування \Delta G2
\alpha 1\alpha 2...\alpha n... числа x, назване G2 -

зображенням [5]. Ця система зображення чисел має двi рiзнознаковi основи g0 i g1,

оскiльки виконується рiвнiсть
\prod m

i=1
g\alpha i = g\alpha 1+...+\alpha m

1 g
m - (\alpha 1+...+\alpha m)
0 . Залишився поза ува-

гою випадок g0 =
1

2
, який здавався ранiше неможливим, а недосконалiстю конструкцiї

G2 -зображення було те, що розглядалося зображення чисел не вiдрiзка [0; 1], а лише його
частини.

Випадок g0 =
1

2
є унiкальним сам по собi i заслуговує окремої уваги, оскiльки вiн

приводить до аналогу двiйкового та нега-двiйкового зображень чисел [6] i в сiм’ї всiх
G2 -зображень має найпростiшу геометрiю. Особливiстю цього зображення чисел є те, що
оператор лiвостороннього зсуву цифр є неперервною функцiєю, iнверсор цифр є функ-
цiєю розривною i має необмежену варiацiю, а бiнарнi точки належать до однiєї хвостової
множини.

У цiй роботi ми усуваємо вказану неповноту i здiйснюємо порiвняльний аналiз наведе-
ного зображення з класичним двiйковим за допомогою вивчення структурних, варiацiйних,
тополого-метричних i фрактальних [7] властивостей проєктора цифр одного зображення в
iнше.

2. \bfitG -зображення чисел. Нехай A \equiv \{ 0, 1\} — алфавiт (набiр цифр) двосимвольної
системи кодування (зображення) дiйсних чисел; L \equiv A \times A \times . . . \times A \times . . . — простiр
послiдовностей елементiв алфавiту (нулiв та одиниць). Очевидними є такi твердження.

1) Якщо (\alpha k) — довiльна послiдовнiсть простору L, \sigma k \equiv \alpha 1 + \alpha 2 + . . . + \alpha k - 1, то
значення виразу uk \equiv ( - 1)\sigma k

\alpha k

2k
є нулем тодi й тiльки тодi, коли \alpha k = 0; додатним числом,

коли \sigma k — число парне; вiд’ємним числом, коли \sigma k непарне.
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2) Пiдпослiдовнiсть u1 =
\alpha 1

2
, un+1 = ( - 1)\sigma n+1

\alpha n+1

2n+1
ненульових членiв послiдовностi

(un) є знакопочережною.
Лема 1. Для будь-якої послiдовностi (\alpha n) \in L ряд

\alpha 1

2
+

\infty \sum 
k=2

\alpha k

2k
( - 1)\sigma k =

\alpha 1

2
+

\infty \sum 
k=2

\alpha k

2k - \sigma k( - 2)\sigma k
= S, \sigma k \equiv \alpha 1 + \alpha 2 + . . .+ \alpha k - 1, (1)

є абсолютно збiжним, його сума S є невiд’ємною i не перевищує першого вiдмiнного вiд нуля
члена ряду (1), причому

S = Sm + 2 - m( - 1)\sigma m+1Rm, \sigma k = \alpha 1 + \alpha 2 + . . .+ \alpha k - 1; (2)

Sm =
\alpha 1

2
+

m\sum 
k=2

\alpha k2
 - k( - 1)\sigma k ; Rm =

\alpha m+1

2
+

\infty \sum 
i=2

\alpha m+i2
 - i( - 1)\sigma m+i - \sigma m+1 .

Доведення. Оскiльки
\sum \infty 

k=2
| uk| =

\sum \infty 

k=2

\alpha k

2k
\leq 1

2
, то ряд (1) є абсолютно збiжним.

Оскiльки ненульовi члени ряду (1) утворюють знакопочережну нескiнченно спадну по-
слiдовнiсть, то згiдно з теоремою Лейбнiца сума ряду (1) не перевищує першого вiдмiнного
вiд нуля члена ряду. Рiвнiсть (2) є очевидною.

Теорема 1 [8]. Для будь-якого числа x \in 
\biggl[ 
0;

1

2

\biggr] 
iснує послiдовнiсть (\alpha k) \in L така, що

x =
\alpha 1

2
+

\infty \sum 
k=2

\Bigl[ 
\alpha k2

 - k( - 1)\sigma k

\Bigr] 
\equiv \Delta G

\alpha 1\alpha 2...\alpha n..., \sigma k = \alpha 1 + \alpha 2 + . . .+ \alpha k - 1. (3)

Доведення. Зауважимо, що для будь-якої послiдовностi (cn) \in L виконується рiвнiсть
\Delta G

c1...cm - 101(0)
= \Delta G

c1...cm - 111(0)
. Дiйсно,

\Delta G
c1...cm - 111(0)

 - \Delta G
c1....cm - 101(0)

= 2 - m - 1( - 1)\sigma m

\biggl[ \biggl( 
1

2
 - 1

4

\biggr) 
 - 1

4

\biggr] 
= 0.

Очевидними є розклади 0 = \Delta G
(0),

1

2
= \Delta G

1(0). Для обґрунтування розкладу числа x \in 
\biggl( 
0;

1

2

\biggr) 
у ряд (3) вкажемо алгоритм визначення членiв послiдовностi (\alpha n).

Крок 1. Оскiльки x \in 
\biggl( 
0;

1

2

\biggr) 
=

\biggl( 
0

22
;
1

22

\biggr] 
\cup 
\biggl[ 
1

22
;
1

2

\biggr) 
, то, очевидно, iснує \alpha 1 \in A таке,

що x \in 
\biggl[ 
\alpha 1

22
;
\alpha 1 + 1

22

\biggr] 
\leftrightarrow \alpha 1

22
\leq x \leq \alpha 1 + 1

22
.

Якщо \alpha 1 = 0, тобто 0 < x \leq 1

22
, то покладемо x1 \equiv x.

Якщо \alpha 1 = 1, тобто 1

22
\leq x <

1

2
, то покладемо x1 \equiv 

1

2
 - x.

В обох випадках x1 \in 
\biggl( 
0;

1

22

\biggr] 
. Якщо x1 =

1

22
, то за умови \alpha 1 = 0 маємо x = x1 =

=
1

22
= \Delta G

01(0), а за умови \alpha 1 = 1 маємо x =
1

2
 - x1 =

1

2
 - 1

22
= \Delta G

11(0). При x1 \not = 1

22

мiркування повторюються, але стосовно x1.
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Крок 2. Оскiльки x1 \in 
\biggl( 
0;

1

22

\biggr) 
=

\biggl( 
0

23
;
1

23

\biggr] 
\cup 
\biggl[ 
1

23
;
1

22

\biggr) 
, то, очевидно, iснує \alpha 2 \in A таке,

що

x1 \in 
\biggl[ 
\alpha 2

23
;
\alpha 3 + 1

22

\biggr] 
\leftrightarrow \alpha 2

23
\leq x1 \leq 

\alpha 2 + 1

23
.

Якщо \alpha 2 = 0, тобто 0 < x1 \leq 
1

23
, то покладемо x2 \equiv x1.

Якщо \alpha 2 = 1, тобто 1

23
\leq x1 <

1

22
, то покладемо x2 \equiv 

1

22
 - x1.

В обох випадках x2 \in 
\biggl( 
0;

1

23

\biggr] 
. Якщо x2 =

1

23
, то x2 = \Delta G

001(0) = \Delta G
011(0).

За пiдсумками двох крокiв маємо:
якщо \alpha 1 = 0 = \alpha 2, то x = x2 =

0

2
+

0

22
+ ( - 1)0+0x2;

якщо \alpha 1 = 0, \alpha 2 = 1, то x = x1 =
1

22
 - x2 =

0

2
+

1

22
+ ( - 1)0+1x2;

якщо \alpha 1 = 1, \alpha 2 = 0, то x =
1

2
 - x1 =

1

2
+

0

22
+ ( - 1)1+0x2;

якщо \alpha 1 = 1 = \alpha 2, то x =
1

2
 - x1 =

1

2
 - 
\biggl( 

1

22
 - x2

\biggr) 
=

1

2
 - 1

22
+ ( - 1)1+1x2.

Процес розкладу числа x продовжуватиметься, аж поки ми не отримаємо xn =
1

2n+1
.

Якщо ж цього не вiдбудеться, то вiн нескiнченний. У цьому випадку збiжнiсть процесу є
наслiдком того, що xn \leq 1

2n+1
\rightarrow 0, n \rightarrow \infty .

Розклад (3) числа x встановлено.
Означення 1. Розклад числа x \in [0; 0,5] у ряд (3) називається G-розкладом, а його скоро-

чений запис \Delta G
\alpha 1...\alpha n... — G-зображенням числа x. При цьому \alpha n = \alpha n(x) називається n-ю

цифрою цього зображення.
Наслiдок 1. Для будь-якого x \in [0; 1] iснує послiдовнiсть (\alpha 0, \alpha 1, . . . , \alpha n, . . .) \in L така,

що

x =
\alpha 0

2
+

\alpha 1

2
+

\infty \sum 
k=2

\Bigl[ 
\alpha k2

 - k( - 1)\sigma k

\Bigr] 
\equiv \Delta \alpha 0\alpha 1\alpha 2...\alpha n..., \sigma k = \alpha 1 + \alpha 2 + . . .+ \alpha k - 1.

Зауваження 1. Наведене доведення теореми 1 є конструктивним, воно дає алгоритм
розкладу числа у ряд (G-зображення) i обчислення цифр G-зображення числа, а також
частково висвiтлює їхню геометрiю.

Лема 2. Кожне число x \in 
\biggl[ 
0;

1

2

\biggr] 
має не бiльше двох G-зображень i лише злiченнамножина

чисел має їх два: числа з зображеннями \Delta G
c1...cm01(0) = \Delta G

c1...cm11(0).

Доведення. Розглянемо числа x1 = \Delta G
c1...cm - 10b1b2...bn...

, x2 = \Delta G
c1...cm - 11d1d2...dn...

та їхню
рiзницю

x2  - x1 =
( - 1)\sigma m

2m

\biggl[ \biggl( 
1 - d1

2
 - d2( - 1)d1

22
 - d3( - 1)d1+d2

23
 - . . .

\biggr) 
 - 

 - 
\biggl( 
b1
2

+
b2( - 1)b1

22
+

b3( - 1)b1+b2

23
+ . . .

\biggr) \biggr] 
.
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Якщо \sigma m = c1 + . . .+ cm - 1 — парне число, то

x2  - x1 \geq 
1

2m

\biggl[ 
(1 - 1

2
) - 1

2

\biggr] 
= 0,

причому рiвнiсть виконується тодi, коли d1 = 1 = b1, dn = 0 = bn при n > 1.
Якщо ж \sigma m = c1 + . . .+ cm - 1 — непарне число, то

x2  - x1 \geq 
1

2m

\biggl[ 
1

2
 - (1 - 1

2
)

\biggr] 
= 0.

Лему 2 доведено.
Зауваження 2. Особливiстю G-зображення чисел є те, що оператор лiвосторонньо-

го зсуву \omega (x = \Delta G
\alpha 1\alpha 2...\alpha n...) = \Delta G

\alpha 2\alpha 3...\alpha n... є неперервною коректно означеною кусково-
лiнiйною функцiєю \omega 

\bigl( 
x = \Delta G

\alpha 1\alpha 2...\alpha n...

\bigr) 
= ( - 1)\alpha 1(2x - \alpha 1).

3. Цилiндричнi та хвостовi множини. Геометричнi (тополого-метричнi) властивостi G-
зображення чисел вiдображають властивостi цилiндричних i хвостовихмножин.Нагадаємо
їх [8].

Означення 2. Цилiндром (G-цилiндром) рангу m з основою c1c2 . . . cm називається мно-
жина \Delta G

c1c2...cm чисел x \in [0; 0,5], якi мають G-зображення \Delta G
c1...cma1a2..., (an) \in L.

З означення G-цилiндра випливають рiвностi:
1) \Delta G

c1...cm = \Delta G
c1...cm0 \cup \Delta G

c1...cm1;
2) [0; 0,5] =

\bigcup 
c1\in A

. . .
\bigcup 

cm\in A
\Delta G

c1...cm .

Лема 3. Цилiндр \Delta G
c1c2...cm є вiдрiзком [a; b], де

a = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\Delta G
c1...cm =

\left\{   \Delta G
c1...cm(0), якщо c1 + . . .+ cm \equiv N1 парне,

\Delta G
c1...cm1(0), якщо N1 непарне;

b = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\Delta G
c1...cm =

\left\{   \Delta G
c1...cm1(0), якщо N1 парне,

\Delta G
c1...cm(0), якщо N1 непарне.

Доведення. Це твердження випливає з означень G-зображення числа i G-цилiндра, а
також iз леми про порiвняння чисел за їхнiми G-зображеннями [8].

Наслiдок 2. Довжина G-цилiндра \Delta G
c1...cm рангу m обчислюється за формулою

| \Delta G
c1...cm | =

1

2m+1
.

Наслiдок 3. Основне метричне вiдношення для G-зображення чисел має вигляд

| \Delta G
c1...cmi| 

| \Delta G
c1...cm | 

=
1

2
.

Наслiдок 4. Для будь-якої послiдовностi (\alpha n) \in L

\infty \bigcap 
n=1

\Delta G
\alpha 1...\alpha n

= \Delta G
\alpha 1\alpha 2...\alpha n....
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Наслiдок 5. Якщо c1 + . . .+ cm — парне число, то \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\Delta G
c1...cm0 = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\Delta G

c1...cm1, якщо ж
воно не парне, то \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\Delta G

c1...cm1 = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\Delta G
c1...cm0.

Внутрiшнiсть цилiндра \Delta G
c1...cm позначатимемо через \nabla G

c1...cm ;

\Delta G
c1...cm = \Delta G

d1...dm
\leftrightarrow ci = di, i = 1,m;

\nabla G
x1...cm \cap \nabla G

d1...dm...dn
=

\Biggl\{ 
\nabla G

d1...dm...dn
, якщо di = ci, i = 1,m,

\varnothing , якщо iснує di \not = ci, i \leq m.

Означення 3. Кажуть, що G-зображення чисел x1 = \Delta G
\alpha 1...\alpha n... i x2 = \Delta G

\beta 1...\beta n...
мають

однаковий хвiст, якщо iснують натуральнi k i m такi, що \alpha k+j = \beta m+j для будь-якого
j \in N (символiчно: x1 \sim x2 ). Якщо k i m —найменшi числа, для яких виконується попередня
умова, то число z \equiv x\wedge y = \Delta G2

\alpha k+1\alpha k+2...
= \Delta G2

\beta m+1\beta m+2...
називається спiльним хвостом чисел

x i y.
Бiнарне вiдношення “мати однаковий хвiст” є вiдношенням еквiвалентностi. Зауважи-

мо, що всi G-бiнарнi числа належать одному класу еквiвалентностi, що є особливiстю цiєї
двосимвольної системи кодування чисел. Кожен клас еквiвалентностi є злiченною всюди
щiльною в

\biggl[ 
0;

1

2

\biggr] 
множиною.

Зауважимо, що G-зображення чисел x, \omega n(x) i \delta c1...cm(x = \Delta G
\alpha 1...\alpha n

) \equiv \Delta G
c1...cm\alpha 1...\alpha n

належать однiй хвостовiй множинi.
Можна довести, що множина всiх неперервних перетворень вiдрiзка

\biggl[ 
0;

1

2

\biggr] 
щодо опе-

рацiї “суперпозицiя перетворень” утворює некомутативну групу. Це робиться аналогiчно
до наведеної аргументацiї у роботi [9].

4. Взаємозв’язок \bfitG -зображення з класичним двiйковим.
Теорема 2 (основний результат). Для довiльної послiдовностi (\alpha n) \in L виконується рiв-

нiсть
\Delta G

\alpha 1\alpha 2...\alpha n... = \Delta 2
0a1a2...an..., (4)

a1 =

\left\{   0, якщо \alpha 1 = 0,

1, якщо \alpha 1 = 1;
an+1 =

\left\{   \alpha n+1, якщо \alpha 1 + . . .+ \alpha n парне,

1 - \alpha n+1, якщо \alpha 1 + . . .+ \alpha n непарне.
(5)

Доведення. Введемо позначення x = \Delta G
\alpha 1\alpha 2...\alpha n..., y = \Delta 2

0a1a2...an...
i покажемо, що

y = x.

Означення функцiї y = f(x) рiвностями (4) i (5) є коректним, оскiльки значення виразу
y = f(x) вiд двох рiзних зображень G-бiнарного числа x збiгаються. Справдi,

f(\Delta G
\alpha 1...\alpha n01(0)

) = \Delta 2
0a1...an0(1)

, якщо \alpha 1 + . . .+ \alpha n парне,
f(\Delta G

\alpha 1...\alpha n11(0)
) = \Delta 2

0a1...an1(0)
, якщо \alpha 1 + . . .+ \alpha n непарне,

то в першому та другому випадку вiдповiдно матимемо

f(\Delta G
\alpha 1...\alpha n11(0)

) = \Delta 2
0a1...an1(0)

i f(\Delta G
\alpha 1...\alpha n11(0)

) = \Delta 2
0a1...an0(1)

.

Доведемо, що рiвнiсть y = x виконується для довiльного G-бiнарного числа x =
= \Delta G

\alpha 1...\alpha n01(0)
методом математичної iндукцiї (за числом n).

Очевидними є рiвностi x = \Delta G
01(0) =

1

4
= \Delta G

001(0) = \Delta 2
00(1) =

1

23
= \Delta G

111(0), тобто рiвнiсть
при n = 1 виконується.
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Припустимо, що рiвнiсть (4) виконується для n = k, а саме: для будь-якого набору
(\alpha 1, . . . , \alpha k) нулiв i одиниць i набору цифр (a1, . . . , ak), отриманих за формулами (5), маємо
\Delta G

\alpha 1...\alpha k01(0)
 - \Delta 2

0a1...ak1(0)
= 0 незалежно вiд парностi та непарностi числа \alpha 1 + . . .+ \alpha n.

Розглянемо n = k + 1, тобто G-бiнарне число x = \Delta G
\alpha 1...\alpha k\alpha k+101(0)

рангу k + 1 i йому
вiдповiдне значення функцiї y = f(x) = \Delta 2

0a1...akak+1ak+2ak+3(c)
.

Можливi випадки.
1. Число \alpha 1 + . . . + \alpha k парне i при цьому \alpha k+1 = 0. Тодi ak+1 = ak+2 = 0, ak+3 = 1,

c = 1, тобто y = \Delta 2
0a1...al01(0)

;

x - y = \Delta G
\alpha 1...\alpha k001(0)

 - \Delta 2
0a1...ak01(0)

=

=

\biggl( 
\Delta G

\alpha 1...\alpha k01(0)
 - 1

2k+2
+

1

2k+3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
\Delta 2

0a1...ak01(0)
 - 1

2k+2
+

1

2k+3

\biggr) 
= 0.

2. Число \alpha 1 + . . . + \alpha k парне, \alpha k+1 = 1. Тодi x = \Delta G
\alpha 1...\alpha k101(0)

; an+1 = 1, ak+2 = 1,

ak+3 = 0, c = 0, тобто y = \Delta 2
0a1...ak11(0)

;

x - y = \Delta G
\alpha 1...\alpha k101(0)

 - \Delta 2
0a1...ak11(0)

=

=

\biggl( 
\Delta G

\alpha 1...\alpha k(01(0))
 - 1

2k+2
+

1

2k+1
 - 1

2k+3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
\Delta 2

0a1...ak1(0)
 - 1

2k+2
+

1

2k+2
+

1

2k+3

\biggr) 
= 0.

3. Число \alpha 1 + . . . + \alpha k непарне, \alpha k+1 = 0. Тодi x = \Delta G
\alpha 1...\alpha k001(0)

, ak+1 = 1, ak+2 = 1,

ak+3 = 0, c = 0, y = \Delta 2
0a1...ak11(0)

;

x - y = \Delta G
\alpha 1...\alpha k001(0)

 - \Delta 2
0a1...ak11(0)

=

=

\biggl( 
\Delta G

\alpha 1...\alpha k(01(0))
+

1

2k+2
 - 1

2k+3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
\Delta 2

0a1...ak1(0)
+

1

2k+3

\biggr) 
= 0.

4. Число \alpha 1 + . . . + \alpha k непарне, \alpha k+1 = 1. Тодi x = \Delta G
\alpha 1...\alpha k101(0)

, ak+1 = 0, ak+2 = 0,

ak+3 = 1, c = 1 y = \Delta 2
0a1...ak01(0)

;

x - y = \Delta G
\alpha 1...\alpha k101(0)

 - \Delta 2
0a1...ak01(0)

=

=

\biggl( 
\Delta G

\alpha 1...\alpha k(01(0))
+

1

2k+2
 - 1

2k+1
+

1

2k+3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
\Delta 2

0a1...ak1(0)
 - 1

2k+2
+

1

2k+3

\biggr) 
= 0.

Отже, згiдно з принципом математичної iндукцiї для G-бiнарного числа x довiльного
рангу n маємо y = f(x) = x.

Вiдповiдно до доведеного \Delta G
\alpha 1...\alpha n(0)

= \Delta 2
0a1...an(an+1)

, де ak = \alpha k, якщо число \alpha 1 + . . .

. . .+\alpha n - 1 парне i a = 1 - \alpha k, якщо число \alpha 1+ . . .+\alpha n - 1 непарне. Оскiльки \Delta G
\alpha 1...\alpha n\alpha n+1... =

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

\Delta G
\alpha 1...\alpha n(0)

, то виконується рiвнiсть \Delta G
\alpha 1...\alpha n... = \Delta 2

0a1...an...
, отримана за правила-

ми (5).
Теорему 2 доведено.
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Зауваження 3. Завдяки вiдомому [6] взаємозв’язку класичного двiйкового зображення
з нега-двiйковим: \Delta 2

\alpha 1\alpha 2...\alpha n... = \Delta  - 2
[1 - \alpha 1]\alpha 2[1 - \alpha 3]\alpha 4...[1 - \alpha 2k - 1]\alpha 2k

. . . , де

[0; 1] \ni x = \Delta  - 2
\tau 1\tau 2...\tau n... \equiv 

2

3
+

\infty \sum 
n=1

\tau n
( - 2)n

,

легко встановлюється зв’язок мiж нега-двiйковим i G-зображенням.
5. Проєктор \bfitG -зображення чисел у класичне двiйкове зображення. Класичне двiйкове

зображення чисел вiдрiзка
\biggl[ 
0;

1

2

\biggr] 
має вигляд

x =
0

2
+

a2
22

+
a3
23

+ . . .+
an
2n

+ . . . \equiv \Delta 2
0a2a3...an..., an \in A.

Взаємозв’язок цих зображень частково прослiдковується у їхнiх геометричних, у першу
чергу метричних, властивостях. Iншим засобом порiвняльного аналiзу зображень є проє-
ктор одного з них у iнше.

Означення 4. Ппроєктором G-зображення чисел у класичне двiйкове зображення нази-
вається функцiя p, означена рiвнiстю

p
\bigl( 
x = \Delta G

\alpha 1\alpha 2...\alpha n...

\bigr) 
= \Delta 2

0\alpha 1\alpha 2...\alpha n.... (6)

Коректнiсть означення проєктора p неможлива без домовленостi використовувати ли-
ше одне iз зображень G-бiнарних чисел, а саме \Delta G

c1...cm - 101(0)
, оскiльки для рiзних зобра-

жень G-бiнарного числа формула (6) визначає рiзнi значення.
Легко бачити, що:
1) \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

x\in [0; 12 ]
p(x) = p

\bigl( 
0 = \Delta G

(0)

\bigr) 
= 0; \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

x\in [0; 12 ]
p(x) = p

\biggl( 
1

3
= \Delta G

(1)

\biggr) 
=

1

2
.

2) p

\biggl( 
1

2
t

\biggr) 
=

1

2
p(t) \leftrightarrow p

\bigl( 
\Delta G

0\alpha 1\alpha 2...\alpha n...

\bigr) 
=

1

2
p
\bigl( 
\Delta G

\alpha 1\alpha 2...\alpha n...

\bigr) 
;

3) p

\biggl( 
1

2
 - 1

2
t

\biggr) 
=

1

4
+

1

2
p(t) \leftrightarrow p(\Delta G

1\alpha 1\alpha 2...\alpha n...) =
1

4
+

1

2
p
\bigl( 
\Delta G

\alpha 1\alpha 2...\alpha n...

\bigr) 
.

Теорема 3. Функцiя p неперервна по множинi U всiх G-унарних чисел. Стрибок \rho функцiї
\rho (x) у G-бiнарнiй точцi рангу m дорiвнює

1

2m
.

Доведення. Нехай x0 = \Delta G
c1...cn... — фiксована G-унарна точка, x = \Delta G

\alpha 1...\alpha n... —
довiльна, але достатньо близька до x0 точка, x \not = x0. Тодi iснує номер m такий, що
\alpha m \not = cm, але \alpha i = ci при i < m. Зрозумiло, що умова x \rightarrow x0 рiвносильна умовi m \rightarrow \infty .
Тому

| p(x) - p(x0)| =
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \alpha m  - cm

2m
+

\alpha m+1  - cm+1

2m+1
+ . . .

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq 

\infty \sum 
i=m

| \alpha i  - ci| 
2i

=
1

2m - 1
\rightarrow 0, m \rightarrow \infty ,

що рiвносильно неперервностi функцiї p у точцi x0.
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Скачок \rho (x0) функцiї p у G-бiнарнiй точцi x0 = \Delta G
c1...cm01(0) обчислюється, як легко

бачити, за формулою

\rho (x0) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

p

\left(  \Delta G
c1...cm110 . . . 0\underbrace{}  \underbrace{}  

k

a1...an...

\right)   - p
\Bigl( 
\Delta G

c1...cm01(0)

\Bigr) 
=

=
1

2m
+

1

2m+1
 - 1

2m+1
=

1

2m
.

Теорему 3 доведено.
Наслiдок 6. Проєктор p є функцiєю необмеженої варiацiї.
Справдi, оскiльки iснує 2m G-бiнарних точок рангу m, то сума всiх стрибкiв функцiї

p у цих точках дорiвнює 1. Тодi сума всiх стрибкiв у G-бiнарних точках є нескiнченною.

Теорема 4. Для проєктора p виконується рiвнiсть
\int 1

2

0
p(x)dx =

1

8
.

Доведення. За адитивною властивiстю iнтеграла
\int 1

2

0
p(x)dx =

\int 1
4

0
p(x)dx+

\int 1
2

1
4

p(x)dx.

Виразимо кожен iз iнтегралiв окремо, звiвши його до iнтеграла по вiдрiзку
\biggl[ 
0;

1

2

\biggr] 
.

1. З x \in 
\biggl[ 
0;

1

4

\biggr] 
= \Delta G

0 маємо x = \Delta G
0a1a2...an...

=
1

2
t, де t = \Delta G

a1a2...an..., (an) \in L i

p(x) = p

\biggl( 
1

2
t

\biggr) 
=

1

2
p(x).

2. З x \in 
\biggl[ 
1

4
;
1

2

\biggr] 
= \Delta G

1 випливає, що x = \Delta G
1a1a2...an...

=
1

2
 - 1

2
t, де t = \Delta G

a1a2...an..., i

t =
1

2
, якщо x =

1

4
; t = 0, якщо x =

1

2
, при цьому p(x) = p

\biggl( 
1

2
 - 1

2
t

\biggr) 
=

1

4
+

1

2
p(x). Тодi

1
2\int 

1
4

p(x)dx =

0\int 
1
2

p

\biggl( 
1

2
 - 1

2
t

\biggr) 
d

\biggl( 
1

2
 - 1

2
t

\biggr) 
=

=
1

2

1
2\int 

0

\biggl[ 
1

4
+

1

2
p(t)

\biggr] 
dt =

1

16
+

1

4

1
2\int 

0

p(x)dx.

Звiдси
1
2\int 

0

p(x)dx =
1

16
+

1

2

1
2\int 

0

p(x)dx.

Отже,
\int 1

2

0
p(x)dx =

1

8
.

Лема 4. Множиною значень функцiї p(x) є вiдрiзок
\biggl[ 
0;

1

2

\biggr] 
.
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Доведення. Нехай y0 — довiльна точка вiдрiзка
\biggl[ 
0;

1

2

\biggr] 
, y0 = \Delta 2

0\alpha 1...\alpha n....

Очевидно, що y0 = p
\bigl( 
\Delta G

\alpha 1...\alpha n...

\bigr) 
, якщо (\alpha n) \not = (\alpha 1, . . . , \alpha m, 1, 1, 0, 0, . . .). Якщо ж (\alpha n) =

= (\alpha 1, . . . , \alpha m, 1, 1, 0, 0, . . .), то y0 = p
\bigl( 
\Delta G

\alpha 1...\alpha m10(1)

\bigr) 
.

Лема 5. Графiк \Gamma p функцiї p(x), x \in 
\biggl[ 
0;

1

2

\biggr] 
, має самоподiбну структуру

\Gamma p = \varphi 0(\Gamma p) \cup \varphi 1(\Gamma p),

де \varphi 0 i \varphi 1 — перетворення подiбностей:

\varphi 0 :

\left\{     
x\prime =

1

2
x,

y\prime =
1

2
y,

\varphi 1 :

\left\{     
x\prime =

1

2
 - 1

2
x,

y\prime =
1

4
+

1

2
y.

Доведення. Введемопозначення \Phi \equiv \varphi 0(\Gamma p)\cup \varphi 1(\Gamma 1). Спочаткупокажемо,що \varphi i(\Gamma p) \subset 
\subset \Gamma p.

Нехай x = \Delta G
\alpha 1...\alpha n... — довiльна точка з

\biggl[ 
0;

1

2

\biggr] 
, y = p(x), тобто M(x, y) \in \Gamma p. Тодi

x\prime =
i

2
+ ( - 1)i

1

2
x = \Delta G

i\alpha 1...\alpha n... \in \Delta G
i ,

p(x\prime ) = \Delta 2
0i\alpha 1...\alpha n... =

i

22
+

1

2
p(x) = y\prime ,

тобто M \prime (x\prime , y\prime ) \in \varphi i(\Gamma p). Отже, \Phi \subset \Gamma p.
Тепер доведемо \Gamma p \subset \Phi .
Нехай M(x, y) \in \Gamma p. Тодi x \in \Delta G

0 або x \in \Delta G
1 . Якщо x \in \Delta G

i , то x = \Delta G
i\alpha 1...\alpha n...

=

=
i

2
+ ( - 1)i

1

2
x\ast , y = p(x) =

i

4
+

1

2
y\ast , причому p(x\ast ) = y\ast . Точка M є образом точки

M\ast (x\ast , y\ast ) пiд дiєю \varphi i, тому M \in \Phi , тобто \Gamma p \subset \Phi . Отже, \Gamma p = \Phi .
Лему 5 доведено.
Наслiдок 7. Самоподiбна розмiрнiсть графiка \Gamma p функцiї p дорiвнює 1.
Теорема 5 (основний результат). Проєктор p є майже скрiзь неперервною функцiєю (за

виключенням точок злiченної множини), яка є нiде не монотонною функцiєю необмеженої
варiацiї.

Доведення. Очевидно, що для доведення нiде не монотонностi функцiї p досить дове-
сти її немонотоннiсть на довiльному G-цилiндрi.

Нехай \Delta G
c1...cm —довiльний G-цилiндр. Не порушуючи загальностi мiркувань, вважати-

мемо,що c1+. . .+cm —парне число (якщоцене так, то таким єцилiндр \Delta G
c1...cm1 \subset \Delta G

c1...cm ).
Розглянемо три точки, що належать вказаному цилiндру:

x1 = \Delta G
c1...cm01(0), x2 = \Delta G

c1...cm1101(0), x3 = \Delta G
c1...cm101(0).

Очевидно, що x1 < x2 < x3. Оцiнимо

p(x2) - p(x1) =
1

2m+1

\biggl[ \biggl( 
1

2
 - 1

22
+

1

24

\biggr) 
 - 1

22

\biggr] 
> 0,
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p(x3) - p(x2) =
1

2m+1

\biggl[ \biggl( 
1

2
 - 1

23

\biggr) 
 - 
\biggl( 
1

2
 - 1

22
+

1

24

\biggr) \biggr] 
< 0.

Звiдси

[p(x2) - p(x1)][p(x3) - p(x2)] < 0,

що є свiдченням немонотонностi функцiї p на G-цилiндрi \Delta G
c1...cm , а отже, й на всьому

вiдрiзку
\biggl[ 
0;

1

2

\biggr] 
завдяки довiльностi вибору цилiндра.

Сума всiх стрибкiв функцiї p є нескiнченною, тому вона має необмежену варiацiю.
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