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A series of theorems on the asymptotic behavior of regular homeomorphic solutions of the nonlinear
Cauchy –Riemann –Beltrami-type equation is proved. Sufficient conditions for logarithmic and exponenti-
al growth of regular solutions are found.

Доведено ряд теорем про асимптотичну поведiнку регулярних гомеоморфних розв’язкiв нелiнiйного
рiвняння типу Кошi – Рiмана – Бельтрамi. Знайдено достатнi умови логарифмiчного та експоненцi-
ального зростання регулярних розв’язкiв.

1. Вступ. Нехай G — область у комплекснiй площинi \BbbC , тобто зв’язна та вiдкрита пiд-
множина \BbbC , i нехай \mu : G \rightarrow \BbbC — вимiрна функцiя з | \mu (z)| < 1 м.с. (майже скрiзь) в G.
Нагадаємо, що рiвнянням Бельтрамi називається рiвняння вигляду

fz = \mu (z)fz, (1)

де fz =
1

2
(fx + ify), fz =

1

2
(fx  - ify), z = x+ iy, fx i fy — частиннi похiднi вiдображення

f по x i y вiдповiдно.
Локальнi та межовi властивостi гомеоморфних розв’язкiв лiнiйних i квазiлiнiйних ви-

роджених рiвнянь Бельтрамi вивчались у роботах [1 – 5].
Нехай \sigma : G\rightarrow \BbbC —вимiрна функцiя i m \geq 0. Розглянемо у полярнiй системi координат

(r, \theta ) рiвняння

fr = \sigma 
\Bigl( 
rei\theta 

\Bigr) 
| f\theta | m f\theta , (2)

де fr i f\theta — частиннi похiднi вiдображення f по r i \theta вiдповiдно. Враховуючи форму-
ли (21.25) з [6, с. 611], маємо

rfr = zfz + zfz, f\theta = i(zfz  - zfz).

Зауважимо, якщо z(\sigma (z) | z| i| zfz  - zfz| m + 1) \not = 0, то рiвняння (2) можна записати у комп-
лекснiй формi

fz =
z

z

\sigma (z) | z| i| zfz  - zfz| m  - 1

\sigma (z) | z| i| zfz  - zfz| m + 1
fz. (3)
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При m = 0 рiвняння (3) зводиться до звичайного рiвняння Бельтрамi (1). Всюди далi
будемо вважати, що m > 0.

Нелiнiйне рiвняння (3) є частковим випадком нелiнiйної системи двох дiйсних рiвнянь у
частинних похiдних (див. [7], спiввiдношення (1), [8], а також [9]). Зауважимо,що нелiнiйнi
системи рiвнянь у частинних похiдних зараз, як i ранiше, вивчаються у рiзноманiтних
аспектах (див., наприклад, [6 – 25]).

Нагадаємо деякi означення. Вiдображення f : G \rightarrow \BbbC називається регулярним у точцi
z0 \in G, якщо в цiй точцi f має повний диференцiал i його якобiан Jf = | fz| 2  - | f\=z| 2 \not = 0

(див., наприклад, I.1.6 у [26]). Гомеоморфiзм f класу Соболєва W 1,1
loc називається регуляр-

ним, якщо Jf > 0 м.с. Регулярним гомеоморфним розв’язком рiвняння (3) будемо називати
регулярний гомеоморфiзм f : G\rightarrow \BbbC , який м.с. у областi G задовольняє рiвняння (3).

Всюди далi будемо вважати, що

Br = \{ z \in \BbbC : | z| < r\} , \BbbB = \{ z \in \BbbC : | z| < 1\} 

i
\gamma r = \{ z \in \BbbC : | z| = r\} , \BbbA (0, r1, r2) = \{ z \in \BbbC : r1 < | z| < r2\} .

Доведення наступного твердження можна знайти у роботi [24] (теорема 2.1).
Твердження 1. Нехай f : \BbbB \rightarrow \BbbC —регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3) класу

Соболєва W 1,2
loc з нормуванням f(0) = 0. Тодi для деякого \varepsilon 0 \in (0, 1) виконується умова

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 

\left(   \varepsilon 0\int 
| z| 

dt

Im,\sigma (t)

\right)   
1
m

\leq c0 <\infty , (4)

де

Im,\sigma (t) =

\left(   \int 
\gamma t

ds

| z| 
\Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\right)   
m+1

i c0 = (2\pi ) - 
m+1
m m - 1

m .

2. Основнi результати. У цьому пунктi доведено основну лему про функцiональну
асимптотику розв’язкiв нелiнiйного рiвняння Бельтрамi (3).

Справедлива така лема.
Лема 1. Нехай m > 0, 0 < r1 < r2 < 1 i \BbbA = \BbbA (0, r1, r2). Якщо

Im,\sigma (t) =

\left(   \int 
\gamma t

ds

| z| 
\Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\right)   
m+1

\not = \infty 

для м.в. t \in (0, 1), то виконується оцiнка\left(  r2\int 
r1

dt

Im,\sigma (t)

\right)   - 1
m+1

\leq 
\int 
\BbbA 

\zeta 
m+2
m+1 (| z| ) dxdy

| z| 
\Bigl( 
Im\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

(5)

для довiльної вимiрної функцiї \zeta : (r1, r2) \rightarrow [0,\infty ] такої, що
\int r2

r1

\zeta (t)dt = 1.
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Доведення. Зауважимо, що

1 =

r2\int 
r1

\zeta (t) dt =

r2\int 
r1

1

(Im,\sigma (t))
1

m+2

(Im,\sigma (t))
1

m+2 \zeta (t) dt.

Застосовуючи нерiвнiсть Гельдера з показниками q = m+ 2, q\prime =
m+ 2

m+ 1
i теорему Фубiнi,

отримуємо оцiнку

1 \leq 

\left(  r2\int 
r1

dt

Im,\sigma (t)

\right)  1
m+2

\left(   \int 
\BbbA 

\zeta 
m+2
m+1 (| z| ) dxdy

| z| 
\Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\right)   
m+1
m+2

,

з якої i випливає нерiвнiсть (5).
Далi наведено загальну лему про оцiнку нижньої границi спотворення модуля вi-

дображення при умовах на сингулярний iнтеграл, що є аналогом вiдомої леми Iкоми –
Шварца (див. теорему 2 у [27]).

Лема 2. Нехай m > 0, f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)
класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0 i Im,\sigma (t) \not = \infty для м.в. t \in (0, 1). Припустимо,
що для деяких чисел C > 0, \varepsilon 0 \in (0, 1) та деякої вимiрної (за Лебегом) невiд’ємної на (0, \varepsilon 0)

функцiї \psi (t) такої, що 0 <

\int \varepsilon 0

\varepsilon 
\psi (t) dt <\infty для довiльного \varepsilon \in (0, \varepsilon 0), виконується умова

\int 
\BbbA (0,\varepsilon ,\varepsilon 0)

\psi 
m+2
m+1 (| z| ) dxdy

| z| 
\Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\leq C F (\varepsilon , \varepsilon 0), (6)

де F (\varepsilon , \varepsilon 0) — деяка додатна та скiнченна функцiя для довiльного \varepsilon \in (0, \varepsilon 0). Тодi

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\Phi (| z| )

\leq c0C
m+1
m <\infty , (7)

де \Phi (\varepsilon ) =

\biggl( \int \varepsilon 0

\varepsilon 
\psi (t) dt

\biggr)  - m+2
m

F
m+1
m (\varepsilon , \varepsilon 0) i c0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд

m, iз твердження 1.
Доведення. За лемою 1 отримаємо\left(  \varepsilon 0\int 

\varepsilon 

dt

Im,\sigma (t)

\right)   - 1
m+1

\leq 
\int 

\BbbA (0,\varepsilon ,\varepsilon 0)

\zeta 
m+2
m+1 (| z| ) dxdy

| z| 
\Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

(8)

для будь-якої вимiрної функцiї \zeta : (\varepsilon , \varepsilon 0) \rightarrow [0,\infty ] такої, що
\varepsilon 0\int 
\varepsilon 

\zeta (t)dt = 1. (9)
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Вiдмiтимо, що при \varepsilon \in (0, \varepsilon 0) функцiя \zeta (t) = \psi (t)\int \varepsilon 0

\varepsilon 
\psi (t) dt

задовольняє умову нормування

вигляду (9).
Тому iз спiввiдношення (8) отримаємо нерiвнiсть\left(  \varepsilon 0\int 

\varepsilon 

dt

Im,\sigma (t)

\right)   - 1
m+1

\leq 

\left(  \varepsilon 0\int 
\varepsilon 

\psi (t) dt

\right)   - m+2
m+1 \int 

\BbbA (0,\varepsilon ,\varepsilon 0)

\psi 
m+2
m+1 (| z| ) dxdy

| z| 
\Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

.

Використовуючи умову (6), будемо мати\left(  \varepsilon 0\int 
\varepsilon 

dt

Im,\sigma (t)

\right)   - 1
m+1

\leq C F (\varepsilon , \varepsilon 0)

\left(  \varepsilon 0\int 
\varepsilon 

\psi (t) dt

\right)   - m+2
m+1

.

Звiдси за твердженням 1 отримуємо

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 

\left(   \varepsilon 0\int 
| z| 

\psi (t) dt

\right)   
m+2
m

F - 
m+1
m (| z| , \varepsilon 0) \leq 

\leq C
m+1
m lim inf

z\rightarrow 0
| f(z)| 

\left(   \varepsilon 0\int 
| z| 

dt

Im,\sigma (t)

\right)   
1
m

\leq c0C
m+1
m ,

де c0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m, iз твердження 1.
Наслiдок 1. Нехай m > 0, f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)

класу Соболєва W 1,2
loc з нормуванням f(0) = 0 i Im,\sigma (t) \not = \infty для м.в. t \in (0, 1). Припустимо,

що для деяких чисел C > 0, \varepsilon 0 \in (0, 1) та деякої вимiрної (за Лебегом) невiд’ємної на (0, \varepsilon 0)

функцiї \psi (t) такої, що 0 <

\int \varepsilon 0

\varepsilon 
\psi (t) dt <\infty для довiльного \varepsilon \in (0, \varepsilon 0) виконується умова

\int 
B\varepsilon 0

\psi 
m+2
m+1 (| z| ) dxdy

| z| 
\Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\leq C <\infty . (10)

Тодi

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 

\left(   \varepsilon 0\int 
| z| 

\psi (t) dt

\right)   
m+2
m

\leq c0C
m+1
m <\infty , (11)

де c0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m, iз твердження 1.
Доведення. Дiйсно, з нерiвностi (10) отримаємо\int 

\BbbA (0,\varepsilon ,\varepsilon 0)

\psi 
m+2
m+1 (| z| ) dxdy

| z| 
\Bigl( 
Im\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\leq 
\int 

B\varepsilon 0

\psi 
m+2
m+1 (| z| ) dxdy

| z| 
\Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\leq C,
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звiдки випливає виконання умови (6) при F (\varepsilon , \varepsilon 0) = 1. Далi, застосовуючи лему 2, прихо-
димо до оцiнки (11).

Наслiдок 2. Нехай m > 0, f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)
класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0 i Im\sigma 
\bigl( 
rei\theta 

\bigr) 
\geq \lambda (r) для м.в. r \in (0, \varepsilon 0),

\varepsilon 0 \in (0, 1), де \lambda (r) — додатна скiнченна м.с. на (0, \varepsilon 0) вимiрна функцiя. Припустимо,
що для деякого числа K > 0 i деякої вимiрної невiд’ємної на (0, \varepsilon 0) функцiї \psi (t) такої, що

0 <

\int \varepsilon 0

\varepsilon 
\psi (t) dt <\infty для довiльного \varepsilon \in (0, \varepsilon 0), виконується умова

\varepsilon 0\int 
\varepsilon 

\psi 
m+2
m+1 (t) dt

\lambda 
1

m+1 (t)
\leq K J(\varepsilon , \varepsilon 0), (12)

де J(\varepsilon , \varepsilon 0) — деяка додатна та скiнченна функцiя для довiльного \varepsilon \in (0, \varepsilon 0). Тодi

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\Phi (| z| )

\leq K
m+1
m m - 1

m <\infty , (13)

де

\Phi (\varepsilon ) =

\left(  \varepsilon 0\int 
\varepsilon 

\psi (t) dt

\right)   - m+2
m

J
m+1
m (\varepsilon , \varepsilon 0).

Доведення. Дiйсно, застосовуючи умову Im \sigma (rei\theta ) \geq \lambda (r) для м.в. r \in (0, \varepsilon 0) i теорему
Фубiнi, маємо оцiнку

\int 
\BbbA 

\psi 
m+2
m+1 (| z| ) dxdy

| z| 
\Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\leq 
\int 
\BbbA 

\psi 
m+2
m+1 (| z| ) dxdy
| z| \lambda 

1
m+1 (| z| )

= 2\pi 

\varepsilon 0\int 
\varepsilon 

\psi 
m+2
m+1 (t) dt

\lambda 
1

m+1 (t)
,

де \BbbA = \BbbA (0, \varepsilon , \varepsilon 0). Звiдси та з умови (12) отримаємо

\int 
\BbbA 

\psi 
m+2
m+1 (| z| ) dxdy

| z| 
\Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\leqslant 2\pi KJ(\varepsilon , \varepsilon 0).

Далi, застосовуючи лему 2 з C = 2\pi K i F (\varepsilon , \varepsilon 0) = J(\varepsilon , \varepsilon 0), приходимо до оцiнки

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\Phi (| z| )

\leq c0(2\pi K)
m+1
m = m - 1

mK
m+1
m <\infty ,

де

\Phi (\varepsilon ) =

\left(  \varepsilon 0\int 
\varepsilon 

\psi (t) dt

\right)   - m+2
m

J
m+1
m (\varepsilon , \varepsilon 0) i c0 = (2\pi ) - 

m+1
m m - 1

m .

Поклавши у наслiдку 2 J(\varepsilon , \varepsilon 0) = 1, одержуємо наступне твердження.
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Наслiдок 3. Нехай m > 0, f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)
класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0 i Im\sigma 
\bigl( 
rei\theta 

\bigr) 
\geq \lambda (r) для м.в. r \in (0, \varepsilon 0),

\varepsilon 0 \in (0, 1), де \lambda (r) — додатна скiнченна м.с. на (0, \varepsilon 0) вимiрна функцiя. Припустимо,
що для деякого числа K > 0 i деякої вимiрної невiд’ємної на (0, \varepsilon 0) функцiї \psi (t) такої, що

0 <

\int \varepsilon 0

\varepsilon 
\psi (t) dt <\infty для довiльного \varepsilon \in (0, \varepsilon 0), виконується умова

\varepsilon 0\int 
0

\psi 
m+2
m+1 (t) dt

\lambda 
1

m+1 (t)
\leq K <\infty . (14)

Тодi

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 

\left(   \varepsilon 0\int 
| z| 

\psi (t) dt

\right)   
m+2
m

\leq K
m+1
m m - 1

m <\infty . (15)

Далi наведено теореми про функцiональну асимптотику розв’язкiв нелiнiйного рiвнян-
ня Бельтрамi (3).

Теорема 1. Нехай m > 0, f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)
класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0 i Im,\sigma (t) \not = \infty для м.в. t \in (0, 1). Припустимо,

що для деяких чисел C > 0, 0 \leq \alpha \leq m+ 2

m+ 1
, \varepsilon 0 \in (0, 1) i деякої вимiрної (за Лебегом)

невiд’ємної на (0, \varepsilon 0) функцiї \psi (t) такої, що 0 <

\int \varepsilon 0

\varepsilon 
\psi (t) dt < \infty для довiльного \varepsilon \in (0, \varepsilon 0),

виконується умова

\int 
\BbbA (0,\varepsilon ,\varepsilon 0)

\psi 
m+2
m+1 (| z| ) dxdy

| z| 
\Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\leq C

\left(  \varepsilon 0\int 
\varepsilon 

\psi (t) dt

\right)  \alpha . (16)

Тодi

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 

\left(   \varepsilon 0\int 
| z| 

\psi (t) dt

\right)   
\beta 

\leq c0C
m+1
m <\infty , (17)

де \beta =
m+ 2 - \alpha (m+ 1)

m
, а c0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m, iз тверд-

ження 1.
Доведення. Вибираючи

F (\varepsilon , \varepsilon 0) =

\left(  \varepsilon 0\int 
\varepsilon 

\psi (t) dt

\right)  \alpha 

i застосовуючи лему 2, одержуємо оцiнку (17).
Теорема 2. Нехай m > 0, f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)

класу Соболєва W 1,2
loc з нормуванням f(0) = 0 i Im\sigma (rei\theta ) \geq \lambda (r) для м.в. r \in (0, \varepsilon 0),

\varepsilon 0 \in (0, 1), де \lambda (r) — додатна скiнченна м.с. на (0, \varepsilon 0) вимiрна функцiя. Припустимо, що
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для деяких чисел K > 0, 0 \leq \alpha \leq m+ 2

m+ 1
i деякої вимiрної невiд’ємної на (0, \varepsilon 0) функцiї \psi (t)

такої, що 0 <

\int \varepsilon 0

\varepsilon 
\psi (t) dt <\infty для довiльного \varepsilon \in (0, \varepsilon 0), виконується умова

\varepsilon 0\int 
\varepsilon 

\psi 
m+2
m+1 (t) dt

\lambda 
1

m+1 (t)
\leq K

\left(  \varepsilon 0\int 
\varepsilon 

\psi (t) dt

\right)  \alpha . (18)

Тодi

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 

\left(   \varepsilon 0\int 
| z| 

\psi (t) dt

\right)   
\beta 

\leq m - 1
mK

m+1
m <\infty , (19)

де \beta =
m+ 2 - \alpha (m+ 1)

m
.

Доведення. Вибираючи

J(\varepsilon , \varepsilon 0) =

\left(  \varepsilon 0\int 
\varepsilon 

\psi (t) dt

\right)  \alpha 
i застосовуючи наслiдок 2, отримуємо оцiнку (19).

3. Логарифмiчна асимптотика. У цьому пунктi доведено ряд теорем про логарифмiчну
асимптотику розв’язкiв нелiнiйного рiвняння Бельтрамi (3).

Теорема 3. Нехай m > 0, f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)
класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0 i Im,\sigma (t) \not = \infty для м.в. t \in (0, 1). Припустимо,

що для деяких чисел C > 0, 0 \leq \alpha \leq m+ 2

m+ 1
i \varepsilon 0 \in (0, 1) виконується умова\int 

\BbbA (0, \varepsilon , \varepsilon 0)

dxdy

| z| 
2m+3
m+1

\Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\leq C

\biggl( 
ln

1

\varepsilon 

\biggr) \alpha 

(20)

для довiльного \varepsilon \in (0, \varepsilon 0). Тодi

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
ln

1

| z| 

\biggr) m+2 - \alpha (m+1)
m

\leq c0C
m+1
m <\infty , (21)

де c0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m, iз твердження 1.

Доведення. Вибираючи \psi (t) =
1

t
, F (\varepsilon , \varepsilon 0) =

\biggl( 
ln

1

\varepsilon 

\biggr) \alpha 

та застосовуючи лему 2, одер-
жуємо

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
ln

1

| z| 

\biggr) m+2 - \alpha (m+1)
m

=

= lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
ln
\varepsilon 0
| z| 

\biggr) m+2
m
\biggl( 
ln

1

| z| 

\biggr)  - \alpha (m+1)
m

lim
z\rightarrow 0

\left(    ln
1

| z| 
ln
\varepsilon 0
| z| 

\right)    
m+2
m

=
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= lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 

\left(   \varepsilon 0\int 
| z| 

\psi (t) dt

\right)   
m+2
m

F - m+1
m (| z| , \varepsilon 0) \leq c0C

m+1
m ,

де c0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m, iз твердження 1.
Приклад 1. Нехай m \in (0, 2). Розглянемо рiвняння

fr =  - i

mr
| f\theta | mf\theta (22)

в одиничному крузi \BbbB . Покажемо, що вiдображення f =

\biggl( 
ln

1

r

\biggr)  - 1
m

ei\theta належить простору

W 1,2
loc (\BbbB ). Дiйсно, f є гомеоморфiзмом класу C1 у \BbbB \setminus \{ 0\} , звiдси, зокрема, випливає, що

f \in W 1,2
loc (\BbbB \setminus \{ 0\} ). Покладемо Br0 = \{ z \in \BbbC : | z| \leq r0\} , r0 \in (0, 1). Знаходимо частиннi

похiднi вiдображення f :

fr =
1

mr

\biggl( 
ln

1

r

\biggr)  - m+1
m

ei\theta , f\theta = i

\biggl( 
ln

1

r

\biggr)  - 1
m

ei\theta ,

за формулою з [6, с. 611] маємо\int 
Br0

\bigl( 
| fz| 2 + | fz| 2

\bigr) 
dxdy =

1

2

\int 
Br0

\bigl( 
| fr| 2 + r - 2| f\theta | 2

\bigr) 
rdrd\theta =

=
\pi 

m2

r0\int 
0

\biggl( 
ln

1

r

\biggr)  - 2m+2
m dr

r
+ \pi 

r0\int 
0

\biggl( 
ln

1

r

\biggr)  - 2
m dr

r
.

Очевидно, що при m \in (0, 2) обидва iнтеграли збiгаються.

Перевiримо, що вiдображення f =

\biggl( 
ln

1

r

\biggr)  - 1
m

ei\theta є розв’язком рiвняння (22). Дiйсно,

маємо рiвнiсть \sigma =
fr

f\theta | f\theta | m
=  - i

mr
. Далi знаходимо

\Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

= (mr) - 
1

m+1 .

Перевiримо, що умова (20) виконується. Дiйсно, при \alpha = 1

\int 
\BbbA (0,\varepsilon ,\varepsilon 0)

dxdy

| z| 
2m+3
m+1

\Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

= 2\pi m
1

m+1

\varepsilon 0\int 
\varepsilon 

dr

r
= 2\pi m

1
m+1 ln

\varepsilon 0
\varepsilon 

\leq 2\pi m
1

m+1 ln
1

\varepsilon 
.

З iншого боку, легко бачити, що limz\rightarrow 0 | f(z)| 
\biggl( 
ln

1

| z| 

\biggr) 1
m

= 1.
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Наслiдок 4. Нехай m > 0, f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)
класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0 i Im \sigma (rei\theta ) \geq \lambda (r) для м.в. r \in (0, \varepsilon 0),
\varepsilon 0 \in (0, 1), де \lambda (r) —додатна скiнченна м.с. на (0, \varepsilon 0) вимiрна функцiя. Припустимо, що для
деяких чисел K > 0, 0 \leq \alpha \leq m+ 2

m+ 1
i для довiльного \varepsilon \in (0, \varepsilon 0) виконується умова

\varepsilon 0\int 
\varepsilon 

dt

t
m+2
m+1\lambda 

1
m+1 (t)

\leq K

\biggl( 
ln

1

\varepsilon 

\biggr) \alpha 

. (23)

Тодi

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
ln

1

| z| 

\biggr) \beta 

\leq m - 1
mK

m+1
m <\infty , (24)

де \beta =
m+ 2 - \alpha (m+ 1)

m
.

Доведення. Вибираючи \psi (t) = 1

t
, J(\varepsilon , \varepsilon 0) =

\biggl( 
ln

1

\varepsilon 

\biggr) \alpha 

i застосовуючи наслiдок 2, отри-
муємо

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
ln

1

| z| 

\biggr) m+2 - \alpha (m+1)
m

=

= lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
ln
\varepsilon 0
| z| 

\biggr) m+2
m
\biggl( 
ln

1

| z| 

\biggr)  - \alpha (m+1)
m

lim
z\rightarrow 0

\Biggl( 
ln 1

| z| 

ln \varepsilon 0
| z| 

\Biggr) m+2
m

=

= lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 

\left(   \varepsilon 0\int 
| z| 

\psi (t) dt

\right)   
m+2
m

J - m+1
m (| z| , \varepsilon 0) \leq m - 1

mK
m+1
m .

Далi наведено асимптотичну поведiнку регулярних розв’язкiв рiвняння (3) у термiнах
iтерацiйної шкали логарифмiв.

Уведемо такi позначення:

e1 = e, e2 = ee, . . . , ek+1 = eek ,

ln1 t = ln t, ln2 t = ln ln t, . . . , lnk+1 t = ln lnk t,

де k \geq 1 — натуральнi числа.
Теорема 4. Нехай m > 0, f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)

класу Соболєва W 1,2
loc з нормуванням f(0) = 0 i Im,\sigma (t) \not = \infty для м.в. t \in (0, e - 1

n ). Припустимо,

що для деяких чисел C > 0, 0 \leq \alpha \leq m+ 2

m+ 1
i \varepsilon 0 \in (0, e - 1

n ) виконується умова

\int 
\BbbA (0,\varepsilon ,\varepsilon 0)

dxdy

| z| 
2m+3
m+1

\biggl( \prod n

k=1
lnk

1

| z| 

\biggr) m+2
m+1\Bigl( 

Im \sigma (z)
\Bigr) 1

m+1

\leq C

\biggl( 
lnn+1

1

\varepsilon 

\biggr) \alpha 

(25)
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для довiльного \varepsilon \in (0, \varepsilon 0). Тодi

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
lnn+1

1

| z| 

\biggr) m+2 - \alpha (m+1)
m

\leq c0C
m+1
m <\infty , (26)

де c0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m, iз твердження 1.
Доведення. Для функцiї

\psi (t) =
1

t
\prod n

k=1
lnk

1

t

знаходимо iнтеграл

\varepsilon 0\int 
\varepsilon 

\psi (t) dt =

\varepsilon 0\int 
\varepsilon 

dt

t
\prod n

k=1
lnk

1

t

=

1
\varepsilon \int 

1
\varepsilon 0

du

u
\prod n

k=1
lnk u

= lnn+1
1

\varepsilon 
 - lnn+1

1

\varepsilon 0
= ln

lnn
1

\varepsilon 

lnn
1

\varepsilon 0

. (27)

Далi, застосовуючи лему 2 з функцiями

\psi (t) =
1

t
\prod n

k=1
lnk

1

t

, F (\varepsilon , \varepsilon 0) =

\biggl( 
lnn+1

1

\varepsilon 

\biggr) \alpha 

,

отримуємо

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 

\left(    ln

lnn
1

| z| 

lnn
1

\varepsilon 0

\right)    
m+2
m \biggl( 

lnn+1
1

| z| 

\biggr)  - \alpha (m+1)
m

\leq c0C
m+1
m .

Звiдси випливає оцiнка

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
lnn+1

1

| z| 

\biggr) m+2 - \alpha (m+1)
m

=

= lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 

\left(    ln

lnn
1

| z| 

lnn
1

\varepsilon 0

\right)    
m+2
m \biggl( 

lnn+1
1

| z| 

\biggr)  - \alpha (m+1)
m

lim
z\rightarrow 0

\left(    lnn+1
1

| z| 

ln
lnn(1/| z| )
lnn(1/\varepsilon 0)

\right)    
m+2
m

\leq c0C
m+1
m .

Поклавши у теоремi 4 n = 1, будемо мати таке твердження.
Наслiдок 5. Нехай m > 0, f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)

класу Соболєва W 1,2
loc з нормуванням f(0) = 0 i Im,\sigma (t) \not = \infty для м.в. t \in (0, e - 1). Припустимо,

що для деяких чисел C > 0, 0 \leq \alpha \leq m+ 2

m+ 1
i \varepsilon 0 \in (0, e - 1) виконується умова

\int 
\BbbA (0,\varepsilon ,\varepsilon 0)

dxdy

| z| 
2m+3
m+1

\biggl( 
ln

1

| z| 

\biggr) m+2
m+1\Bigl( 

Im\sigma (z)
\Bigr) 1

m+1

\leq C

\biggl( 
ln ln

1

\varepsilon 

\biggr) \alpha 

(28)
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для довiльного \varepsilon \in (0, \varepsilon 0). Тодi

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
ln ln

1

| z| 

\biggr) m+2 - \alpha (m+1)
m

\leq c0C
m+1
m <\infty , (29)

де c0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m, iз твердження 1.
Наслiдок 6. Нехай m > 0, f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)

класу Соболєва W 1,2
loc з нормуванням f(0) = 0 i Im\sigma (rei\theta ) \geq \lambda (r) для м.в. r \in (0, \varepsilon 0),

\varepsilon 0 \in (0, e - 1
n ), де \lambda (r) — додатна скiнченна м.с. на (0, \varepsilon 0) вимiрна функцiя. Припустимо, що

для деяких чисел K > 0, 0 \leq \alpha \leq m+ 2

m+ 1
i для довiльного \varepsilon \in (0, \varepsilon 0) виконується умова

\varepsilon 0\int 
\varepsilon 

dt\biggl( 
t
\prod n

k=1
lnk

1

t

\biggr) m+2
m+1

\lambda 
1

m+1 (t)

\leq K

\biggl( 
lnn+1

1

\varepsilon 

\biggr) \alpha 

. (30)

Тодi

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
lnn+1

1

| z| 

\biggr) \beta 

\leq m - 1
mK

m+1
m <\infty , (31)

де \beta =
m+ 2 - \alpha (m+ 1)

m
.

Доведення. Вибираючи

\psi (t) =
1

t
\prod n

k=1
lnk

1

t

, J(\varepsilon , \varepsilon 0) =

\biggl( 
lnn+1

1

\varepsilon 

\biggr) \alpha 

i застосовуючи формулу (27), за наслiдком 2 отримуємо

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
lnn+1

1

| z| 

\biggr) m+2 - \alpha (m+1)
m

=

= lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 

\left(    ln

lnn
1

| z| 

lnn
1

\varepsilon 0

\right)    
m+2
m \biggl( 

lnn+1
1

| z| 

\biggr)  - \alpha (m+1)
m

lim
z\rightarrow 0

\left(    lnn+1
1

| z| 

ln
lnn(1/| z| )
lnn(1/\varepsilon 0)

\right)    
m+2
m

=

= lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 

\left(   \varepsilon 0\int 
| z| 

\psi (t) dt

\right)   
m+2
m

J - m+1
m (| z| , \varepsilon 0) \leq m - 1

mK
m+1
m .

Поклавши у наслiдку 6 n = 1, одержуємо такий наслiдок.
Наслiдок 7. Нехай m > 0, f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)

класу Соболєва W 1,2
loc з нормуванням f(0) = 0 i Im\sigma (rei\theta ) \geq \lambda (r) для м.в. r \in (0, \varepsilon 0),
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\varepsilon 0 \in (0, e - 1), де \lambda (r) — додатна скiнченна м.с. на (0, \varepsilon 0) вимiрна функцiя. Припустимо, що
для деяких чисел K > 0, 0 \leq \alpha \leq m+ 2

m+ 1
i для довiльного \varepsilon \in (0, \varepsilon 0) виконується умова

\varepsilon 0\int 
\varepsilon 

dt\biggl( 
t ln

1

t

\biggr) m+2
m+1

\lambda 
1

m+1 (t)

\leq K

\biggl( 
ln ln

1

\varepsilon 

\biggr) \alpha 

. (32)

Тодi

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
ln ln

1

| z| 

\biggr) \beta 

\leq m - 1
mK

m+1
m <\infty , (33)

де \beta =
m+ 2 - \alpha (m+ 1)

m
.

4. Експоненцiальна асимптотика. У цьому пунктi знайдено достатнi умови експоненцi-
альної асимптотики розв’язкiв нелiнiйного рiвняння Бельтрамi (3).

Теорема 5. Нехай m > 0, f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)
класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0 i Im,\sigma (t) \not = \infty для м.в. t \in (0, 1). Припустимо,

що для деяких чисел C > 0, p > 0, 0 \leq \alpha \leq m+ 2

m+ 1
i \varepsilon 0 \in (0, 1) виконується умова

\int 
\BbbA (0, \varepsilon , \varepsilon 0)

\Phi 
m+2
m+1
p (| z| )dxdy

| z| 
\Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\leq C e
\alpha 
\varepsilon p (34)

для довiльного \varepsilon \in (0, \varepsilon 0), де \Phi p(t) =
e

1
tp

tp+1
. Тодi

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| e
\beta 

| z| p \leq c0 p
m+2
m C

m+1
m <\infty , (35)

де \beta =
m+ 2 - \alpha (m+ 1)

m
i c0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m, iз тверд-

ження 1.

Доведення. Для функцiї \psi (t) = \Phi p(t) =
e

1
tp

tp+1
знаходимо iнтеграл

\varepsilon 0\int 
\varepsilon 

\psi (t) dt =

\varepsilon 0\int 
\varepsilon 

e
1
tp dt

tp+1
=
e\varepsilon 

 - p  - e\varepsilon 
 - p
0

p
. (36)

Тодi, застосовуючи лему 2 з функцiями \psi (t) = \Phi p(t) i F (\varepsilon , \varepsilon 0) = e
\alpha 
\varepsilon p , отримуємо

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| e
m+2 - \alpha (m+1)

m| z| p =

= p
m+2
m lim inf

z\rightarrow 0
| f(z)| 

\Biggl( 
e| z| 

 - p  - e\varepsilon 
 - p
0

p

\Biggr) m+2
m

e
 - \alpha (m+1)

m| z| p lim
z\rightarrow 0

\Biggl( 
e| z| 

 - p  - e\varepsilon 
 - p
0

e| z|  - p

\Biggr)  - m+2
m

=
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= p
m+2
m lim inf

z\rightarrow 0
| f(z)| 

\left(   \varepsilon 0\int 
| z| 

\psi (t) dt

\right)   
m+2
m

F - m+1
m (| z| , \varepsilon 0) \leq c0 p

m+2
m C

m+1
m ,

де c0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m, iз твердження 1.
Приклад 2. Нехай m > 0. Розглянемо рiвняння

fr =  - e
1

rm i

rm+1
| f\theta | mf\theta (37)

в одиничному крузi \BbbB . Покажемо, що вiдображення f = e - 
1

mrm ei\theta належить простору
W 1,2

loc (\BbbB ). Дiйсно, f є гомеоморфiзмом класу C1 в \BbbB \setminus \{ 0\} , звiдки, зокрема, випливає, що
f \in W 1,2

loc (\BbbB \setminus \{ 0\} ). Покладемо Br0 = \{ z \in \BbbC : | z| \leq r0\} , r0 \in (0, 1). Знайдемо частиннi
похiднi вiдображення f :

fr =
e - 

1
mrm ei\theta 

rm+1
, f\theta = ie - 

1
mrm ei\theta 

i за формулою з [6, с. 611] маємо\int 
Br0

\bigl( 
| fz| 2 + | fz| 2

\bigr) 
dxdy =

1

2

\int 
Br0

\bigl( 
| fr| 2 + r - 2| f\theta | 2

\bigr) 
rdrd\theta =

= \pi 

r0\int 
0

e - 
2

mrm
dr

r2m+1
+ \pi 

r0\int 
0

e - 
2

mrm
dr

r
.

Очевидно, що обидва iнтеграли збiгаються, якщо m > 0.
Перевiримо, що вiдображення f = e - 

1
mrm ei\theta є розв’язком рiвняння (22). Тодi маємо

рiвнiсть

\sigma =
fr

f\theta | f\theta | m
=  - e

1
rm i

rm+1
.

Далi знаходимо \Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

=
e

1
(m+1)rm

r
.

Перевiримо, що умова (34) виконується. Дiйсно, при \alpha = 1\int 
\BbbA (0,\varepsilon ,\varepsilon 0)

\Phi 
m+2
m+1
m (| z| ) dxdy

| z| 
\Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

=

\int 
\BbbA (0,\varepsilon ,\varepsilon 0)

e
1

| z| m dxdy

| z| m+2
=

= 2\pi 

\varepsilon 0\int 
\varepsilon 

e
1

rm r - m - 1dr =
2\pi 

m

\biggl( 
e

1
\varepsilon m  - e

1
\varepsilon m0

\biggr) 
\leq 2\pi 

m
e

1
\varepsilon m ,

де \Phi m(| z| ) = e
1

| z| m

| z| m+1
.

З iншого боку, бачимо, що limz\rightarrow 0 | f(z)| e
1

m| z| m = 1.
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Поклавши у теоремi 5 \alpha = 0, отримаємо таке твердження.
Наслiдок 8. Нехай m > 0, f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)

класу Соболєва W 1,2
loc з нормуванням f(0) = 0 i Im,\sigma (t) \not = \infty для м.в. t \in (0, 1). Припустимо,

що для деяких чисел C > 0, p > 0 i \varepsilon 0 \in (0, 1) виконується умова

\int 
B\varepsilon 0

\Phi 
m+2
m+1
p (| z| )dxdy

| z| 
\Bigl( 
Im \sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\leq C,

де \Phi p(t) =
e

1
tp

tp+1
. Тодi

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| e
m+2
m| z| p \leq c0 p

m+2
m C

m+1
m <\infty ,

де c0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m, iз твердження 1.
Наслiдок 9. Нехай m > 0, f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)

класу Соболєва W 1,2
loc з нормуванням f(0) = 0 i Im\sigma (rei\theta ) \geq \lambda (r) для м.в. r \in (0, \varepsilon 0),

\varepsilon 0 \in (0, 1), де \lambda (r) —додатна скiнченна м.с. на (0, \varepsilon 0) вимiрна функцiя. Припустимо, що для
деяких чисел K > 0, 0 \leq \alpha \leq m+ 2

m+ 1
i для довiльного \varepsilon \in (0, \varepsilon 0) виконується умова

\varepsilon 0\int 
\varepsilon 

\Phi 
m+2
m+1
p (t) dt

\lambda 
1

m+1 (t)
\leq K e

\alpha 
| z| p ,

де \Phi p(t) =
e

1
tp

tp+1
. Тодi

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| e
\beta 

| z| p \leq p
m+2
m m - 1

mK
m+1
m <\infty ,

де \beta =
m+ 2 - \alpha (m+ 1)

m
.

Доведення. Застосовуючи наслiдок 2 з функцiями

\psi (t) = \Phi p(t) =
e

1
tp

tp+1
, J(\varepsilon , \varepsilon 0) = e

\alpha 
\varepsilon p

i використовуючи формулу (36), приходимо до оцiнки

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| e
m+2 - \alpha (m+1)

m| z| p =

= p
m+2
m lim inf

z\rightarrow 0
| f(z)| 

\Biggl( 
e| z| 

 - p  - e\varepsilon 
 - p
0

p

\Biggr) m+2
m

e
 - \alpha (m+1)

m| z| p lim
z\rightarrow 0

\Biggl( 
e| z| 

 - p  - e\varepsilon 
 - p
0

e| z|  - p

\Biggr)  - m+2
m

=

= p
m+2
m lim inf

z\rightarrow 0
| f(z)| 

\left(   \varepsilon 0\int 
| z| 

\psi (t) dt

\right)   
m+2
m

J - m+1
m (| z| , \varepsilon 0) \leq p

m+2
m m - 1

mK
m+1
m .

Поклавши у наслiдку 9 \alpha = 0, одержуємо таке твердження.
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Наслiдок 10. Нехай m > 0, f : \BbbB \rightarrow \BbbC —регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)
класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0 i Im\sigma (rei\theta ) \geq \lambda (r) для м.в. r \in (0, \varepsilon 0),
\varepsilon 0 \in (0, 1), де \lambda (r) —додатна скiнченна м.с. на (0, \varepsilon 0) вимiрна функцiя. Припустимо, що для
деякого числа K > 0 виконується умова

\varepsilon 0\int 
0

\Phi 
m+2
m+1
p (t) dt

\lambda 
1

m+1 (t)
\leq K,

де \Phi p(t) =
e

1
tp

tp+1
. Тодi

lim inf
z\rightarrow 0

| f(z)| e
m+2
m| z| p \leq p

m+2
m m - 1

mK
m+1
m <\infty .
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