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For the nonlinear periodic boundary-value problem for an ordinary differential equation in the critical and
noncritical cases, we obtain constructive conditions of its solvability and the scheme for finding solutions
by using Adomian decomposition method.

Отримано конструктивнi умови розв’язностi та схему побудови розв’язкiв нелiнiйної перiодичної
крайової задачi для звичайного диференцiального рiвняння у критичному та некритичному випад-
ках iз використанням методу декомпозицiї Адомяна.

1. Постановка задачi. Дослiджуємо задачу про побудову аналiтичного розв’язку [1 – 3]
нелiнiйної перiодичної крайової задачi

dz/dt = Az + ε f(t) + εZ(z, t, ε), `z(·, ε) := z(a, ε)− z(b, ε) = 0 (1)

у малому околi аналiтичного розв’язку породжуючої задачi

dz0/dt = Az0, `z0(·) := z0(a)− z0(b) = 0. (2)

Тут A — стала (n × n)-вимiрна матриця, Z(z, t, ε) — нелiнiйна вектор-функцiя, аналi-
тична за невiдомою z у малому околi розв’язку породжуючої задачi (2) та неперервна по
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малому параметру ε на вiдрiзку [0, ε0]. Крiм того, вектор-функцiя Z(z, t, ε) i функцiя f(t)
неперервнi за незалежною змiнною t на вiдрiзку [a, b].

Актуальнiсть вивчення крайової задачi (1) пов’язана з широким застосуванням подiб-
них задач при вивченнi неiзотермiчних хiмiчних реакцiй. Приклад моделювання таких
реакцiй наведено в [4]. Наприкiнцi цiєї статтi наведемо приклад знаходження наближень
до перiодичного розв’язку задачi (1) iз використанням побудованої нами iтерацiйної схеми.

У статтях [5, 6], використовуючи ефективнийметодНьютона –Канторовича [7], знайде-
но наближення до розв’язкiв нелiнiйних крайових задач, зокрема, перiодичних крайових
задач. При побудовi розв’язкiв нелiнiйних крайових задач виникає проблема неможливостi
знаходження розв’язкiв у елементарнихфункцiях, яка, у свою чергу, призводить до великих
похибок розв’язкiв нелiнiйних крайових задач. Подiбну проблему було продемонстровано
для перiодичної задачi для рiвняння, яке визначає рух супутника на елiптичнiй орбiтi [8, 9].

Крiм того, побудову розв’язкiв нелiнiйних крайових задач iз використаннямметоду про-
стих iтерацiй [1] значно ускладнюють обчислення похiдних нелiнiйностей. У [5, 6] приско-
рення збiжностi iтерацiйних досягнуто обчисленням похiдних нелiнiйностей на кожному
кроцi. Враховуючи зазначене, спрощення обчислень похiдних нелiнiйностей i можливiсть
знаходження розв’язкiв нелiнiйних крайових задач, зокрема перiодичних крайових задач,
у елементарних функцiях можуть бути досягнутi з використанням методу декомпозицiї
Адомяна [10]. Приклад такого спрощення наведемо далi.

2.Некритичний випадок. Позначимо через X(t) нормальну (X(a) = In) фундаменталь-
ну матрицю породжуючої задачi (2). Унаслiдок однорiдностi в некритичному випадку:

detQ 6= 0, Q := `X(·)

породжуюча задача (2) має лише тривiальний розв’язок z0(t) ≡ 0. Позначимо також опе-
ратор Грiна

K[g(s)](t) := X(t)

t∫
a

X−1(s) g(s) ds, t ∈ [a, b],

задачi Кошi

dy/dt = Ay + g(t), y(a) = 0.

Тут g(t) ∈ C[a, b] — неперервна вектор-функцiя. Як вiдомо [1], задача про побудо-
ву розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1) у малому околi фредгольмової
породжуючої задачi (2) в некритичному випадку однозначно розв’язна для довiльної не-
однорiдностi f(t, ε) i довiльної нелiнiйної вектор-функцiї Z(z, ε). Розв’язок перiодичної
крайової задачi (1) шукаємо у виглядi

z(t, ε) := z0(t) + u1(t, ε) + . . .+ uk(t, ε) + . . . .

Нелiнiйна вектор-функцiя Z(z, t, ε) аналiтична за невiдомою z в околi тривiального роз-
в’язку породжуючої задачi (2), тому у зазначеному околi має мiсце розклад [10, c. 502]

Z(z(t, ε), t, ε) = A0(z0(t)) +A1(z0(t), u1(t, ε), ε)+

+A2(z0(t), u1(t, ε), u2(t, ε), ε) + . . .
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. . .+An(z0(t), u1(t, ε), . . . , un(t, ε), ε) + . . . . (3)

Розклади багатьох нелiнiйних функцiй та формули для їх обчислення наведено у [10 – 12].
Позначимо оператор Грiна

G[g(s)](t) = K[g(s)](t)−X(t)Q−1`K[g(s)](·)

перiодичної крайової задачi [1, 13]

dy/dt = Ay + g(t), y(a)− y(b) = 0

у некритичному випадку. Перше наближення до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової
задачi (1) у некритичному випадку

z1(t, ε) := z0(t) + u1(t, ε), u1(t, ε) = εG
[
f(s) +A0(z0(s))

]
(t)

визначає розв’язок нелiнiйної перiодичної крайової задачi першого наближення

du1(t, ε)/dt = Au1(t, ε) + ε
[
f(t) +A0(z0(t))

]
, u1(a, ε)− u1(b, ε) = 0.

Друге наближення до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1) у некритичному
випадку

z2(t, ε) := z0(t) + u1(t, ε) + u2(t, ε), u2(t, ε) = εG
[
A1(z0(s), u1(s, ε), ε)

]
(t)

визначає розв’язок нелiнiйної перiодичної крайової задачi другого наближення

du2(t, ε)/dt = Au2(t, ε) + ε
[
A1(z0(t), u1(t, ε), ε)

]
, u2(a, ε)− u2(b, ε) = 0.

Послiдовнiсть наближень до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1) у некри-
тичному випадку визначає iтерацiйна схема

zk+1(t, ε) := z0(t) + u1(t, ε) + . . .+ uk+1(t, ε), (4)

uk+1(t, ε) = εG
[
Ak(z0(t), u1(t, ε), . . . , zk(s, ε), ε)

]
(t), k = 0, 1, 2, . . . .

Промiжок значень малого параметра ε ∈ [0, ε0], 0 ≤ ε∗ ≤ ε0, для яких зберiгається збiж-
нiсть iтерацiйної схеми (4) до розв’язку перiодичної крайової задачi (1) у некритичному
випадку, можна оцiнити аналогiчно [1, 2, 12, 14 – 16].

Лема. У некритичному випадку (detQ0 6= 0) породжуюча перiодична крайова задача (2)
має лишетривiальний розв’язок z0(t) ≡ 0. При цьому задача про побудову розв’язку нелiнiйної
перiодичної крайової задачi (1) у малому околi розв’язку породжуючої задачi (2) у некритич-
ному випадку однозначно розв’язна для довiльної неоднорiдностi f(t, ε) i довiльної нелiнiйної
вектор-функцiї Z(z, ε). У некритичному випадку наближення до розв’язку нелiнiйної пе-
рiодичної крайової задачi (1) у некритичному випадку визначає iтерацiйна схема (4). Якщо
для кожного фiксованого значення малого параметра ε на вiдрiзку [0, ε∗] має мiсце нерiвнiсть

‖uk+1(t, ε)‖∞ ≤ γ‖uk(t, ε)‖∞, 0 < γ < 1, k = 1, 2, . . . , (5)

то на вiдрiзку ε ∈ [0, ε∗] зберiгається збiжнiсть iтерацiйної схеми (4) до розв’язку нелiнiйної
перiодичної крайової задачi (1).
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Приклад 1. Участинному випадку задача про знаходженнянаближень доперiодичного
розв’язку рiвняння, яке моделює неiзотермiчну хiмiчну реакцiю [4], пiсля розщеплення
приводить до задачi про знаходження наближень до перiодичного розв’язку перiодичної
крайової задачi

y′(t, ε) + y(t, ε) = ε f(t) + ε Y (z(t, ε), ε, µ), `z(·, ε) := z(0, ε)− z(1, ε) = 0, (6)

де

f(t) := t (1− t), Y (y(t, ε), ε, µ) := (1 + y(t, ε))e
− µ

1+y(t,ε) .

Для знаходження перiодичного розв’язку рiвняння (6) застосуємо iтерацiйну схему (4).
Для перiодичної задачi (6) має мiсце некритичний випадок [1, 15, 17]

Q = 1− 1

e
6= 0,

тому вона однозначно розв’язна, при цьому породжуюча задача (2) має лише тривiальний
розв’язок z0(t) ≡ 0. Використовуючи iтерацiйну схему (4), отримуємо

z1(t, ε) := z0(t) + u1(t, ε), u1(t, ε) = εG
[
f(s) +A0(z0(s, ε))

]
(t);

тут i далi

A0(z0(t)) = e−µ,

A1(z0(t), u1(t, ε), ε) = y1(t, ε)

(
1 + µ+ y0(t)

1 + y0(t)

)
e
− µ

1+y0(t) ,

A2(z0(t), u1(t, ε), u2(t, ε), ε) =

=
1

2 (1 + y0(t))3
(
µ2 y1(t, ε) + 2(1 + y20(t))y2(t, ε)(1 + µ+ y0(t))

)
e
− µ

1+y0(t) ,

крiм того

y1(t, ε) = −
ε
(
3 + 2 e1−t + e1−µ − e−µ − 3 t+ t2 − e

(
3− 3 t+ t2

))
1− e

.

Далi з використанням iтерацiйної схеми (4) одержуємо

z2(t, ε) := z0(t) + u1(t, ε) + u2(t, ε),

де

u2(t, ε) = −ε
2 e−t−2µ (1 + µ)

(−1 + e)2

(
−et + 2e1+t − e2+t + 2 e1+µ(1 + t)−

− 2 e2+µ(2 + t) + et+µ
(
8− 5 t+ t2

)
− 2 e1+t+µ

(
8− 5 t+ t2

)
+

+ e2+t+µ
(
8− 5 t+ t2

))
.
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На третьому кроцi, використовуючи iтерацiйну схему (4), маємо

z3(t, ε) := z0(t) + u1(t, ε) + u2(t, ε) + u3(t, ε),

де

u3(t, ε) =
ε3 e−t−3µ

6 (−1 + e)2

(
12e2+2µµ2 +

1

e− 1

(
(−1 + e)e2µ(351 + e(−496 + 135e))µ2−

− 6eµ(e(42 + e(−38 + 9e)) + 2e(42 + e(−38 + 9e))µ+

+ (−23 + e(64 + e(−56 + 13e)))µ2 − 15(1 + 2µ)
)
− 3(−1 + e)3(2 + µ(4 + 3µ))−

− 3(−1 + e)2
(
2 + 117e2µµ2 + µ(4 + 3µ)− 2eµ(15 + µ(30 + 23µ))

)
+

+ e−t
(
−12 e2+2µ µ2 − 2e1+t+µ t

(
2(−1 + e)eµt2µ2 + 6(1− 2e+ 2µ− 4eµ+ 2µ2−

− 3 e µ2 + 3(−1 + e)eµµ2)− 3(−1 + e)t(1 + µ(2 + µ+ 3eµµ))
))

+

+ 3 (−1 + e)2e2t
(
2 + e2µ(117 + t(−108 + t(45 + (−10 + t)t)))µ2 + µ(4 + 3µ)−

− 2eµ(15 + µ (30 + 23µ) + t2(1 + 2µ(1 + µ))− t(7 + 2µ(7 + 6µ))
))
.

Вiдзначимо перiодичнiсть отриманих наближень до розв’язку задачi (6). Для кожного
фiксованого значення малого параметра ε := µ на вiдрiзку [0, ε∗] має мiсце нерiвнiсть

‖uk+1(t, ε)‖∞ ≤ γ ‖uk(t, ε)‖∞, γ ≈ 0,0536 642� 1, ε∗ := 0, 1, k = 2, 3.

Отже, на вiдрiзку ε ∈ [0, ε∗] маємо практичну збiжнiсть iтерацiйної схеми (4) до перiо-
дичного розв’язку рiвняння (6). Точнiсть знайдених наближень до перiодичного розв’язку
рiвняння (6) визначають нев’язки

∆k(ε;µ) =
∥∥∥∥∥y′k(t, ε) + yk(t, ε)− ε f(t)− ε Y (yk(t, ε), ε, µ)

∥∥∥∥∥
C[0;1]

, k = 0, 1, 2, 3.

Зокрема,

∆0(0,1; 0,1) ≈ 0,115 484, ∆1(0,1; 0,1) ≈ 0,0108 231,

∆2(0,1; 0,1) ≈ 0,00 106 983, ∆3(0,1; 0,1) ≈ 0,0000 106 760,

∆0(0,01; 0,01) ≈ 0,0124 005, ∆1(0,01; 0,01) ≈ 0,000 117 207,

∆2(0,01; 0,01) ≈ 1,15 935× 10−6, ∆3(0,01; 0,01) ≈ 1,15 707× 10−8.

3. Критичний випадок. Далi дослiджуємо задачу про побудову аналiтичного розв’язку
нелiнiйної T -перiодичної крайової задачi

dz/dt = Az + f(t) + Z(z, t), `z(·) := z(0)− z(T ) = 0 (7)
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у малому околi аналiтичного розв’язку породжуючої T -перiодичної задачi

dz0/dt = Az0, `z0(·) := z0(0)− z0(T ) = 0. (8)

Тут Z(z, t) — нелiнiйна вектор-функцiя, аналiтична за невiдомою z у малому околi
розв’язку породжуючої задачi (8). У критичному випадку

detQ = 0

породжуюча задача (8) за умови [1]

PQ∗
r
`K[f(s)](·) = 0. (9)

має r -параметричну сiм’ю розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f(s)](t), cr ∈ Rr.

Тут X(t) —нормальна (X(0) = In) фундаментальна матриця однорiдної частини диферен-
цiальної системи (8); матриця Xr(t) утворена з r лiнiйно незалежних стовпцiв нормальної
фундаментальної матрицi X(t). Матриця PQ∗

r
утворена з r лiнiйно незалежних рядкiв

матрицi-ортопроектора

PQ∗ : Rn → N(Q∗).

Крiм того,

G[g(s)](t) = K[g(s)](t)−X(t)Q+`K[g(s)](·)

— узагальнений оператор Грiна перiодичної крайової задачi [1, 13]

dy

dt
= Ay + g(t), y(0)− y(T ) = 0

у критичному випадку, Q+ —псевдообернена за Муром – Пенроузом матриця. Як вiдомо,
критичний випадок має мiсце тодi й тiльки тодi, коли матриця A має власнi числа на уявнiй
осi, а саме: чисто уявнi числа вигляду

λ =
2πik

T
, k = 0, 1, 2, . . . , i =

√
−1.

Необхiдна i достатня умова розв’язностi задачi (7)

PQ∗
r
`K[Z(z(s), s)](·) = 0

приводить до необхiдної умови розв’язностi задачi (7) у малому околi розв’язку породжу-
ючої T -перiодичної задачi (8):

F0(cr) := PQ∗
r
`K[A0(z0(s, cr), s)](·) = 0. (10)

Рiвняння (10) будемо далi називати рiвнянням для породжуючих амплiтуд T -перiодичної
задачi (7). Припустимо, що рiвняння для породжуючих амплiтуд (10) має дiйснi коренi.
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Фiксуючи один iз дiйсних розв’язкiв c∗r ∈ Rr рiвняння (10), приходимо до задачi про
побудову розв’язку нелiнiйної T -перiодичної крайової задачi (7) у малому околi розв’язку

z0(t, c
∗
r) = Xr(t)c

∗
r +G[f(s)](t), c∗r ∈ Rr,

породжуючої T -перiодичної задачi (8). Традицiйною умовою розв’язностi задачi (7) у ма-
лому околi розв’язку породжуючої T -перiодичної задачi (8) є вимога простоти коренiв

detB0 6= 0, B0 := F ′0(c0) ∈ Rr×r

рiвняння (10) породжуючих амплiтуд T -перiодичної задачi (7) [1 – 3]. Вигляд ключової
у дослiдженнi T -перiодичної задачi (7) матрицi B0 при використаннi розкладу Адомяна
[10, c. 502] збiгається з традицiйним [1 – 3]:

B0 = PQ∗
r
`K[A1(s)Xr(s)](·),

де

A1(t) =
∂Z(z, t)

∂z

∣∣∣∣
z=z0(t,c∗r)

— (n× n)-вимiрна матриця. Розв’язок перiодичної крайової задачi (7) шукаємо у виглядi

z(t) := z0(t, c
∗
r) + u1(t) + . . .+ uk(t) + . . . .

Нелiнiйна вектор-функцiя Z(z, t) аналiтична за невiдомою z в околi розв’язку z0(t, c
∗
r)

породжуючої задачi (8), тому у зазначеному околi має мiсце розклад [10, c. 502]

Z(z(t), t) = A0(z0(t, c
∗
r), t) +A1(z0(t, c

∗
r), u1(t), t)+

+A2(z0(t, c
∗
r), u1(t), u2(t), t) + . . .

. . .+An(z0(t, c
∗
r), u1(t), . . . , un(t), t) + . . . . (11)

Перше наближення до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (7) у критичному
випадку

z1(t, c
∗
r) := z0(t, c

∗
r) + u1(t), u1(t) = Xr(t)c1 +G

[
A0(z0(s, c

∗
r))
]
(t), c1 ∈ Rr,

визначає розв’язок нелiнiйної перiодичної крайової задачi першого наближення

du1(t)

dt
= Au1(t) +A0(z0(t, c

∗
r)), u1(0)− u1(T ) = 0.

Перiодичнiсть розв’язку крайової задачi першого наближення гарантована вибором роз-
в’язку c∗r ∈ Rr рiвняння (10). Друге наближення до розв’язку нелiнiйної перiодичної кра-
йової задачi (7) у критичному випадку

z2(t, c
∗
r) := z0(t, c

∗
r) + u1(t, c1) + u2(t, c2)
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визначає розв’язок нелiнiйної перiодичної крайової задачi другого наближення

du2(t)

dt
= Au2(t) +A1(z0(t, c

∗
r), u1(t, c1)), u2(0)− u2(T ) = 0,

де

u2(t) = Xr(t)c2 +G
[
A1(z0(s, c

∗
r), u1(s, c1))

]
(t), c2 ∈ Rr.

Умова розв’язностi крайової задачi другого наближення

F1(c1) := PQ∗
r
`K
[
A1(z0(s, c

∗
r), u1(s, c1))

]
(·) = 0

являє собою лiнiйне рiвняння

F1(c1) = B0 c1 + d1 = 0, (12)

однозначно розв’язне у випадку невиродженостi матрицi B0; тут

B0 = F ′1(c1) ∈ Rr×r, d1 := F1(c1)−B0 c1.

Дiйсно, позначимо вектор-функцiю [14]

v(t, ε) := z0(t, c
∗
r) + ε u1(t, c1) + . . .+ εk uk(t, ck) + . . . ,

при цьому

F1(c1) := PQ∗
r
`K
[
A1(z0(s, c

∗
r), u1(s, c1))

]
(·) =

= PQ∗
r
`K
[
Z ′ε(v(s, ε), s))

]
(·)
∣∣∣
ε=0

= PQ∗
r
`K
[
A1(s)u1(s, c1)

]
(·).

Отже,

B0 = F ′1(c1).

Таким чином, за умови простоти коренiв рiвняння (10) породжуючих амплiтуд перiодичної
задачi (7) отримуємо розв’язок крайової задачi першого наближення

u1(t) = Xr(t)c1 +G
[
A0(z0(s, c

∗
r))
]
(t), c1 = −B−10 d1.

Умови розв’язностi крайових задач наступних наближень

Fj(cj) := PQ∗
r
`K
[
A1(z0(s, c

∗
r), u1(s, c1), . . . , uj(s, cj))

]
(·) = 0, j = 1, 2, . . . , k,

являють собою лiнiйнi рiвняння

Fj(cj) = B0 cj + dj = 0, (13)

де

B0 = F ′(cj) ∈ Rr×r, dj := F (cj)−B0 cj , j = 1, 2, . . . , k.
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У випадку простоти коренiв рiвняння (10) породжуючих амплiтуд перiодичної задачi (7)
рiвняння (13) однозначно розв’язне. Послiдовнiсть наближень до розв’язку нелiнiйної пе-
рiодичної крайової задачi (7) у критичному випадку визначає iтерацiйна схема

z1(t, c
∗
r) := z0(t, c

∗
r) + u1(t), u1(t) = Xr(t)c1 +G

[
A0(z0(s, c

∗
r))
]
(t), c1 = −B−10 d1, . . . ,

zk+1(t, c
∗
r) := z0(t, c

∗
r) + u1(t, c1) + . . .+ uk+1(t, ck), k = 0, 1, 2, . . . , (14)

uk+1(t) = Xr(t)ck+1 +G
[
Ak(z0(s, c

∗
r), u1(s, c1), . . . , uk(s, ck))

]
(t), ck = −B−10 dk.

Промiжок значень малого параметра ε ∈ [0, ε0], 0 ≤ ε∗ ≤ ε0, для яких зберiгається збiж-
нiсть iтерацiйної схеми (14) до розв’язку перiодичної крайової задачi (7), у критичному
випадку можна оцiнити аналогiчно [1, 12, 14 – 16].

Теорема. У критичному випадку (detQ = 0) породжуюча перiодична крайова задача (8)
за умови (9) має r -параметричну сiм’ю розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f(s)](t), cr ∈ Rr.

Якщо при цьому задача про побудову розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (7) у ма-
лому околi розв’язку породжуючої задачi (8) у критичному випадку розв’язна, то рiвняння (10)
для породжуючих амплiтуд T -перiодичної задачi (7) має дiйснi коренi. У випадку невиродже-
ностi матрицi B0 послiдовнiсть наближень до розв’язку нелiнiйної T -перiодичної крайової
задачi (7) у критичному випадку визначає iтерацiйна схема (14). Якщо iснує константа
0 < γ < 1, для якої має мiсце нерiвнiсть

‖u1(t, c1)‖∞ ≤ γ‖z0(t)‖∞, ‖uk+1(t, ck+1)‖∞ ≤ γ‖uk(t, ck)‖∞, k = 1, 2, . . . , (15)

то iтерацiйна схема (14) збiгається до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (7).
Приклад 2. Продемонструємо ефективнiсть доведеної теореми на прикладi задачi про

знаходження аналiтичних розв’язкiв нелiнiйного рiвняння Дюффiнга зi збуренням

y′′ + y = f(t) + Y (y), Y (y) := y3. (16)

Неоднорiднiсть f(t) нелiнiйного рiвняння Дюффiнга вважатимемо неперервною 2π -
перiодичною функцiєю.

Для перiодичної задачi (16) має мiсце критичний випадок [1, 15, 17] Q = 0. Перiодичнi
розв’язки нелiнiйного рiвняння Дюффiнга (16) будемо шукати в околi розв’язку

y0(t, c0) = c0a cos t+ c0b sin t, c0a , c0b ∈ R1,

однорiдної частини цього рiвняння. Вважаємо виконаною умову розв’язностi 2π -перiодич-
ної задачi для лiнiйної частини рiвняння Дюффiнга

2π∫
0

(
sin t

− cos t

)
f(t) dt = 0,

при цьому лiнiйна частина цiєї задачi має сiм’ю розв’язкiв

y0(t, c0) = c0a cos t+ c0b sin t+G[f(s)](t), c0 :=

(
c0a

c0b

)
∈ R2,
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зображувану оператором Грiна

G[f(s)](t) :=

t∫
0

sin(t− s) f(s) ds

2π -перiодичної задачi для рiвняння

y′′ + y = f(t).

Для знаходження амплiтуди породжуючого розв’язку приходимо до рiвняння

F0(c0) :=

2π∫
0

(
sin t

− cos t

)
Y (y0(t, c0)) dt = 0. (17)

Рiвняння (17) при f(t) = cos 3t має єдиний простий

detB0 6= 0, B0 =
3π

128

(
0 1

−1 0

)
дiйсний корiнь

c∗0 = −1

8

(
1

0

)
.

Перiодичнi розв’язки рiвняння Дюффiнга (16) будемо шукати в околi розв’язку

y0(t, c
∗
0) = −1

8
cos 3t

лiнiйної частини цього рiвняння. Використовуючи iтерацiйну схему (14), отримуємо

y1(t) := y0(t, c
∗
0) + u1(t), u1(t) = c1a cos t+ c1b sin t+G

[
A0(y0(s, c

∗
0))
]
(t);

тут i далi

A0(y0(t, c
∗
0)) = − 1

512
cos3 3t,

A1(y0(t, c
∗
0), u1(t), t) = 3 y20(t, c∗0) y1(t),

A2(y0(t, c
∗
0), u1(t), u2(t), t) =

3

2
y0(t, c

∗
0)

(
u21(t) + y0(t, c

∗
0)u2(t)

)
,

A3(y0(t, c
∗
0), u1(t), u2(t), u3(t), t) = u31(t) + 6 y0(t, c

∗
0)u1(t)u2(t) + 3 y20(t, c∗0)u3(t).

Крiм того,

y1(t) = c1a cos t+ c1b sin t+G
[
A0(y0(s, c

∗
0))
]
(t).

З умови розв’язностi крайової задачi другого наближення отримуємо

c1a =
31

163 840
, c1b = 0.
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Отже,

u1(t) =
30

163 840
cos 3t+

1

163 840
cos 9t.

Використовуючи iтерацiйну схему (14), одержуємо

y2(t) := y0(t, c
∗
0) + u1(t) + u2(t),

де

u2(t) = c2a cos t+ c2b sin t+G
[
A1(y0(s, c

∗
0), u1(s))

]
(t).

З умови розв’язностi крайової задачi третього наближення маємо

c2a = − 39 579

46 976 204 800
, c2b = 0.

Отже,

u2(t) = − 3

46 976 204 800

(
12 740 cos 3t+ 448 cos 9t+ 5 cos 15t

)
.

З умови розв’язностi крайової задачi четвертого наближення отримуємо

c3a =
370 229 241

74 079 595 921 408 000
, c3b = 0,

а тому

u3(t) =
3

74 079 595 921 408 000
×

×
(

119 097 440 cos 3t+ 4 250 631 cos 9t+ 61 270 cos 15t+ 406 cos 21t

)
.

З умови розв’язностi крайової задачi п’ятого наближення одержуємо

c4a = − 103 153 910 308 123

3 037 334 549 189 812 551 680 000
, c4b = 0.

Отже,

u4(t) = − 12 911 769

394 064 967 394 918 400
cos 3t−

− 40 599 663

34 480 684 647 055 360 000
cos 9t− 79 692 021

4 248 020 348 517 220 352 000
cos 15t−

− 372879

20 86 081 421 146 849 280 000
cos 21t− 17

20 125 460 834 811 904 000
cos 27t.

Для знайдених за допомогою iтерацiйної схеми (14) наближень до перiодичного розв’язку
рiвняння Дюффiнга (16) мають мiсце нерiвностi

‖u1(t, c1)‖∞ ≤ γ‖z0(t)‖∞, ‖uk+1(t, ck+1)‖∞ ≤ γ‖uk(t, ck)‖∞,
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γ ≈ 0,00 679 549� 1, k = 1, 2, 3, 4.

Тому можна говорити про практичну збiжнiсть iтерацiйної схеми (4) до перiодичного
розв’язку рiвняння (6). Точнiсть знайдених за допомогою iтерацiйної схеми (14) наближень
до перiодичного розв’язку рiвняння Дюффiнга (16) визначають нев’язки

∆k :=
∥∥∥∣∣y′′k(t) + yk(t)− f(t)− Y (yk(t))

∣∣∥∥∥
C[0;2π]

, k = 0, 1, 2, 3, 4.

Зокрема,

∆0 ≈ 0,00 195 313, ∆1 ≈ 8,85 575× 10−6,

∆2 ≈ 5,27 928× 10−8, ∆3 ≈ 3,59 541× 10−10, ∆4 ≈ 2,64 899× 10−12.

Вiдзначимо, що дослiджена нелiнiйна перiодична задача для рiвняння Дюффiнга (16) не
є слабконелiнiйною на вiдмiну вiд найбiльш дослiджених крайових задач для звичайних
диференцiальних рiвнянь [1, 15, 17]. Крiм того, при побудовi наближень до розв’язку
перiодичної задачi для рiвняння Дюффiнга (16), на вiдмiну вiд статтi [2], на кожному кроцi
забезпечене точне виконання умов розв’язностi, якi гарантують вiдсутнiсть вiкових членiв.

Точнiсть отриманих за допомогою iтерацiйної схеми (14) наближень до перiодичного
розв’язку рiвнянняДюффiнга (16) тогож порядку, як i точнiсть наближень до перiодичного
розв’язку рiвняння Дюффiнга (16), отриманих за допомогою методу Ньютона – Канторо-
вича [5, 6]. У той же час, iтерацiйна схема (14) дозволяє знаходити наближення до векторiв
ck за одну iтерацiю, на вiдмiну вiд методу Ньютона –Канторовича [5, 6], який потребує
декiлька iтерацiй.

Використання у некритичному випадку iтерацiйної схеми (4), зокрема у прикладi 1,
дозволяє знаходити наближення до перiодичного розв’язку рiвняння, яке моделює не-
iзотермiчну хiмiчну реакцiю [4] в елементарних функцiях. У той же час, використання
традицiйного методу простих iтерацiй [1 – 3, 15, 17] не дозволяє знаходити наближення
в елементарних функцiях, що так само призводить до великих похибок наближень до
розв’язкiв нелiнiйних крайових задач.

Цю статтю присвячено свiтлiй пам’ятi академiка НАН України Анатолiя Михайловича
Самойленка.
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