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We find conditions under which the Bessel operator of “infinite order” is defined and continuous in
certain spaces of type S. We prove the correct solvability of the nonlocal multipoint problem in time
for evolutionary equations of the parabolic type with such operators and an initial condition, which is a
generalized function of the type of ultradistributions. The properties of the fundamental solution of the
specified problem, the properties of the Bessel transform of generalized functions from spaces of type S,
convolutions, convoluters, and multipliers are investigated.

Знайдено умови, за яких у певних просторах типу S визначений i є неперервним оператор Бесселя
“нескiнченного порядку”. Доведено коректну розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за часом
задачi для еволюцiйних рiвнянь параболiчного типу з такими операторами та початковою умовою,
яка є узагальненою функцiєю типу ультрарозподiлiв. Дослiджено властивостi фундаментального
розв’язку зазначеної задачi, властивостi перетворення Бесселя узагальнених функцiй з просторiв
типу S\prime , згорток, згортувачiв i мультиплiкаторiв.

Вступ. У теорiї задачi Кошi для рiвномiрно параболiчних рiвнянь i систем рiвнянь на
сьогоднi одержано досить повнi результати щодо коректної розв’язностi, iнтегрального зо-
браження розв’язкiв i дослiдження їхнiх властивостей. При цьому часто початковi умови
(початковi функцiї) мають особливостi в однiй або декiлькох точках i допускають регу-
ляризацiю у певних просторах узагальнених функцiй типу розподiлiв Соболєва –Шварца,
ультрарозподiлiв, гiперфункцiй тощо. Отже, задача Кошi для зазначених рiвнянь має при-
родну постановку i в класах початкових умов, якi є узагальненими функцiями скiнченного
або нескiнченного порядкiв.

При дослiдженнi проблеми про класи єдиностi та класи коректностi задачi Кошi для
рiвнянь iз частинними похiдними параболiчного типу або сингулярних параболiчних рiв-
нянь з оператором Бесселя B\nu = d2/dx2 + (2\nu + 1)x - 1d/dx, \nu >  - 1/2, (B -параболiчних
рiвнянь) часто використовуються простори типу S, уведенi I. М. Гельфандом та Г. Є. Ши-
ловим у [1]. Функцiї з таких просторiв на дiйснiй осi разом з усiма своїми похiдними
спадають при | x| \rightarrow +\infty швидше, нiж exp

\bigl\{ 
 - a| x| 1/\alpha 

\bigr\} 
, a, \alpha > 0. У [2 – 7] встановлено, що

простори типу S та S\prime , топологiчно спряженi до просторiв типу S, є природними множи-
нами початкових даних задачi Кошi для широких класiв рiвнянь iз частинними похiдними,
при яких розв’язки є цiлими функцiями за просторовими змiнними.
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Сингулярнi параболiчнi рiвняння з операторами Бесселя вiдносяться до рiвнянь з опера-
торами, якi вироджуються за просторовою змiнною i за внутрiшнiми властивостями вони
близькi до рiвномiрно параболiчних рiвнянь. Використовуються при вивченнi темпера-
турних полiв, при побудовi математичних моделей дифузiйних процесiв у анiзотропних
середовищах, описують явища тепломасопереносу, радiальнi коливання хвиль, зустрiча-
ються у кристалографiї, гiдродинамiцi, у задачах про взаємодiю сил.

Теорiя лiнiйних параболiчних та B -параболiчних рiвнянь iз частинними похiдними
бере свiй початок iз дослiдження рiвняння теплопровiдностi. Класичну теорiю задачi Кошi
та крайових задач для таких рiвнянь i систем рiвнянь побудовано в працях I. Г. Петров-
ського, С. Д. Ейдельмана, С. Д. Iвасишена, М. I. Матiйчука, М. В. Житарашу, А. Фрiдмана,
С. Теклiнда, I. А. Кiпрiянова, В. В. Крехiвського та iн. Задачу Кошi з початковими даними
з просторiв узагальнених функцiй типу розподiлiв i ультрарозподiлiв вивчали Г. Є. Шилов,
Б. Л. Гуревич, М. Л. Горбачук, В. I. Горбачук, О. I. Кашпiровський, Я. I. Житомирський,
В. В. Городецький, О. В. Мартинюк та iн.

Узагальненням задачi Кошi для таких рiвнянь є нелокальна багатоточкова за часом
задача у випадку, коли початкова умова u| t=0 = f замiнюється умовою

m\sum 
k=0

\alpha ku(t, \cdot )| t=tk = f, (1)

де t0 = 0, \{ t1, . . . , tm\} \subset (0, T ], \{ \alpha 0, \alpha 1, . . . , \alpha m\} \subset \BbbR , m \in \BbbN , — фiксованi числа (якщо
\alpha 0 = 1, \alpha 1 = . . . = \alpha m = 0, то маємо, очевидно, задачу Кошi), при цьому умова (1)
трактується в класичному розумiннi або в слабкому сенсi, якщо f —узагальнена функцiя.
Нелокальнi за часом задачi вiдносяться до нелокальних крайових задач для рiвнянь iз
частинними похiдними. Такi задачi виникають при моделюваннi багатьох процесiв i прак-
тичних задач крайовими задачами для рiвнянь iз частинними похiдними з нелокальними
умовами (демографiчнi дослiдження, задачi математичної бiологiї, поширення електромаг-
нiтних хвиль; див., наприклад, [8, 9]).

Дослiдженням нелокальних крайових задач у рiзних аспектах займалося багато матема-
тикiв, використовуючи при цьому рiзнi методи та пiдходи (див., наприклад, [10 – 19]). Одер-
жано важливi результати щодо постановки, коректної розв’язностi та побудови розв’язкiв,
вивчено питання залежностi характеру розв’язностi задач вiд поведiнки символiв, сфор-
мульовано умови регулярностi та нерегулярностi крайових умов для важливих випадкiв
диференцiально-операторних рiвнянь.

У цiй статтi дослiджується нелокальна багатоточкова за часом задача для рiвняння

\partial u(t, x)

\partial t
= A\varphi u(t, x), (t, x) \in (0, T ]\times \BbbR , (2)

де A\varphi — оператор Бесселя “нескiнченного порядку”

A\varphi =
\infty \sum 
k=0

c2k( - B\nu )
k, B\nu =

d2

dx2
+ (2\nu + 1)x - 1 d

dx
, \nu >  - 1/2,

побудований за парноюфункцiєю \varphi (\sigma ) =
\sum \infty 

k=0
c2k\sigma 

2k, \sigma \in \BbbR , —символом оператора A\varphi ,

яка є елементом певного класу i задовольняє певну умову— аналог умови “параболiчностi”
для B -параболiчних рiвнянь. Рiвняння (2) є природними узагальненнями сингулярних
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параболiчних рiвнянь з оператором A\varphi = P (B\nu ), де P — парний полiном степеня 2b,
b \in \BbbN .

Знайдено умови для функцiї \varphi , при виконаннi яких оператор A\varphi визначений коректно
на певних просторах типу S i є неперервним. Дослiджено властивостi перетворення Бес-
селя узагальнених функцiй iз просторiв типу S\prime , згорток, згортувачiв i мультиплiкаторiв.
Доведено коректну розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за часом задачi для рiвнян-
ня (2) з початковою умовою у просторi узагальнених функцiй типу S\prime , знайдено аналiтичне
зображення розв’язку. При цьому попередньо дослiджено властивостi фундаментального
розв’язку зазначеної задачi для рiвняння (2).

1. Простори основних функцiй типу \bfitS . I. М. Гельфанд i Г. Є. Шилов ввели в [1]
серiю просторiв, названих ними просторами типу S. Вони складаються з нескiнченно
диференцiйовних на \BbbR функцiй, якi задовольняють умову

\exists c = c(\varphi ) > 0 \exists A = A(\varphi ) > 0 \exists B = B(\varphi ) > 0 \forall x \in \BbbR \forall \{ k, n\} \subset \BbbZ + :\bigm| \bigm| \bigm| xk\varphi (n)(x)
\bigm| \bigm| \bigm| \leq cAkBnmkn, (3)

де mkn = kk\alpha nn\beta , \alpha , \beta > 0 — фiксованi параметри.
Введенi простори можна охарактеризувати ще й так [1].
Простiр S\beta 

\alpha складається з тих i лише тих нескiнченно диференцiйовних на \BbbR функцiй,
якi задовольняють нерiвностi\bigm| \bigm| \bigm| \varphi (n)(x)

\bigm| \bigm| \bigm| \leq cBnnn\beta exp
\Bigl\{ 
 - a| x| 1/\alpha 

\Bigr\} 
, n \in \BbbZ +, (4)

де сталi c, B, a > 0 залежать лише вiд функцiї \varphi .
Якщо 0 < \beta < 1 i \alpha \geq 1  - \beta , то простiр S\beta 

\alpha складається з тих i лише тих функцiй
\varphi \in C\infty (\BbbR ), якi аналiтично продовжуються в комплексну площину \BbbC i для яких

| \varphi (x+ iy)| \leq c exp
\Bigl\{ 
 - a| x| 1/\alpha + b| y| 1/(1 - \beta )

\Bigr\} 
, c, a, b > 0, \{ x, y\} \subset \BbbR .

Простiр S1
\alpha , \alpha > 0, складається з функцiй \varphi \in C\infty (\BbbR ), якi аналiтично продовжуються

в деяку смугу | Im z| < \delta , z = x + iy (залежну вiд \varphi ) комплексної площини, при цьому
виконується оцiнка

| \varphi (x+ iy)| \leq c exp\{  - a| x| 1/\alpha \} , c, a > 0, | y| < \delta , x \in \BbbR .

Простори S\beta 
\alpha нетривiальнi при \alpha + \beta \geq 1 i утворюють щiльнi в L2(\BbbR ) множини.

Топологiчна структура в S\beta 
\alpha визначається так. Символом S\beta ,B

\alpha ,A , A,B > 0, позначимо
сукупнiсть функцiй \varphi \in S\beta 

\alpha , якi задовольняють умову

\forall A > A, \forall B > B :
\bigm| \bigm| \bigm| xk\varphi (n)(x)

\bigm| \bigm| \bigm| \leq cA
k
B

n
kk\alpha nn\beta , \{ k, n\} \subset \BbbZ +, x \in \BbbR .

Ця множина перетворюється в повний злiченно-нормований досконалий простiр, якщо
норми в нiй увести за допомогою спiввiдношень

\| \varphi \| \delta \rho = sup
x,k,n

\bigm| \bigm| xk\varphi (n)(x)
\bigm| \bigm| 

(A+ \delta )k(B + \rho )nkk\alpha nn\beta 
, \{ \delta , \rho \} \subset 

\biggl\{ 
1,

1

2
,
1

3
, . . .

\biggr\} 
.
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Вказану систему норм iнодi замiнюють еквiвалентною їй системою норм

\| \varphi \| \prime \delta \rho = sup
x,k,n

exp\{ a(1 - \delta )| x| 1/\alpha \} 
\bigm| \bigm| \varphi (n)(x)

\bigm| \bigm| 
(B + \rho )nnn\beta 

, \{ \delta , \rho \} \subset 
\biggl\{ 
1

2
,
1

3
, . . .

\biggr\} 
.

Якщо A1 < A2, B1 < B2, то S\beta ,B1

\alpha ,A1
неперервно вкладається в

S\beta ,B2

\alpha ,A2
i S\beta 

\alpha =
\bigcup 

A,B>0

S\beta ,B
\alpha ,A ,

тобто в S\beta 
\alpha вводиться топологiя iндуктивної границi просторiв S\beta ,B

\alpha ,A .

Отже, збiжнiсть послiдовностi \{ \varphi \nu , \nu \geq 1\} \subset S\beta 
\alpha до нуля у просторi S\beta 

\alpha — це збiжнiсть
за топологiєю одного з просторiв S\beta ,B

\alpha ,A , до якого належать всi функцiї \varphi \nu . Iншими словами
[1], \varphi \nu \rightarrow 0 при \nu \rightarrow +\infty у просторi S\beta 

\alpha тодi й тiльки тодi, коли послiдовнiсть \{ \varphi (n)
\nu , \nu \geq 1\} 

(при кожному n \in \BbbZ + ) збiгається при \nu \rightarrow +\infty рiвномiрно до нуля на довiльному вiдрiзку
[a, b] \subset \BbbR i для деяких c, a,B > 0, не залежних вiд \nu , справджується нерiвнiсть\bigm| \bigm| \bigm| \varphi (n)

\nu (x)
\bigm| \bigm| \bigm| \leq cBnnn\beta exp\{  - a| x| 1/\alpha \} , n \in \BbbZ +.

Функцiя g \in C\infty (\BbbR ) називається мультиплiкатором у просторi S\beta 
\alpha , якщо g\varphi \in S\beta 

\alpha для
довiльної функцiї \varphi \in S\beta 

\alpha i вiдображення \varphi \rightarrow g\varphi є лiнiйним i неперервним оператором
у S\beta 

\alpha .

Сукупнiсть функцiй, якi є продовженнями функцiй з простору S\beta 
\alpha , 0 < \beta < 1, \alpha \geq 

\geq 1  - \beta в \BbbC позначимо символом S\beta 
\alpha (\BbbC ). Iз результатiв, наведених у [20], випливає, що

S\beta 
\alpha (\BbbC ) = W\Omega 

M , де W\Omega 
M — один iз просторiв типу W, введених Б. Л. Гуревичем у [21] (див.

також [20]), побудований за функцiями M(x) = x1/\alpha , \Omega (y) = y1/(1 - \beta ), \{ x, y\} \subset [0,\infty ),
\{ \alpha , \beta \} \subset (0, 1).

У просторах W\Omega 
M вводимо топологiю iндуктивної границi злiченно-нормованих про-

сторiв W\Omega ,b
M,a, зокрема у випадку просторiв W\Omega 

M , побудованих за вказаними функцiями,
систему норм у вiдповiдних просторах W\Omega ,b

M,a визначають формули

\| \varphi \| \prime \prime \delta \rho = sup
z\in \BbbC 

| \varphi (z)| exp
\Bigl\{ 
a(1 - \delta )| x| 1/\alpha  - b| y| 1/(1 - \beta )

\Bigr\} 
,

z = x+ iy \in \BbbC , \{ \delta , \rho \} \subset \{ 1/2, 1/3, . . .\} .

Звiдси та з результатiв, наведених у [22], випливає, що послiдовнiсть \{ \varphi \nu , \nu \geq 1\} \subset S\beta 
\alpha ,

0 < \beta < 1, \alpha \geq 1 - \beta , збiгається до нуля в S\beta 
\alpha тодi й лише тодi, коли послiдовнiсть функцiй

\{ \varphi \nu (z), \nu \geq 1\} , z \in \BbbC , збiгається до нуля в S\beta 
\alpha (\BbbC ), тобто [20] рiвномiрно збiгається до нуля

в кожнiй обмеженiй областi комплексної площини; при цьому виконуються нерiвностi

| \varphi \nu (z)| \leq c exp
\Bigl\{ 
 - a| x| 1/\alpha + b| y| 1/(1 - \beta )

\Bigr\} 
, z = x+ iy \in \BbbC ,

зi сталими c, a, b > 0, не залежними вiд \nu .
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Мультиплiкатором у просторi S\beta 
\alpha (\BbbC ), 0 < \beta < 1, \alpha \geq 1 - \beta , є кожна цiла функцiя, яка

задовольняє умову

\forall \varepsilon > 0 \exists c\varepsilon > 0 \forall z = x+ iy \in \BbbC : | f(z)| \leq c\varepsilon exp
\Bigl\{ 
\varepsilon | x| 1/\alpha + \varepsilon | y| 1/(1 - \beta )

\Bigr\} 
.

Множина F \subset S\beta 
\alpha називається обмеженою, якщо вона мiститься у деякому злiченно-

нормованому просторi S\beta ,B
\alpha ,A i в ньому обмежена, тобто для всiх функцiй з F справджується

оцiнка (3) (або (4)) з одними й тими ж сталими c, A,B > 0 ( c,B, a > 0 ).
У просторах S\beta 

\alpha клас лiнiйних обмежених операторiв збiгається з класом лiнiйних
неперервних операторiв [1].

У S\beta 
\alpha визначенi, лiнiйнi та неперервнi оператори множення на незалежну змiнну, ди-

ференцiювання, зсуву та згортки.
2. Простори типу

\circ 
\bfitS . Символом

\circ 
S
\beta 
\alpha позначатимемо сукупнiсть усiх парних функцiй з

S\beta 
\alpha iз вiдповiдною топологiєю. У

\circ 
S
\beta 
\alpha визначенi, лiнiйнi й неперервнi оператори множення

на x2, d2

dx2
,
1

x

d

dx
, оператор Бесселя

B\nu =
d2

dx2
+

2\nu + 1

x

d

dx
, \nu >  - 1

2
,

(див. [6]). На функцiях з простору
\circ 
S
\beta 
\alpha визначене перетворення Бесселя FB\nu \equiv FB [23]:

\psi (\sigma ) \equiv FB[\varphi ](\sigma ) :=

\infty \int 
0

\varphi (x)j\nu (\sigma x)x
2\nu +1 dx, \varphi \in 

\circ 
S
\beta 
\alpha ,

де j\nu — нормована функцiя Бесселя, яка є розв’язком задачi\left\{   B\nu u = \sigma 2u,

u(0) = 1, u\prime (0) = 0.

У [24] доведено, що FB[
\circ 
S
\beta 
\alpha ] =

\circ 
S \alpha 

\beta , \alpha , \beta > 0, \alpha + \beta \geq 1, при цьому оператор FB :
\circ 
S
\beta 
\alpha \rightarrow 

\circ 
S\alpha 
\beta 

є неперервним.
Перетворення Бесселя використовується при дослiдженнi сингулярних параболiчних

рiвнянь, еволюцiйних рiвнянь iз псевдодиференцiальними операторами та iнших рiвнянь,
що вироджуються на межi [25].

Обернене перетворення Бесселя визначається формулою

\varphi (x) \equiv F - 1
B [\psi ](x) = c\nu 

\infty \int 
0

\psi (\sigma )j\nu (\sigma x)\sigma 
2\nu +1d\sigma , c\nu = 2 - 2\nu \Gamma  - 2(\nu + 1).

Для нормованої функцiї Бесселя правильним є iнтегральне зображення Пуассона [26]:

j\nu (\sigma ) =
2\Gamma (\nu + 1)\surd 
\pi \Gamma (\nu + 1/2)

\pi /2\int 
0

cos(\sigma cos \theta ) sin2\nu \theta d\theta , \sigma \in \BbbR .
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Символом T \xi 
x позначимо оператор узагальненого зсуву, який вiдповiдає оператору Бессе-

ля [23]:

T \xi 
x\varphi (x) = b\nu 

\pi \int 
0

\varphi 
\Bigl( \sqrt{} 

x2 + \xi 2  - 2x\xi cos\omega 
\Bigr) 
sin2\nu \omega d\omega := r\varphi (x, \xi ),

\{ x, \xi \} \subset [0,+\infty ), \nu >  - 1

2
,

де b\nu = \Gamma (\nu + 1)/(\Gamma (1/2)\Gamma (\nu + 1/2)), \varphi — неперервна на [0,\infty ) функцiя,
\infty \int 
0

| \varphi (x)| x2\nu +1dx <\infty .

Оператор T \xi 
x має властивостi [23]:

1)
\bigm| \bigm| T \xi 

x\varphi (x)
\bigm| \bigm| \leq supx\geq 0 | \varphi (x)| , T 0

x\varphi (x) = \varphi (x), T \xi 
x\varphi (x) = T x

\xi \varphi (\xi );

2) T \xi 
xj\nu (sx) = j\nu (sx)j\nu (s\xi ), \{ x, \xi , s\} \subset [0,\infty );

3) FB[T
\xi 
x\varphi (x)](\sigma ) = j\nu (\sigma \xi )FB[\varphi ](\sigma );

4) якщо f(x) неперервна на [0,\infty ) функцiя, для якої
\infty \int 
0

| f(x)| x2\nu +1dx < +\infty ,

а g(x), x \in [0,\infty ), — неперервна i обмежена на [0,\infty ) функцiя, то
\infty \int 
0

T \xi 
xf(x)g(x)x

2\nu +1dx =

\infty \int 
0

f(x)T \xi 
xg(x)x

2\nu +1dx.

Означимо оператор T \xi 
x на функцiях з простору

\circ 
S
\beta 
\alpha . Якщо x < 0, \xi \geq 0, то покладемо

T \xi 
x\varphi (x) := r\varphi ( - x, \xi ), \varphi \in 

\circ 
S
\beta 
\alpha ; якщо x \geq 0, \xi < 0, то T \xi 

x\varphi (x) := r\varphi (x, - \xi ); для x < 0,

\xi < 0 вважаємо T \xi 
x\varphi (x) = r\varphi ( - x, - \xi ). При цьому (див. [4, с. 181]) r\varphi (x, \cdot ) \in 

\circ 
S
\beta 
\alpha при

фiксованому \xi , r\varphi (\cdot , \xi ) \in 
\circ 
S
\beta 
\alpha при фiксованому x. Операцiя узагальненого зсуву \varphi \rightarrow 

\rightarrow T \xi 
x\varphi диференцiйовна у просторi

\circ 
S
\beta 
\alpha (навiть нескiнченно диференцiйовна) у розумiннi,

що граничнi спiввiдношення вигляду
1

\Delta x
[T x+\Delta x

\xi \varphi (\xi ) - T x
\xi \varphi (\xi )] \rightarrow 

\partial 

\partial x
T x
\xi \varphi (\xi ), \Delta x\rightarrow 0,

1

\Delta \xi 

\Bigl[ 
T \xi +\Delta \xi 
x \varphi (x) - T \xi 

x\varphi (x)
\Bigr] 
\rightarrow \partial 

\partial \xi 
T \xi 
x\varphi (x), \Delta \xi \rightarrow 0,

виконуються у сенсi збiжностi за топологiєю простору
\circ 
S
\beta 
\alpha (див. [4, c. 182]).

Згiдно з [6] згортку двох функцiй iз простору
\circ 
S
\beta 
\alpha задамо формулою

(\varphi \ast \psi )(x) =
\infty \int 
0

T \xi 
x\varphi (x)\psi (\xi )\xi 

2\nu +1d\xi =

\infty \int 
0

T x
\xi \varphi (\xi )\psi (\xi )\xi 

2\nu +1d\xi , \{ \varphi ,\psi \} \subset 
\circ 
S
\beta 
\alpha .
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Лема 1. Справджується рiвнiсть

FB[\varphi \ast \psi ] = FB[\varphi ] \cdot FB[\psi ], \{ \varphi ,\psi \} \subset 
\circ 
S
\beta 
\alpha .

Доведення. Застосувавши формулу Фубiнi, одержимо

FB[\varphi \ast \psi ](\sigma ) =
\infty \int 
0

\left(  \infty \int 
0

T \xi 
x\varphi (x)\psi (\xi )\xi 

2\nu +1d\xi 

\right)  j\nu (\sigma x)x2\nu +1dx =

=

\infty \int 
0

\left(  \infty \int 
0

T \xi 
x\varphi (x)j\nu (\sigma x)x

2\nu +1dx

\right)  \psi (\xi )\xi 2\nu +1 d\xi =

=

\infty \int 
0

\left(  \infty \int 
0

\varphi (x)T \xi 
xj\nu (\sigma x)x

2\nu +1dx

\right)  \psi (\xi )\xi 2\nu +1 d\xi .

Урахувавши формулу T \xi 
xj\nu (\sigma x) = j\nu (\sigma x)j\nu (\sigma \xi ), прийдемо до спiввiдношення

FB[\varphi \ast \psi ](\sigma ) =
\infty \int 
0

\varphi (x)j\nu (\sigma x)x
2\nu +1dx \cdot 

\infty \int 
0

\psi (\xi )j\nu (\sigma \xi )\xi 
2\nu +1d\xi =

= FB[\varphi ](\sigma )FB[\psi ](\sigma ),

що й потрiбно було довести.
Iз властивостей перетворення Бесселя у просторах S\beta 

\alpha випливає, що

\{ FB[\varphi ], FB[\psi ]\} \subset 
\circ 
S
\alpha 
\beta .

Отже, FB[\varphi \ast \psi ] \in 
\circ 
S\alpha 
\beta . Застосувавши обернене перетворення Бесселя, одержимо

\varphi \ast \psi = F - 1
B [FB[\varphi ]FB[\psi ]] \in 

\circ 
S
\beta 
\alpha .

3. Оператори Бесселя нескiнченного порядку у просторах типу \bfitS \circ . Нехай \varphi \in C\infty (\BbbR ) —
деяка парна функцiя,

\sum \infty 

k=0
c2k\sigma 

2k — її ряд Тейлора. Оператором Бесселя “нескiнченного
порядку”, побудованим за функцiєю \varphi , називатимемо оператор

\varphi (B\nu ) :=
\infty \sum 
k=0

c2k( - B\nu )
k.

Припустимо, що оператор \varphi (B\nu ) заданий на просторi
\circ 
S
\beta 
\alpha , якщо для довiльної функцiї

\psi \in 
\circ 
S
\beta 
\alpha ряд

\varphi (B\nu )\psi :=
\infty \sum 
k=0

c2k( - 1)kBk
\nu \psi 

зображає деяку функцiю з
\circ 
S
\beta 
\alpha .
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Теорема 1. Якщо \varphi —мультиплiкатор у просторi
\circ 
S\alpha 
\beta , \{ \alpha , \beta \} \subset (0, 1), \alpha + \beta = 1, то у

просторi
\circ 
S
\beta 
\alpha визначений i неперервний оператор \varphi (B\nu ) := A\varphi , при цьому

A\varphi \psi (x) = F - 1
B,\sigma \rightarrow x[\varphi (\sigma )FB,x\rightarrow \sigma [\psi ]](x) \forall \psi \in 

\circ 
S
\beta 
\alpha . (5)

Доведення. Введемо позначення g(x) := A\varphi \psi (x). Тодi скористаємося спiввiдношен-
ням [6]

FB

\Bigl[ 
Bk

\nu \psi 
\Bigr] 
=
\bigl( 
 - \sigma 2

\bigr) k
FB[\psi ], k \in \BbbN ,

i одержимо

g(x) =

\infty \sum 
k=0

c2k( - 1)kBk
\nu \psi =

\infty \sum 
k=0

c2kF
 - 1
B

\Bigl[ 
\sigma 2kFB[\psi ]

\Bigr] 
(x).

Доведемо, що g \in 
\circ 
S
\beta 
\alpha . Iз властивостей перетворення Бесселя у просторах типу

\circ 
S

випливає, що для доведення твердження досить встановити, що FB[g] \in 
\circ 
S\alpha 
\beta . Запишемо

(поки що формально) спiввiдношення

FB[g](\sigma ) = FB

\Biggl[ \infty \sum 
k=0

c2kF
 - 1
B

\Bigl[ 
\sigma 2kFB[\psi ]

\Bigr] \Biggr] 
(\sigma ) =

= FB

\Biggl[ 
lim
n\rightarrow \infty 

n\sum 
k=0

c2kF
 - 1
B [\sigma 2kFB[\psi ]]

\Biggr] 
=

= lim
n\rightarrow \infty 

FB

\Biggl[ 
n\sum 

k=0

c2kF
 - 1
B

\Bigl[ 
\sigma 2kFB[\psi ]

\Bigr] \Biggr] 
=

= lim
n\rightarrow \infty 

n\sum 
k=0

c2k\sigma 
2kFB[\psi ](\sigma ) =

=
\infty \sum 
k=0

c2k\sigma 
2kFB[\psi ](\sigma ) = \varphi (\sigma )FB[\psi ](\sigma ). (6)

Оскiльки FB[\psi ] \in 
\circ 
S\alpha 
\beta , а \varphi — мультиплiкатор у просторi

\circ 
S\alpha 
\beta , то \varphi FB[\psi ] \in 

\circ 
S\alpha 
\beta .

Отже, залишається довести коректнiсть проведених перетворень i обґрунтувати пра-
вильнiсть формули (6).

Функцiя \varphi FB[\psi ] парна i допускає аналiтичне продовження у всю комплексну площину,
при цьому \varphi (z)FB[\psi ](z) \in 

\circ 
S\alpha 
\beta (\BbbC ), z = \sigma + iz \in \BbbC . Для доведення твердження досить

встановити, що

rn(z) :=

\infty \sum 
k=n+1

c2kz
2kFB[\psi ](z) \rightarrow 0, n\rightarrow \infty ,

у просторi S\alpha 
\beta (\BbbC ). Iншими словами, потрiбно показати, що:

1) rn(z) \in S\alpha 
\beta (\BbbC ) при кожному n \in \BbbN ;

2) послiдовнiсть \{ rn(z), n \geq 1\} збiгається рiвномiрно до нуля при n \rightarrow \infty у кожнiй
обмеженiй областi Q \subset \BbbC , при цьому виконується нерiвнiсть
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| rn(z)| \leq c exp
\Bigl\{ 
 - a| \sigma | 1/\beta + b| \tau | 1/(1 - \alpha )

\Bigr\} 
, n \in \BbbN ,

зi сталими c, a, b > 0, не залежними вiд n.
Коефiцiєнти Тейлора c2k, k \in \BbbZ +, функцiї \varphi обчислюються за формулою Кошi

c2k =
1

2\pi i

\int 
\Gamma R

\varphi (z)

z2k+1
dz,

де \Gamma R — коло радiуса R iз центром у точцi O. Звiдси та з умови теореми
\bigl( 
\varphi — мульти-

плiкатор у просторi
\circ 
S\alpha 
\beta 

\bigr) 
випливає, що

| c2k| \leq c\varepsilon inf
R

\Bigl( 
R - k exp

\Bigl\{ 
\varepsilon R1/\beta 

\Bigr\} \Bigr) 
inf
R

\Bigl( 
R - k exp

\Bigl\{ 
\varepsilon R1/(1 - \alpha )

\Bigr\} \Bigr) 
.

Зауважимо, що вказанi iнфiмуми досягаються. Наприклад, розглянемо функцiю
\gamma k(R) := R - k exp

\bigl\{ 
\varepsilon R1/\beta 

\bigr\} 
, R \in (0,+\infty ). Ця функцiя диференцiйовна на (0,+\infty ), при-

чому

lim
R\rightarrow +\infty 

\gamma k(R) = +\infty , lim
R\rightarrow +0

\gamma k(R) =

\left\{   +\infty , k \in \BbbN ,

1, k = 0.

Оскiльки \gamma k(R) > 0, R \in (0,+\infty ), то ця функцiя досягає свого iнфiмуму, який знайдемо
за допомогою методiв диференцiального числення:

inf
R>0

\gamma k(R) = \omega k
1k

 - k\beta , \omega 1 =

\biggl( 
\varepsilon e

\beta 

\biggr) \beta 

.

Аналогiчно,

inf
R>0

\Bigl( 
R - k exp

\Bigl\{ 
\varepsilon R1/(1 - \alpha )

\Bigr\} \Bigr) 
= \omega k

2k
 - k(1 - \alpha ), \omega 2 =

\biggl( 
\varepsilon e

1 - \alpha 

\biggr) 1 - \alpha 

.

Отже,
| c2k| \leq c\varepsilon (\omega 1\omega 2)

kk - k(1 - \alpha +\beta ) = c\varepsilon L
k\varepsilon k(1 - \alpha +\beta )k - k(1 - \alpha +\beta ),

де

L =

\biggl( 
e

\beta 

\biggr) \beta \biggl( e

1 - \alpha 

\biggr) 1 - \alpha 

.

Далi здiйснимо оцiнку функцiї

\alpha 2k(z) :=
\bigm| \bigm| \bigm| c2kz2kFB[\psi ](z)

\bigm| \bigm| \bigm| , z \in \BbbC ,

при кожному k \in \BbbN .
Оскiльки FB[\psi ](z) \in 

\circ 
S\alpha 
\beta (\BbbC ), то

\exists c, a, b > 0 \forall z = \sigma + i\tau \in \BbbC : | FB[\psi ](z)| \leq c exp
\Bigl\{ 
 - a| \sigma | 1/\beta + b| \tau | 1/(1 - \alpha )

\Bigr\} 
.

Крiм того,
| z| 2k =

\bigl( 
\sigma 2 + \tau 2

\bigr) k \leq 
\bigl( 
2max\{ \sigma 2, \tau 2\} 

\bigr) k \leq 2k
\Bigl( 
| \sigma | 2k + | \tau | 2k

\Bigr) 
.
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А тому

\alpha 2k(z) \leq cc\varepsilon L
k
1\varepsilon 

(1 - \alpha +\beta )kk - k(1 - \alpha +\beta )
\Bigl( 
| \sigma | 2k + | \tau | 2k

\Bigr) 
e - a| \sigma | 1/\beta +b| \tau | 1/(1 - \beta )

=

= cc\varepsilon L
k
1\varepsilon 

(1 - \alpha +\beta )k

\Biggl( 
k - k(1 - \alpha +\beta )| \sigma | 2k \times e - a| \sigma | 1/\beta eb| \tau | 

1/(1 - \beta )
+

+ k - k(1 - \alpha +\beta )| \tau | 2ke - a| \sigma | 1/\beta eb| \tau | 
1/(1 - \beta )

\Biggr) 
\equiv 

\equiv cc\varepsilon L
k
1\varepsilon 

(1 - \alpha +\beta )k
\bigl( 
\Delta \prime 

k(z) + \Delta \prime \prime 
k(z)

\bigr) 
, L1 = 2L.

Далi врахуємо нерiвнiсть

| \sigma | 2ke - 
a
2
| \sigma | 1/\beta \leq Mk

1 k
2k\beta , M1 =

\biggl( 
4\beta 

ae

\biggr) 2\beta 

,

застосувавши яку, знайдемо, що

\Delta \prime 
k(z) = k - k(1 - \alpha +\beta )| \sigma | 2ke - a| \sigma | 1/\beta eb| \tau | 

1/(1 - \beta ) \leq 

\leq Mk
1 k

2k\beta k - (1 - \alpha +\beta )ke - 
a
2
| \sigma | 1/\beta eb| \tau | 

1/(1 - \beta )
.

Оскiльки \alpha + \beta = 1, то 2\beta  - (1 - \alpha + \beta ) = 0, тому

\Delta \prime 
k(z) \leq Mk

1 e
 - a

2
| \sigma | 1/\beta eb| \tau | 

1/(1 - \alpha )
.

Оцiнимо \Delta \prime \prime 
k(z). Маємо

| \tau | 2keb| \tau | 1/(1 - \alpha )
= | \tau | 2ke - | \tau | 1/(1 - \alpha )

e(b+1)| \tau | 1/(1 - \alpha ) \leq 

\leq Mk
2 k

2k(1 - \alpha )e(b+1)| \tau | 1/(1 - \alpha )
, M2 =

41 - \alpha 

e2
.

Тодi

\Delta \prime \prime 
k(z) = k - k(1 - \alpha +\beta )| \tau | 2ke - a| \sigma | 1/\beta eb| \tau | 

1/(1 - \alpha ) \leq 

\leq Mk
2 k

 - k(1 - \alpha +\beta )k2(1 - \alpha )ke - a| \sigma | 1/\beta e(b+1)| \tau | 1/(1 - \alpha )
=

=Mk
2 e

 - a| \sigma | 1/\beta e(b+1)| \tau | 1/(1 - \alpha )
,

тут знову врахована умова \alpha + \beta = 1. Урахувавши цi нерiвностi, одержимо

\alpha 2k(z) \leq \~cLk
2\varepsilon 

\gamma ke - a1| \sigma | 1/\beta +b1| \tau | 1/(1 - \alpha )
,

де \~c = cc\varepsilon , L2 = L1max\{ M1,M2\} , a1 = a/2, b1 = b+ 1, \gamma = 1 - \alpha + \beta > 0, причому сталi
\~c, L2, a1, b1 > 0 не залежать вiд k. Вiзьмемо \varepsilon = (2L2)

 - 1/\gamma . Тодi
\infty \sum 

k=n+1

Lk
2\varepsilon 

\gamma k =
1

2n
,
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тобто

| rn(z)| \leq 
\~c

2n
exp
\Bigl\{ 
 - a1| \sigma | 1/\beta + b1| \tau | 1/(1 - \alpha )

\Bigr\} 
, z \in \BbbC . (7)

З нерiвностi (7) випливає, що rn \in 
\circ 
S\alpha 
\beta при кожному n \in \BbbN , а послiдовнiсть \{ rn, n \geq 1\} 

збiгається до нуля при n\rightarrow \infty рiвномiрно в кожнiй обмеженiй областi Q \subset \BbbC . Крiм того,

| rn(z)| \leq \~c exp
\Bigl\{ 
 - a1| \sigma | 1/\beta + b1| \tau | 1/(1 - \alpha )

\Bigr\} 
,

сталi \~c, a1, b1 > 0 не залежать вiд n.
Отже, умови 1), 2) виконуються. Цим довели, що оператор \varphi (B\nu ), визначений на

\circ 
S
\beta 
\alpha ,

кожну обмежену множину цього простору переводить у обмежену множину цього ж про-
стору. Отже, вказаний оператор є неперервним, при цьому зi спiввiдношення (6) випливає
(5), тобто оператор Бесселя нескiнченного порядку збiгається iз псевдодиференцiальним
оператором у просторi

\circ 
S
\beta 
\alpha , побудованим за функцiєю-символом \varphi за допомогою перетво-

рення Бесселя (прямого та оберненого).
Теорему 1 доведено.
4. Простори узагальнених функцiй типу

\bigl( \circ 
\bfitS 
\bigr) \prime . Символом

\Bigl( \circ 
S
\beta 
\alpha 

\Bigr) \prime 
позначимо сукупнiсть

усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв, заданих на
\circ 
S
\beta 
\alpha , зi слабкою збiжнiстю. Регуляр-

ними узагальненими функцiями або регулярними функцiоналами називають лiнiйнi непе-
рервнi функцiонали, дiю яких на основнi функцiї задають формулою

\langle f, \varphi \rangle =
\infty \int 
0

f(x)\varphi (x)x2\nu +1dx, \varphi \in 
\circ 
S
\beta 
\alpha .

Кожна локально iнтегровна парна на \BbbR функцiя, яка задовольняє умову

\forall \varepsilon > 0 \exists c\varepsilon > 0 \forall x \in \BbbR : | f(x)| \leq c\varepsilon e
\varepsilon | x| 1/\alpha , (8)

породжує регулярну узагальнену функцiю Ff \in (
\circ 
S
\beta 
\alpha )\prime :

\langle Ff , \varphi \rangle =
\infty \int 
0

f(x)\varphi (x)x2\nu +1dx \forall \varphi \in 
\circ 
S
\beta 
\alpha .

Справедливе таке твердження: якщо локально iнтегровнi парнi на \BbbR функцiї f i g
задовольняють умову (8) i не збiгаються на множинi додатної мiри Лебега, то iснує функцiя
\varphi 0 \in 

\circ 
S
\beta 
\alpha така, що \langle f, \varphi 0\rangle \not = \langle g, \varphi 0\rangle , тобто Fg \not = Ff . Навпаки, якщо Ff \not = Fg, то функцiї f

i g не збiгаються на множинi додатної мiри Лебега.
Доведення цього твердження аналогiчне доведенню вiдповiдної теореми з [27].
Сформульоване твердження дозволяє ототожнювати локально iнтегровнi функцiї, якi

задовольняють умову (8), з породжуваними ними узагальненими функцiями з простору\Bigl( \circ 
S
\beta 
\alpha 

\Bigr) \prime 
. Iз властивостей iнтеграла Лебега випливає, що вкладення

\circ 
S
\beta 
\alpha \ni f \rightarrow Ff \in (

\circ 
S
\beta 
\alpha )\prime є

неперервним.
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Оскiльки у просторi
\circ 
S
\beta 
\alpha визначено операцiю узагальненого зсуву, то згортку узагаль-

неної функцiї f \in (
\circ 
S
\beta 
\alpha )\prime з основною функцiєю задамо формулою

(f \ast \varphi )(x) :=
\Bigl\langle 
f\xi , T

\xi 
x\varphi (x)

\Bigr\rangle 
\equiv 
\bigl\langle 
f\xi , T

x
\xi \varphi (\xi )

\bigr\rangle 
(iндекс \xi у f\xi означає, що функцiонал f дiє на основну функцiю T \xi 

x\varphi (x) як функцiю
аргумента \xi ).

Лема 2. Нехай f \in (
\circ 
S
\beta 
\alpha )\prime , \varphi \in 

\circ 
S
\beta 
\alpha . Згортка f \ast \varphi є нескiнченно диференцiйовною на \BbbR 

функцiєю, при цьому

(f \ast \varphi )\prime (x) =
\biggl\langle 
f\xi ,

\partial 

\partial x
T x
\xi \varphi (\xi )

\biggr\rangle 
\equiv 
\biggl\langle 
f\xi ,

\partial 

\partial x
T \xi 
x\varphi (x)

\biggr\rangle 
,

(f \ast \varphi )\prime \prime (x) =
\biggl\langle 
f\xi ,

\partial 

\partial x

\biggl( 
T x
\xi 

\partial 

\partial x
T x
\xi \varphi (\xi )

\biggr) \biggr\rangle 
, . . . .

(9)

Доведення. Оскiльки операцiя узагальненого зсуву диференцiйовна у просторi
\circ 
S
\beta 
\alpha , то

граничне спiввiдношення

1

\Delta x

\Bigl[ 
T x+\Delta x
\xi \varphi (\xi ) - T x

\xi \varphi (\xi )
\Bigr] 
\rightarrow \partial 

\partial x
T x
\xi \varphi (\xi ), \Delta x\rightarrow 0,

виконується у сенсi збiжностi за топологiєю простору
\circ 
S
\beta 
\alpha . Внаслiдок властивостi неперерв-

ностi функцiонала f маємо, що

(f \ast \varphi )\prime (x) = lim
\Delta x\rightarrow 0

1

\Delta x
[(f \ast \varphi )(x+\Delta x) - (f \ast \varphi )(x)] =

= lim
\Delta x\rightarrow 0

\biggl\langle 
f\xi ,

1

\Delta x

\Bigl[ 
T x+\Delta x
\xi \varphi (\xi ) - T x

\xi \varphi (\xi )
\Bigr] \biggr\rangle 

=

=

\biggl\langle 
f\xi , lim

\Delta x\rightarrow 0

1

\Delta x

\Bigl[ 
T x+\Delta x
\xi \varphi (\xi ) - T x

\xi \varphi (\xi )
\Bigr] \biggr\rangle 

=

=

\biggl\langle 
f\xi ,

\partial 

\partial x
T x
\xi \varphi (\xi )

\biggr\rangle 
.

Iнтегруючи одержаний результат, приходимо до формул (9).
Лему 2 доведено.
Нехай f \in 

\Bigl( \circ 
S
\beta 
\alpha 

\Bigr) \prime 
. Якщо f \ast \varphi \in 

\circ 
S
\beta 
\alpha для довiльної функцiї \varphi \in 

\circ 
S
\beta 
\alpha i з спiввiдношення

\varphi \nu \rightarrow 0 при \nu \rightarrow \infty за топологiєю простору
\circ 
S
\beta 
\alpha випливає, що f \ast \varphi \nu \rightarrow 0 при \nu \rightarrow \infty за

топологiєю простору
\circ 
S
\beta 
\alpha , то функцiонал f називається згортувачем у просторi

\circ 
S
\beta 
\alpha .

Перетворення Бесселя узагальненої функцiї f \in 
\Bigl( \circ 
S
\beta 
\alpha 

\Bigr) \prime 
задамо за допомогою спiввiд-

ношення

\langle FB[f ], \varphi \rangle = \langle f, FB[\varphi ]\rangle \forall \varphi \in 
\circ 
S
\alpha 
\beta . (10)
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Iз (10), властивостей лiнiйностi i неперервностi функцiонала f та властивостей перетво-
рення Бесселя основних функцiй випливає лiнiйнiсть i неперервнiсть функцiонала FB[f ],

визначеного на просторi основних функцiй
\circ 
S\alpha 
\beta . Отже, перетворення Бесселя узагальненої

функцiї f \in (
\circ 
S
\beta 
\alpha )\prime є узагальненою функцiєю, заданою на

\circ 
S\alpha 
\beta , тобто FB[f ] \in 

\Bigl( \circ 
S\alpha 
\beta 

\Bigr) \prime 
.

Теорема 2. Якщо узагальнена функцiя f \in 
\Bigl( \circ 
S
\beta 
\alpha 

\Bigr) \prime 
, \alpha , \beta > 0, \alpha + \beta \geq 1, — згортувач у

просторi
\circ 
S
\beta 
\alpha , то для довiльної функцiї \varphi \in 

\circ 
S
\beta 
\alpha виконується спiввiдношення

FB[f \ast \varphi ] = FB[f ]FB[\varphi ].

Доведення. Згiдно з умовою теореми f \ast \varphi \in 
\circ 
S
\beta 
\alpha . Тодi, скориставшись означенням

перетворення Бесселя, а також означенням згортки узагальненої функцiї з основною, за-
пишемо такi спiввiдношення:

\forall \psi \in 
\circ 
S
\alpha 
\beta : \langle FB[f \ast \varphi ], \psi \rangle = \langle f \ast \varphi , FB[\psi ]\rangle =

=

\infty \int 
0

(f \ast \varphi )(x)FB[\psi ](x)x
2\nu +1dx =

=

\infty \int 
0

\Bigl\langle 
f\xi , T

\xi 
x\varphi (x)

\Bigr\rangle 
FB[\psi ](x)x

2\nu +1 dx =

=

\Biggl\langle 
f\xi ,

\infty \int 
0

T \xi 
x\varphi (x)FB[\psi ](x)x

2\nu +1dx

\Biggr\rangle 
(11)

\Bigl( 
тут f \ast \varphi розумiємо як регулярну узагальнену функцiю з простору

\Bigl( \circ 
S
\beta 
\alpha 

\Bigr) \prime 
; зазначимо

також, що остання рiвнiсть записана, поки що, формально
\Bigr) 
.

Нехай

I(\xi ) :=

\infty \int 
0

T \xi 
x\varphi (x)FB[\psi ](x)x

2\nu +1dx.

Тодi

I(\xi ) =

\infty \int 
0

T \xi 
x\varphi (x)

\left(  \infty \int 
0

\psi (\sigma )j\nu (\sigma x)\sigma 
2\nu +1d\sigma 

\right)  x2\nu +1dx =

=

\infty \int 
0

\left(  \infty \int 
0

T \xi 
x\varphi (x)j\nu (\sigma x)x

2\nu +1dx

\right)  \psi (\sigma )\sigma 2\nu +1d\sigma =

=

\infty \int 
0

\left(  \infty \int 
0

\varphi (x)T \xi 
xj\nu (\sigma x)x

2\nu +1dx

\right)  \psi (\sigma )\sigma 2\nu +1d\sigma =
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=

\infty \int 
0

\left(  \infty \int 
0

\varphi (x)j\nu (\sigma \xi )j\nu (\sigma x)x
2\nu +1dx

\right)  \psi (\sigma )\sigma 2\nu +1d\sigma =

=

\infty \int 
0

\psi (\sigma )j\nu (\sigma \xi )\sigma 
2\nu +1

\left(  \infty \int 
0

\varphi (x)j\nu (\sigma x)x
2\nu +1dx

\right)  d\sigma =

=

\infty \int 
0

\psi (\sigma )FB[\varphi (\sigma )j\nu (\sigma \xi )\sigma 
2\nu +1d\sigma = FB[FB[\varphi ]\psi ](\xi ).

Тут ми скористалися теоремою Фубiнi, врахувавши, що збiжним є iнтеграл
\infty \int 
0

\left(  \infty \int 
0

| \psi (\sigma )\varphi (x)j\nu (\sigma x)j\nu (\sigma \xi )| \sigma 2\nu +1x2\nu +1d\sigma 

\right)  dx.
Отже,

\langle FB[f \ast \varphi ], \psi \rangle = \langle f, FB[FB[\varphi ]\psi ]\rangle =

= \langle FB[f ], FB[\varphi ]\psi \rangle = \langle FB[f ]FB[\varphi ], \psi \rangle \forall \psi \in 
\circ 
S
\alpha 
\beta .

Обґрунтуємо коректнiсть проведених у (11) перетворень. Введемо позначення

Ir(\xi ) :=

r\int 
0

\psi (\sigma )FB[\varphi ](\sigma )j\nu (\sigma \xi )\sigma 
2\nu +1d\sigma .

Оскiльки Ir(\xi ), I(\xi ) — парнi функцiї, то для доведення (11) досить встановити, що
Ir(\xi ) \rightarrow I(\xi ) при r \rightarrow +\infty у просторi

\circ 
S
\beta 
\alpha , тобто що \alpha r(\xi ) := I(\xi ) - Ir(\xi ) \rightarrow 0 при r \rightarrow +\infty 

за топологiєю простору
\circ 
S
\beta 
\alpha . Це означає, що:

1) сiм’я функцiй
\bigl\{ 
\alpha 
(n)
r (\xi ), r > 0

\bigr\} 
для кожного n \in \BbbZ + збiгається до нуля при r \rightarrow \infty 

рiвномiрно на кожному вiдрiзку [a, b] \subset \BbbR ;
2)
\bigm| \bigm| \alpha (n)

r (\xi )
\bigm| \bigm| \leq cBnnn\beta exp

\bigl\{ 
 - a| \xi | 1/\alpha 

\bigr\} 
, n \in \BbbZ +,

де сталi c, a,B > 0 не залежать вiд r.
Для кожного n \in \BbbZ + маємо

Dn
\xi I(\xi ) =

\infty \int 
0

\psi (\sigma )FB[\varphi ](\sigma )D
n
\xi j\nu (\sigma \xi )\sigma 

2\nu +1 d\sigma .

Диференцiювання пiд знаком iнтеграла можливе, оскiльки цей iнтеграл є рiвномiрно збiж-
ним стосовно параметра \xi . Справдi, iз iнтегрального зображення Пуассона нормованої
функцiї Бесселя випливає нерiвнiсть

| Dn
\xi j\nu (\sigma \xi )| \leq d\nu | \sigma | n, \{ \sigma , \xi \} \subset \BbbR , d\nu > 0.
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Тодi

\forall \xi \in \BbbR : | Dn
\xi (\psi (\sigma )FB[\varphi ](\sigma )j\nu (\sigma \xi ))\sigma 

2\nu +1| \leq 

\leq d\nu \sigma 
n+2\nu +1| \psi (\sigma )FB[\varphi ](\sigma )| , \sigma \in [0,+\infty ),

\infty \int 
0

| \psi (\sigma )FB[\varphi ](\sigma )| \sigma n+2\nu +1d\sigma < +\infty 

\Bigl( 
тому що \psi FB[\varphi ] \in 

\circ 
S\alpha 
\beta \forall \varphi \in 

\circ 
S
\beta 
\alpha , \psi \in 

\circ 
S\alpha 
\beta 

\Bigr) 
, а

\bigm| \bigm| Dn
\xi \alpha r(\xi )

\bigm| \bigm| \leq +\infty \int 
r

| \psi (\sigma )FB[\varphi ](\sigma )| \sigma n+2\nu +1 d\sigma \rightarrow 0, r \rightarrow +\infty ,

рiвномiрно по \xi як залишок збiжного iнтеграла. Отже, умова 1) виконується. Перевiримо
виконання умови 2). Оскiльки

Dn
\xi \alpha r(\xi ) = Dn

\xi I(\xi ) - Dn
\xi Ir(\xi ),

то \bigm| \bigm| Dn
\xi \alpha r(\xi )

\bigm| \bigm| \leq \bigm| \bigm| Dn
\xi I(\xi )

\bigm| \bigm| + \bigm| \bigm| Dn
\xi Ir(\xi )

\bigm| \bigm| .
Розглянемо функцiї

Dn
\xi Ir,+(\xi ) = max

\bigl( 
Dn

\xi Ir(\xi ), 0
\bigr) 
,

Dn
\xi Ir, - (\xi ) =  - min

\bigl( 
Dn

\xi Ir(\xi ), 0
\bigr) 
,

якi є невiд’ємними i врахуємо, що\bigm| \bigm| Dn
\xi I(\xi )

\bigm| \bigm| = Dn
\xi Ir,+(\xi ) +Dn

\xi Ir, - (\xi ) \leq 2| Dn
\xi I(\xi )| .

Тодi \bigm| \bigm| Dn
\xi \alpha r(\xi )

\bigm| \bigm| \leq 3
\bigm| \bigm| Dn

\xi I(\xi )
\bigm| \bigm| \leq 3

\bigm| \bigm| Dn
\xi FB[FB[\varphi ]\psi ]

\bigm| \bigm| \forall r > 0. (12)

Оскiльки FB[FB[\varphi ] \cdot \psi ] \in 
\circ 
S
\beta 
\alpha \forall \varphi \in 

\circ 
S
\beta 
\alpha , \psi \in 

\circ 
S\alpha 
\beta , то звiдси та з (12) випливає оцiнка

\bigm| \bigm| Dn
\xi \alpha r(\xi )

\bigm| \bigm| \leq cBnnn\beta exp
\Bigl\{ 
 - a| x| 1/\alpha 

\Bigr\} 
,

де сталi c,B, a > 0 не залежать вiд r. Отже, умова 2) виконується.
Теорему 2 доведено.
Зауваження 1. З теореми 2 випливає, що якщо узагальнена функцiя f — згортувач у

просторi
\circ 
S
\beta 
\alpha , то її перетворення Бесселя — мультиплiкатор у просторi

\circ 
S\alpha 
\beta .
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Наприклад, \delta -функцiя Дiрака є згортувачем у просторi
\circ 
S
\beta 
\alpha :

\forall \varphi \in 
\circ 
S
\beta 
\alpha : (\delta \ast \varphi )(x) =

\Bigl\langle 
\delta \xi , T

\xi 
x\varphi (x)

\Bigr\rangle 
= T 0

x\varphi (x) = \varphi (x).

Знайдемо FB[\delta ]. Маємо

\forall \varphi \in 
\circ 
S
\alpha 
\beta : \langle FB[\delta ], \varphi \rangle = \langle \delta , FB[\varphi ]\rangle = FB[\varphi ](0) =

=

\infty \int 
0

\varphi (x)x2\nu +1dx = \langle 1, \varphi \rangle 

(тут враховано, що j\nu (0) = 1 ). Отже, FB[\delta ] = 1 —мультиплiкатор у просторi
\circ 
S\alpha 
\beta (у даному

випадку ця властивiсть є очевидною).
5. Нелокальна за часом задача. Символом

\circ 
P 1 - \alpha 

\alpha , \alpha \in (0, 1), позначимо клас функцiй
(символiв) \varphi \in C\infty (\BbbR ), якi задовольняють умови:

1) \varphi — парна функцiя;
2) \varphi — мультиплiкатор у просторi

\circ 
S1 - \alpha 
\alpha ;

3) e\varphi \in 
\circ 
S1 - \alpha 
\alpha .

Наприклад, нехай \varphi (x) = P (x), x \in \BbbR , — парний полiном степеня 2b, b \in \BbbN , над
полем комплексних чисел, який задовольняє умову

\exists c > 0 \forall x \in \BbbR : ReP (x) \leq  - c| x| 2b.

Очевидно, що P — мультиплiкатор у просторi
\circ 
S1 - \alpha 
\alpha , де \alpha =

1

2b
. Крiм того,

\bigm| \bigm| eP (x)
\bigm| \bigm| = eReP (x) \leq e - c| x| 2b , x \in \BbbR ,

\exists c1 > 0 \forall z = x+ iy \in \BbbC :
\bigm| \bigm| eP (z)

\bigm| \bigm| \leq e| P (z)| \leq ec1| z| 
2b
.

Тодi з огляду на теореми 1 – 3 з [1, с. 252 – 260], якi є узагальненнями теореми Фрагмена –
Лiндельофа, дiстанемо, що цiла парна функцiя eP (z) задовольняє нерiвнiсть\bigm| \bigm| eP (z)

\bigm| \bigm| \leq c0e
 - c2| x| 2b+c3| y| 2b , z = x+ iy \in \BbbC .

З останньої нерiвностi та характеристикипросторiв
\circ 
S
\beta 
\alpha випливає,що e\varphi \in 

\circ 
S1 - \alpha 
\alpha , де \alpha =

1

2b
.

Розглянемо еволюцiйне рiвняння

\partial u(t, x)

\partial t
= A\varphi u(t, x), (t, x) \in (0, T ]\times \BbbR \equiv \Omega , (13)

де A\varphi = \varphi (B\nu ) — оператор Бесселя нескiнченного порядку у просторi
\circ 
S\alpha 
1 - \alpha , \alpha \in (0, 1),

побудований за функцiєю \varphi \in 
\circ 
P 1 - \alpha 

\alpha (див. п. 3). При цьому A\varphi можна розумiти як псевдо-
диференцiальний оператор, побудований за допомогою перетворення Бесселя, символом
якого є функцiя \varphi .
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Наприклад, якщо розглянути рiвняння (13) з оператором A\varphi , побудованим за функцiєю
\varphi (x) =  - x2, x \in \BbbR , \varphi \in 

\circ 
P

1/2
1/2, то в цьому випадку (13) набуває вигляду

\partial u

\partial t
=
\partial 2u

\partial x2
+

2\nu + 1

x

\partial u

\partial x
, (t, x) \in \Omega .

Аналогiчно, якщо \varphi (x) =  - x2b, b \in \BbbN , \varphi \in 
\circ 
P 1 - \alpha 

\alpha , де \alpha =
1

2b
, то рiвняння (13) можна

подати у виглядi

\partial u

\partial t
= ( - 1)b - 1

\biggl( 
\partial 2

\partial x2
+

2\nu + 1

x

\partial 

\partial x

\biggr) b

u, (t, x) \in \Omega .

Отже, умови на функцiю \varphi є певним аналогом умови “параболiчностi” для сингулярних
параболiчних рiвнянь iз оператором Бесселя [4].

Пiд розв’язком рiвняння (13) розумiємо функцiю u(t, x), яка задовольняє умови:
1) u(t, \cdot ) \in C1(0,\infty ) при кожному x \in \BbbR ;
2) u(\cdot , x) \in 

\circ 
S\alpha 
1 - \alpha при кожному t \in (0, T ];

3) u(t, x), (t, x) \in \Omega , задовольняє рiвняння (13).
Для рiвняння (13) поставимо нелокальну багатоточкову за часом задачу: знайти роз-

в’язок рiвняння (13), який задовольняє умову

\mu u(0, x) - \mu 1u(t1, x) - . . . - \mu mu(tm, x) = f(x), x \in \BbbR , f \in 
\circ 
S
\alpha 
1 - \alpha , (14)

де m \in \BbbN , \{ \mu , \mu 1, . . . , \mu m\} \subset (0,\infty ), 0 < t1 < . . . < tm \leq T, — фiксованi параметри,
причому \mu > m

\sum m

k=1
\mu k.

Розв’язок задачi (13), (14) шукаємо за допомогою перетворення Бесселя у виглядi
u(t, x) = F - 1

B [v(t, \sigma )], (t, x) \in \Omega . Для функцiї v : \Omega \rightarrow \BbbR дiстаємо задачу з параметром \sigma :

dv(t, \sigma )

dt
= \varphi (\sigma )v(t, \sigma ), (t, \sigma ) \in \Omega , (15)

\mu v(0, \sigma ) - 
m\sum 
k=1

\mu kv(tk, \sigma ) = \~f(\sigma ), \sigma \in \BbbR , (16)

де \~f(\sigma ) = FB[f ](\sigma ). Загальний розв’язок рiвняння (15) має вигляд

v(t, \sigma ) = c exp\{ t\varphi (\sigma )\} , (17)

де c = c(\sigma ) визначено з умови (16). Пiдставивши (17) у (16) знайдемо

c(\sigma ) = \~f(\sigma )

\Biggl( 
\mu  - 

m\sum 
k=1

\mu k exp\{ tk\varphi (\sigma )\} 

\Biggr)  - 1

.

Тодi

v(t, \sigma ) = \~f(\sigma ) exp\{ t\varphi (\sigma )\} 

\Biggl( 
\mu  - 

m\sum 
k=1

\mu k exp\{ tk\varphi (\sigma )\} 

\Biggr)  - 1

.
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Отже, розв’язок задачi (13), (14) має вигляд

u(t, x) = c\nu 

\infty \int 
0

v(t, \sigma )j\nu (\sigma x)\sigma 
2\nu +1d\sigma , (t, x) \in \Omega .

Введемо позначення G(t, x) = F - 1
B [Q(t, \sigma )], де

Q(t, \sigma ) = exp\{ t\varphi (\sigma )\} 

\Biggl( 
\mu  - 

m\sum 
k=1

\mu k exp\{ tk\varphi (\sigma )\} 

\Biggr)  - 1

.

Мiркуючи формально, одержимо

u(t, x) =

\infty \int 
0

T \xi 
xG(t, \xi )f(\xi )\xi 

2\nu +1d\xi = G(t, x) \ast f(x), (t, x) \in \Omega .

Справдi,

u(t, x) = c\nu 

\infty \int 
0

Q(t, \sigma )

\left(  \infty \int 
0

f(\xi )j\nu (\sigma \xi )\xi 
2\nu +1d\xi 

\right)  j\nu (\sigma x)\sigma 2\nu +1d\sigma .

Оскiльки j\nu (\sigma \xi )j\nu (\sigma x) = T \xi 
xj\nu (\sigma x) (див. п. 2), то

u(t, x) =

\infty \int 
0

\left(  c\nu \infty \int 
0

Q(t, \sigma )T \xi 
xj\nu (\sigma x)\sigma 

2\nu +1 d\sigma 

\right)  f(\xi )\xi 2\nu +1 d\xi .

Далi зауважимо, що

T \xi 
xG(t, x) = b\nu 

\pi \int 
0

G
\Bigl( 
t,
\sqrt{} 
x2 + \xi 2  - 2x\xi cos\omega 

\Bigr) 
sin2\nu \omega d\omega =

= b\nu 

\pi \int 
0

\left(  c\nu \infty \int 
0

Q(t, \sigma )j\nu 

\Bigl( 
\sigma 
\sqrt{} 
x2 + \xi 2  - 2x\xi cos\omega 

\Bigr) 
\sigma 2\nu +1 d\sigma 

\right)  sin2\nu \omega d\omega =

= c\nu 

\infty \int 
0

Q(t, \sigma )

\left(  b\nu \pi \int 
0

j\nu 

\Bigl( 
\sigma 
\sqrt{} 
x2 + \xi 2  - 2x\xi cos\omega 

\Bigr) 
sin2\nu \omega d\omega 

\right)  \sigma 2\nu +1d\sigma =

= c\nu 

\infty \int 
0

Q(t, \sigma )T \xi 
xj\nu (\sigma x)\sigma 

2\nu +1 d\sigma .

Отже,

u(t, x) =

\infty \int 
0

T \xi 
xG(t, x)f(\xi )\xi 

2\nu +1 d\xi = G(t, x) \ast f(x).
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Коректнiсть проведених тут перетворень (зокрема, правомiрнiсть застосування теореми
Фубiнi) випливає з властивостей функцiї Q, якi ми наведемо далi.

Оскiльки \varphi \in 
\circ 
P 1 - \alpha 

\alpha , то iснують чсла c0, a, b > 0 такi, що\bigm| \bigm| e\varphi (z)\bigm| \bigm| \leq c0 exp
\Bigl\{ 
 - a| \sigma | 1/\alpha + b| \tau | 1/\alpha 

\Bigr\} 
, z = \sigma + i\tau \in \BbbC .

Надалi вважатимемо, що стала c0 > 0 задовольняє умову c0 \leq 1. Тодi\bigm| \bigm| et\varphi (z)\bigm| \bigm| = \bigm| \bigm| e\varphi (z)\bigm| \bigm| t \leq \Bigl( exp\Bigl\{  - a| \sigma | 1/\alpha + b| \tau | 1/\alpha 
\Bigr\} \Bigr) t

=

= exp
\Bigl\{ 
 - at| \sigma | 1/\alpha + bt| \tau | 1/\alpha 

\Bigr\} 
. (18)

З нерiвностi (18) випливає, що функцiя Q1(t, \sigma ) := exp\{ t\varphi (\sigma )\} є елементом простору
\circ 
S1 - \alpha 
\alpha 

при кожному t \in (0, T ].

Лема 3. Для функцiї Q1(t, \sigma ), (t, \sigma ) \in \Omega , та її похiдних (за змiнною \sigma ) правильними є
оцiнки \bigm| \bigm| Ds

\sigma Q1(t, \sigma )
\bigm| \bigm| \leq cAst\alpha sss(1 - \alpha ) exp

\Bigl\{ 
 - a1t| \sigma | 1/\alpha 

\Bigr\} 
, s \in \BbbZ +, (19)

де сталi c, A, a1 > 0 не залежать вiд t.
Доведення. Внаслiдок iнтегральної формули Кошi

Ds
\sigma Q1(t, \sigma ) =

s!

2\pi i

\int 
\Gamma R

Q1(t, z)

(z  - \sigma )s+1
dz, s \in \BbbZ +,

де \Gamma R — коло радiуса R з центром у точцi \sigma \in \BbbR . Використовуючи (18), отримуємо
нерiвностi

\bigm| \bigm| Ds
\sigma Q1(t, \sigma )

\bigm| \bigm| \leq s!

Rs
max
z\in \Gamma R

| Q1(t, z)| \leq 
s!

Rs
exp
\Bigl\{ 
 - at| \sigma 0| 1/\alpha + btR1/\alpha 

\Bigr\} 
,

\sigma 0 — точка максимуму функцiї exp
\bigl\{ 
 - at| \xi | 1/\alpha 

\bigr\} 
, \xi \in [\sigma  - R, \sigma +R].

Зазначимо, що

\sigma 0 =

\left\{         
0, якщо | \sigma | \leq R,

\sigma +R, якщо \sigma <  - R,

\sigma  - R, якщо \sigma > R.

Зауважимо (див. [1, с. 259]), що iснують сталi a1, a2 > 0 такi, що виконується нерiвнiсть

exp
\Bigl\{ 
 - at| \sigma 0| 1/\alpha 

\Bigr\} 
\leq exp

\Bigl\{ 
 - a1t| \sigma | 1/\alpha 

\Bigr\} 
exp
\Bigl\{ 
a2tR

1/\alpha 
\Bigr\} 
.

Тодi \bigm| \bigm| Ds
\sigma Q1(t, \sigma )

\bigm| \bigm| \leq s!

Rs
exp
\Bigl\{ 
 - a1t| \sigma | 1/\alpha + b1tR

1/\alpha 
\Bigr\} 
, b1 = b+ a2, s \in \BbbZ +.
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Для кожного s \in \BbbZ + функцiя gs,t(R) = R - s exp
\bigl\{ 
b1tR

1/\alpha 
\bigr\} 
є диференцiйовною на (0,+\infty ),

до того ж

lim
R\rightarrow +\infty 

gs,t(R) = +\infty , lim
R\rightarrow +0

gs,t(R) =

\left\{   +\infty , s \in \BbbN ,

1, s = 0.

Оскiльки gs,t(R) > 0, R \in (0,+\infty ), то ця функцiя досягає свого iнфiмуму, який знаходимо
за допомогою методiв диференцiального числення:

inf
R>0

gs,t(R) = \omega st\alpha ss - \alpha s, \omega =

\biggl( 
b1e

\alpha 

\biggr) \alpha 

.

Таким чином, \bigm| \bigm| Ds
\sigma Q1(t, \sigma )

\bigm| \bigm| \leq s! inf
R
gs,t(R) exp

\Bigl\{ 
 - a1t| \sigma | 1/\alpha 

\Bigr\} 
=

= s!\omega st\alpha ss - \alpha s exp
\Bigl\{ 
 - a1t| \sigma | 1/\alpha 

\Bigr\} 
, s \in \BbbZ +.

На пiдставi формули Стiрлiнга переконуємося, що при фiксованому s \in \BbbZ + виконується
нерiвнiсть \bigm| \bigm| Ds

\sigma Q1(t, \sigma )
\bigm| \bigm| \leq cAsts\alpha ss(1 - \alpha ) exp

\Bigl\{ 
 - a1t| \sigma | 1/\alpha 

\Bigr\} 
, \sigma \in \BbbR ,

де сталi c, A, a1 > 0 не залежать вiд t.
Лему 3 доведено.
Лема 4. Функцiя

Q2(\sigma ) =

\Biggl( 
\mu  - 

m\sum 
k=1

\mu kQ1(tk, \sigma )

\Biggr)  - 1

, \sigma \in \BbbR ,

є мультиплiкатором у просторi
\circ 
S1 - \alpha 
\alpha .

Доведення. З урахуванням (18) виконуються нерiвностi

Q1(tk, \sigma ) \leq exp
\Bigl\{ 
 - atk| \sigma | 1/\alpha 

\Bigr\} 
\leq 1, k \in \{ 1, . . . ,m\} , \sigma \in \BbbR .

Оскiльки \mu >
\sum m

k=1
\mu k, то

1

\mu 

m\sum 
k=1

\mu kQ1(tk, \sigma ) \leq 
1

\mu 

m\sum 
k=1

\mu k < 1.

Тодi, використовуючи полiномiальну формулу, одержуємо

Q2(\sigma ) =
1

\mu 

\Biggl( 
1 - 1

\mu 

m\sum 
k=1

\mu kQ1(tk, \sigma )

\Biggr)  - 1

=
1

\mu 

\infty \sum 
r=0

\mu  - r

\Biggl( 
m\sum 
k=1

\mu ke
tk\varphi (\sigma )

\Biggr) r

=

=

\infty \sum 
r=0

\mu  - (r+1)
\sum 

r1+...+rm=r

r!

r1! . . . rm!

\Bigl( 
\mu 1e

t1\varphi (\sigma )
\Bigr) r1

. . .
\Bigl( 
\mu me

tm\varphi (\sigma )
\Bigr) rm

=
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=

\infty \sum 
r=0

\mu  - (r+1)
\sum 

r1+...+rm=r

r!

r1! . . . rm!
\mu r11 . . . \mu rmm Q1(\lambda , \sigma ),

де \lambda := t1r1 + . . .+ tmrm, Q1(\lambda , \sigma ) = e\lambda \varphi (\sigma ). Звiдси та з (19) випливають нерiвностi\bigm| \bigm| Ds
\sigma Q2(\sigma )

\bigm| \bigm| \leq cAsss(1 - \alpha )
\infty \sum 
r=0

\mu  - (r+1)
\sum 

r1+...+rm=r

r!

r1! . . . rm!
\mu r0\lambda 

s\alpha exp
\Bigl\{ 
 - \lambda a1| \sigma | 1/\alpha 

\Bigr\} 
\leq 

\leq cAsts\alpha m s
s(1 - \alpha )

\infty \sum 
r=0

\mu  - (r+1)\mu r0r
s\alpha 

\sum 
r1+...+rm=r

r!

r1! . . . rm!
, s \in \BbbN , 0 < \alpha < 1,

де \mu 0 = max\{ \mu 1, . . . , \mu m\} . Далi скористаємося тим, що\sum 
r1+...+rm=r

r!

r1! . . . rm!
= mr.

Маємо \bigm| \bigm| Ds
\sigma Q2(\sigma )

\bigm| \bigm| \leq c\prime As
1s

s(1 - \alpha )
\infty \sum 
r=0

\~\mu rrs = \~cAs
1s

s(1 - \alpha ), (20)

де

\~\mu = \mu  - 1\mu 0m < 1, c\prime = c\mu  - 1, \~c = c\prime 
\sum \infty 

r=0
\~\mu rrs, A1 = At\alpha m.

З останньої нерiвностi, обмеженостi та парностi функцiї Q2 на \BbbR випливає, що Q2 —
мультиплiкатор у просторi

\circ 
S1 - \alpha 
\alpha .

Лему 4 доведено.
На пiдставi лем 3 i 4 робимо висновок, що функцiя Q(t, \sigma ) = Q1(t, \sigma )Q2(\sigma ) як функцiя

\sigma є елементом простору
\circ 
S1 - \alpha 
\alpha (при кожному t \in (0, T ] ). Урахувавши (19), (20) i формулу

Лейбнiца диференцiювання добутку двох функцiй, знайдемо

| Ds
\sigma Q(t, \sigma )| \leq 

s\sum 
l=0

C l
s

\bigm| \bigm| \bigm| Dl
\sigma Q1(t, \sigma )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| Ds - l
\sigma Q2(\sigma )

\bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq c\~c

s\sum 
l=0

C l
sA

lt\alpha lll(1 - \alpha )As - l
1 (s - l)(s - l)(1 - \alpha ) exp

\Bigl\{ 
 - a1t| \sigma | 1/\alpha 

\Bigr\} 
\leq 

\leq \~bBs
0t

\nu s\alpha ss(1 - \alpha ) exp
\Bigl\{ 
 - a1t| \sigma | 1/\alpha 

\Bigr\} 
, \sigma \in \BbbR , (21)

де

\~b = c\~c, B0 = 2max\{ A,A1\} , \nu =

\left\{   0, якщо 0 < t \leq 1,

1, якщо t > 1.

Зауважимо, що якщо 0 < T \leq 1, то t\alpha \leq 1. Якщо T > 1, то для 1 < t \leq T маємо
t\alpha \leq T\alpha . Звiдси та з (21) випливає оцiнка\bigm| \bigm| Ds

\sigma Q(t, \sigma )
\bigm| \bigm| \leq \~cBs\sigma s(1 - \alpha ) exp

\Bigl\{ 
 - a1t| \sigma | 1/\alpha 

\Bigr\} 
, (22)

де B = B0L, L = max
\bigl\{ 
1, T\alpha 

\bigr\} 
.
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Урахувавши спiввiдношення FB

\Bigl[ \circ 
S
\beta 
\alpha 

\Bigr] 
=

\circ 
S\alpha 
\beta , \alpha , \beta > 0, \alpha + \beta \geq 1, одержимо, що

G(t, \cdot ) = F - 1
B [Q(t, \cdot )] \in 

\circ 
S\alpha 
1 - \alpha при кожному t \in (0, T ]. Видiлимо в оцiнках похiдних функцiї

G(t, \sigma ) (за змiнною \sigma ) залежнiсть вiд параметра t.
Для цього зауважимо (див. [24]), що функцiї з простору

\circ 
S\alpha 
1 - \alpha задовольняють умову

\exists c = c(\varphi ) > 0 \exists A = A(\varphi ) > 0 \exists B = B(\varphi ) > 0 \forall x \in \BbbR \forall \{ k, q\} \subset \BbbZ + :\bigm| \bigm| \bigm| x2kBq
\nu \varphi (x)

\bigm| \bigm| \bigm| \leq cA
2k
B

2q
(2k)2k(1 - \alpha )(2q)2q\alpha . (23)

I зворотне: якщо нескiнченно диференцiйовна парна на \BbbR функцiя задовольняє умо-
ву (23), то \varphi є елементом простору

\circ 
S\alpha 
1 - \alpha [24], тобто \varphi задовольняє умову\bigm| \bigm| \bigm| x2k\varphi (2q)(x)

\bigm| \bigm| \bigm| \leq c0A
2k
0 B

2q
0 m2k,2q, x \in \BbbR , \{ k, q\} \subset \BbbZ +,

де m2k,2q = (2k)2k(1 - \alpha )(2q)2q\alpha . Зауважимо також, що для \varphi крiм умови (23) виконуються
також нерiвностi [24] \bigm| \bigm| \bigm| x2l - 1\varphi (2n - 1)(x)

\bigm| \bigm| \bigm| \leq c1A
2l - 2
1 B2n

1 m2l - 2,2n. (24)

Урахувавши це зауваженння, здiйснимо оцiнку функцiї \sigma 2qBk
\nu Q(t, \sigma ) при фiксованих

\{ k, q\} \subset \BbbZ +. Для цього скористаємося спiввiдношенням, встановленим в [24]:

\sigma 2qBk
\nu FB[\varphi ](\sigma ) =

\infty \int 
0

Bq
\nu 

\Bigl( 
x2k\varphi (x)

\Bigr) 
j\nu (\sigma x)x

2\nu +1dx, \varphi \in 
\circ 
S
1 - \alpha 
\alpha ,

з якого випливає, що

\sigma 2qBk
\nu G(t, \sigma ) = c\nu 

\infty \int 
0

Bq
\nu 

\Bigl( 
x2kQ(t, x)

\Bigr) 
j\nu (\sigma x)x

2\nu +1dx.

Зауважимо також, що для функцiї \varphi \in 
\circ 
S1 - \alpha 
\alpha правильною є формула

Bq
\nu \varphi (x) =

q\sum 
i=0

ci(\nu )
\varphi (2q - i)(x)

xi
, q \in \BbbZ +,

де ci(\nu ) —коефiцiєнти, залежнi вiд \nu , причому ci(\nu ) \leq (2\nu +1)q \leq Lq, L = max\{ 1, 2\nu +1\} ,
функцiї \varphi (2q - i)

xi , i \in \{ 0, 1, . . . , q\} , також є елементами простору
\circ 
S1 - \alpha 
\alpha ; тут

\varphi (2q - i)(x)

xi

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x=0

:= lim
x\rightarrow +0

\varphi (2q - i)(x)

xi
.

Тодi

Bq
\nu 

\Bigl( 
x2kQ(t, x)

\Bigr) 
= c0(\nu )

\Bigl( 
x2kQ(t, x)

\Bigr) (2q)
+ c1(\nu )

\bigl( 
x2kQ(t, x)

\bigr) (2q - 1)

x
+
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+ c2(\nu )

\bigl( 
x2kQ(t, x)

\bigr) (2q - 2)

x2
+ . . .+ cq(\nu )

\bigl( 
x2kQ(t, x)

\bigr) (q)
xq

. (25)

Згiдно з формулою Лейбнiца диференцiювання добутку двох функцiй

\Bigl( 
x2kQ(t, x)

\Bigr) (2q)
=

2q\sum 
i=0

Ci
2q

\bigl( 
x2k
\bigr) (i)

Q(2q - i)(t, x). (26)

Подамо праву частину (26) у виглядi суми двох доданкiв

I1 :=

2q\sum 
i=0

C2i
2q

\bigl( 
x2k
\bigr) (2i)

Q(2q - 2i)(t, x),

I2 :=

2q\sum 
i=1

C2i - 1
2q

\bigl( 
x2k
\bigr) (2i - 1)

Q(2q - 2i+1)(t, x).

Iз результатiв, одержаних у [24], випливає,що послiдовнiсть m2k,2q = (2k)2k\alpha (2q)2q(1 - \alpha ),
0 < \alpha < 1, задовольняє нерiвнiсть

m2k - 2,2q - 2

m2k,2q
\leq \gamma 2

\biggl( 
k + q

kq

\biggr) 2

, \gamma > 0.

Врахувавши нерiвностi

x2k exp
\Bigl\{ 
 - a1

2
t| x| 1/\alpha 

\Bigr\} 
\leq A2kt - 2k\alpha (2k)2k\alpha , A =

\biggl( 
2

a1

\biggr) \alpha 

та оцiнки (22) при s = 2q, 2q  - 2, . . . , одержимо

| I1| \leq x2k
\bigm| \bigm| \bigm| Q(2q)(t, x)

\bigm| \bigm| \bigm| + 1

2!
(2k)(2k  - 1)(2q)(2q  - 1)x2k - 2

\bigm| \bigm| \bigm| Q(2q - 2)(t, x)
\bigm| \bigm| \bigm| \leq 

\leq cA2kB2q - 2k\alpha m2k,2q

\Biggl( 
1 +

1

2!

T 2

(AB)2

1\prod 
i=0

(2k  - i)(2q  - i)
m2k - 2,2q - 2

m2k,2q
+

+
1

4!

T 4

(AB)4

2\prod 
i=0

(2k  - i)(2q  - i)
m2k - 4,2q - 4

m2k - 2,2q - 2

m2k - 2,2q - 2

m2k,2q
+ . . .

\Biggr) 
e - 

a1
2
t| x| 1/\alpha \leq 

\leq cA2kB2qt - 2k\alpha 

\Biggl( 
1 +

1

2!

(4\gamma T (2k + 2q))2

(AB)2
+

+
1

4!

(4\gamma T (2k + 2q))4

(AB)4
+ . . .

\Biggr) 
e - 

a1
2
t| x| 1/\alpha m2k,2q \leq 

\leq cA2kB2qt - 2k\alpha ch

\biggl( 
8\gamma T (k + q)

AB

\biggr) 
e - 

a1
2
t| x| 1/\alpha m2k,2q.
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Зауважимо, що з (22), (24) випливають оцiнки\bigm| \bigm| \bigm| x2l - 1D2n - 1
x Q(t, x)

\bigm| \bigm| \bigm| \leq c1A
2l - 2
1 B2n

1 t - (2l - 1)\alpha \times 

\times m2l - 2,2n exp
\Bigl\{ 
 - a1

2
t| x| 1/\alpha 

\Bigr\} 
, \{ l, n\} \subset \BbbN , (27)

де сталi c1, A1, B1 > 0 залежать, взагалi кажучи, вiд T. Крiм того (див. [24]) виконується
нерiвнiсть

m2k - 2,2q

m2k,2q
\leq \gamma 1

k + q

kq
, \gamma 1 > 0. (28)

Врахувавши (27), (28), одержимо

| I2| \leq c1A
2k
1 B

2q
1 t

 - (2k - 1)\alpha m2k,2q\times 

\times 

\Biggl( 
1

1!
+

1

A2
1B

0
1

0\prod 
i=0

(2k  - i)(2q  - i)
m2k - 4,2q - 2

m2k - 2,2q - 2

m2k - 2,2q - 2

m2k,2q
+ . . .

\Biggr) 
\times 

\times e - 
a1
2
t| x| 1/\alpha \leq c1

B1

A1
T\alpha A2k

1 B
2q
1 t

 - 2k\alpha m2k,2q\times 

\times 
\biggl( 
1

1!
+

4\gamma 1T (2k + 2q)

A1B1
+

1

3!

(4\gamma 1T (2k + 2q))3

(A1B1)3
+ . . .

\biggr) 
e - 

a1
2
t| x| 1/\alpha \leq 

\leq c1
B1

A1
T\alpha A2k

1 B
2q
1 t

 - 2k\alpha sh

\biggl( 
8\gamma 1T (k + q)

A1B1

\biggr) 
e - 

a1
2

t| x| 1/\alpha m2k,2q.

Тодi \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( x2kQ(t, x)
\Bigr) (2q)\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq | I1| + | I2| \leq c2A

2k
2 B

2q
2 t

 - 2k\alpha m2k,2q\times 

\times exp

\biggl\{ 
8\~\gamma T (k + q)

d

\biggr\} 
exp
\Bigl\{ 
 - a1

2
t| x| 1/\alpha 

\Bigr\} 
,

де

c2 = max

\biggl\{ 
c,
B1

A1
T\alpha c1

\biggr\} 
, A2 = max\{ A,A1\} , B2 = max\{ B,B1\} ,

d = min\{ AB,A1B1\} , \~\gamma = max\{ \gamma , \gamma 1\} .

Отже, виконується оцiнка\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( x2kQ(t, x)
\Bigr) (2q)\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq c2A

2k
2 B

2q
2 t

 - 2k\alpha m2k,2qe
 - a1

2
t| x| 1/\alpha ,

де
A2 = A2 exp

\biggl\{ 
8\~\gamma T

d

\biggr\} 
, B2 = B2 exp

\biggl\{ 
8\~\gamma T

d

\biggr\} 
.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2022, т. 25, № 4



БАГАТОТОЧКОВА ЗА ЧАСОМ ЗАДАЧА ДЛЯ СИНГУЛЯРНИХ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ У ПРОСТОРАХ ТИПУ \bfitS 315

Iншi доданки в (25) оцiнюються аналогiчним чином. У результатi прийдемо до нерiв-
ностi \bigm| \bigm| \bigm| Bq

\nu 

\Bigl( 
x2kQ(t, x)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \leq c3A
2k
3 B

2q
3 t

 - 2k\alpha m2k,2q exp
\Bigl\{ 
 - a1

2
t| x| 1/\alpha 

\Bigr\} 
,

де сталi c3, A3, B3 > 0 не залежать вiд t. Тодi

\bigm| \bigm| \bigm| \sigma 2qBk
\nu G(t, \sigma )

\bigm| \bigm| \bigm| \leq c\nu 

\infty \int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| Bq
\nu 

\Bigl( 
x2kQ(t, x)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| | j\nu (\sigma x)| x2\nu +1 dx \leq 

\leq c4A
2k
3 B

2q
3 t

 - 2k\alpha m2k,2q

\infty \int 
0

exp
\Bigl\{ 
 - a1

2
t| x| 1/\alpha 

\Bigr\} 
x2\nu +1 dx \leq 

\leq c5A
2k
3 B

2q
3 t

 - 2(k+\nu +1)\alpha m2k,2q. (29)

Тут враховано оцiнку\bigm| \bigm| j\nu (\sigma x)\bigm| \bigm| \leq A\nu , A\nu =
\surd 
\pi \Gamma (\nu + 1)/\Gamma (\nu + 1/2), \{ \sigma , x\} \subset \BbbR .

Оскiльки m2k,2q = (2k)2k\alpha (2q)2q(1 - \alpha ), то з (29) випливає нерiвнiсть

\bigm| \bigm| \bigm| Bk
\nu G(t, \sigma )

\bigm| \bigm| \bigm| \leq c5A
2k
3 t

 - 2(k+\nu +1)\alpha (2k)2k\alpha inf
q

B2q
3 (2q)2q(1 - \alpha )

| \sigma | 2q
\leq 

\leq c5
4\alpha 

A2k
3 t

 - 2(k+\nu +1)\alpha (2k)2k\alpha inf
q

q2(1 - \alpha )q\biggl( 
| \sigma | 
B2q

\biggr) q \leq 

\leq c6A
2k
3 t

 - 2(k+\nu +1)\alpha (2k)2k\alpha exp
\Bigl\{ 
 - a2| \sigma | 1/(1 - \alpha )

\Bigr\} 
, k \in \BbbZ +.

З урахуванням вiдомої нерiвностi з [1, с. 204] маємо

inf
q

qq\gamma 

| \xi | q
\leq ce - 

\gamma 
e
| \xi | 1/\gamma , c = e

\gamma e
2 .

Пiдсумуємо отриманi результати у виглядi такого твердження.
Лема 5. G(t, \cdot ) \in 

\circ 
S\alpha 
1 - \alpha при кожному t \in (0, T ]. Функцiя Bk

\nu G(t, x) (при кожному k \in \BbbZ +)
задовольняє нерiвнiсть\bigm| \bigm| \bigm| Bk

\nu G(t, x)
\bigm| \bigm| \bigm| \leq c6A

2k
3 t

 - 2(k+\nu +1)\alpha (2k)2k\alpha exp
\Bigl\{ 
 - a2| x| 1/(1 - \alpha )

\Bigr\} 
, (t, x) \in \Omega ,

де сталi c6, A3, a2 > 0 не залежать вiд t.
Функцiя G(t, x) диференцiйовна за змiнною t на (0, T ]. Справдi, оскiльки

G(t, x) = c\nu 

\infty \int 
0

Q(t, \sigma )j\nu (\sigma x)\sigma 
2\nu +1d\sigma , (30)
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то, формально диференцiюючи по t (30) пiд знаком iнтеграла, дiстаємо функцiю \Lambda (t, \sigma ) :=

:= \varphi (\sigma )Q(t, \sigma )j\nu (\sigma x)\sigma 
2\nu +1. Оскiльки \varphi — мультиплiкатор у просторi

\circ 
S1 - \alpha 
\alpha , то

\forall \varepsilon > 0 \exists c\varepsilon > 0 \forall \sigma \in \BbbR : \varphi (\sigma )| \leq c\varepsilon exp
\Bigl\{ 
\varepsilon | \sigma | 1/\alpha 

\Bigr\} 
.

Крiм того, з (22) випливає оцiнка

| Q(t, \sigma )| \leq c exp
\Bigl\{ 
 - at0| \sigma | 1/\alpha 

\Bigr\} 
, \sigma \in \BbbR , t \in [t0, T ] \subset (0, T ],

де t0 > 0 довiльно фiксоване. I того що | j\nu (\sigma x)| \leq A\nu , \{ \sigma , x\} \subset \BbbR , а \varepsilon > 0 довiльне, то,
поклавши \varepsilon =

at0
4
, прийдемо до оцiнки

| \Lambda (t, \sigma )| \leq cc\varepsilon A\nu \sigma 
2\nu +1 exp

\biggl\{ 
 - at0

4
\sigma 1/\alpha 

\biggr\} 
exp

\biggl\{ 
 - at0

2
\sigma 1/\alpha 

\biggr\} 
\leq 

\leq c0 exp

\biggl\{ 
 - at0

2
\sigma 1/\alpha 

\biggr\} 
, \sigma \in [0,\infty ), t \in [t0, T ],

де

c0 = cc\varepsilon A\nu 

\biggl( 
4(2\nu + 1)

at0

\biggr) 2\nu +1

,

тобто мажорантою для \Lambda (t, \sigma ), t \in [t0, T ], \sigma \in [0,+\infty ), є iнтегровна функцiя
exp
\Bigl\{ 
 - a
2
t0\sigma 

1/\alpha 
\Bigr\} 
. Отже, iнтеграл вiд похiдної (за змiнною t ) вiд пiдiнтегральної функ-

цiї в (30) збiгається рiвномiрно на довiльному промiжку [t0, T ] \subset (0, T ] i тому похiдну по t
пiд знаком iнтеграла в (30) можна застосовувати у кожнiй точцi t \in (0, T ].

Лема 6. Функцiя G(t, \cdot ), t \in (0, T ], як абстрактна функцiя параметра t зi значеннями
у просторi

\circ 
S\alpha 
1 - \alpha диференцiйовна по t.

Доведення. Iз властивостi неперервностi перетворення Бесселя (прямого й обернено-
го) у просторах типу

\circ 
S випливає, що для доведення твердження досить встановити, що

функцiя FB[G(t, \cdot )] = Q(t, \cdot ) як абстрактна функцiя параметра t зi значеннями у просторi
\circ 
S1 - \alpha 
\alpha диференцiйовна по t. Iншими словами, потрiбно довести, що граничне спiввiдноше-

ння
\Phi \Delta t(\sigma ) :=

1

\Delta t
[Q(t+\Delta t, \sigma ) - Q(t, \sigma )] \rightarrow \partial 

\partial t
Q(t, \sigma ), \Delta t\rightarrow 0,

виконується у тому розумiннi, що:
1) Ds

\sigma \Phi \Delta t(\sigma )  -  -  -  - \rightarrow 
\Delta t\rightarrow 0

Ds
\sigma (\varphi (\sigma )Q(t, \sigma )), s \in \BbbZ +, рiвномiрно на кожному вiдрiзку [a, b] \subset 

\subset \BbbR ;
2) | Ds

\sigma \Phi \Delta t(\sigma )| \leq \=c \=Bsss(1 - \alpha ) exp
\bigl\{ 
 - a| \sigma | 1/\alpha 

\bigr\} 
,

де сталi \=c, \=B, a > 0 не залежать вiд \Delta t, якщо \Delta t є досить малим (t + \theta \Delta t \leq T ).
Функцiя Q(t, \sigma ), (t, \sigma ) \in \Omega , диференцiйовна по t у звичайномурозумiннi, тому за теоремою
Лагранжа про скiнченнi прирости маємо

\Phi \Delta t(\sigma ) = \varphi (\sigma )Q(t+ \theta \Delta t, \sigma ), 0 < \theta < 1.
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Отже,

Ds
\sigma \Phi \Delta t(\sigma ) =

s\sum 
l=0

C l
sD

l
\sigma \varphi (\sigma )D

s - l
\sigma Q(t+ \theta \Delta t, \sigma ) (31)

i
Ds

\sigma 

\biggl( 
\Phi \Delta t(\sigma ) - 

\partial 

\partial t
Q(t, \sigma )

\biggr) 
=

s\sum 
l=0

C l
sD

l
\sigma \varphi (\sigma )

\Bigl[ 
Ds - l

\sigma Q(t+ \theta \Delta t, \sigma ) - Ds - l
\sigma Q(t, \sigma )

\Bigr] 
.

Оскiльки

Ds - l
\sigma Q(t+ \theta \Delta t, \sigma ) - Ds - l

\sigma Q(t, \sigma ) = Ds - l+1
\sigma Q(t+ \theta 1\Delta t, \sigma )\theta \Delta t, 0 < \theta 1 < 1,

то звiдси та з оцiнок (22) випливає, що

Ds - l+1
\sigma Q(t+ \theta 1\Delta t, \sigma )\theta \Delta t\rightarrow 0, \Delta t\rightarrow 0,

рiвномiрно на довiльному вiдрiзку [a, b] \subset \BbbR . Тодi й

Ds
\sigma \Phi \Delta t(\sigma ) \rightarrow Ds

\sigma 

\biggl( 
\partial 

\partial t
Q(t, \sigma )

\biggr) 
, \Delta t\rightarrow 0,

рiвномiрно на вiдрiзку [a, b] \subset \BbbR . Отже, умова 1) виконується.
Доведемо, що виконується умова 2). Оскiльки, за умовою, \varphi — мультиплiкатор у

просторi
\circ 
S1 - \alpha 
\alpha , то (див. [1, с. 227])

\exists B0 > 0 \forall \varepsilon > 0 \exists c\varepsilon > 0 \forall s \in \BbbZ + \forall \sigma \in \BbbR : | Ds
\sigma \varphi (\sigma )| \leq c\varepsilon B

s
0s

s(1 - \alpha )e\varepsilon | \sigma | 
1/\alpha 
. (32)

Врахувавши (31), (32), а також оцiнки, якi задовольняють похiднi функцiї Q(t, \sigma ), знайдемо

| Ds
\sigma \Phi \Delta t(\sigma )| \leq c1c\varepsilon 

s\sum 
l=0

C l
sB

l
0l

l(1 - \alpha )Bs - l(s - l)(s - 1)(1 - \alpha )\times 

\times exp
\Bigl\{ 
\varepsilon | \sigma | 1/\alpha 

\Bigr\} 
exp
\Bigl\{ 
 - a(t+ \theta \Delta t)| \sigma | 1/\alpha 

\Bigr\} 
.

Вiзьмемо \varepsilon = at/2. Тодi

| Ds
\sigma \Phi \Delta t(\sigma )| \leq cB

s(1 - \alpha )
exp
\Bigl\{ 
 - a| \sigma | 1/\alpha 

\Bigr\} 
,

де c = c1c\varepsilon , B = 2max\{ B0, B\} , a = at/2, причому всi сталi не залежать вiд \Delta t.
Лему 6 доведено.
Лема 7. Виконується спiввiдношення

\partial 

\partial t
(f \ast G(t, \cdot )) = f \ast \partial G(t, \cdot )

\partial t
, f \in 

\Bigl( \circ 
S
\alpha 
1 - \alpha 

\Bigr) \prime 
, t \in (0, T ].

Доведення. Згiдно з означенням згортки узагальненої функцiї з основною маємо

f \ast G(t, x) =
\Bigl\langle 
f\xi , T

\xi 
xG(t, x)

\Bigr\rangle 
\equiv 
\bigl\langle 
f\xi , T

x
\xi G(t, \xi )

\bigr\rangle 
.
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Тодi
\partial 

\partial t
(f \ast G(t, x)) = lim

\Delta t\rightarrow 0

1

\Delta t
[(f \ast G(t+\Delta t, x)) - (f \ast G(t, x))] =

= lim
\Delta t\rightarrow 0

\Bigl\langle 
f\xi ,
\Bigl[ 
T \xi 
xG(t+\Delta t, x) - T \xi 

xG(t, x)
\Bigr] 
(\Delta t) - 1

\Bigr\rangle 
.

Внаслiдок леми 6 граничне спiввiдношення

1

\Delta t

\Bigl[ 
T \xi 
xG(t+\Delta t, x) - T \xi 

xG(t, x)
\Bigr] 
 - \rightarrow \partial 

\partial t
T \xi 
xG(t, x)

виконується у сенсi збiжностi за топологiєю простору
\circ 
S\alpha 
1 - \alpha , тому

\partial 

\partial t
(f \ast G(t, x)) =

\biggl\langle 
f\xi , lim

\Delta t\rightarrow 0

1

\Delta t

\Bigl[ 
T \xi 
xG(t+\Delta t, x) - T \xi 

xG(t, x)
\Bigr] \biggr\rangle 

=

=

\biggl\langle 
f\xi ,

\partial 

\partial t
T \xi 
xG(t, x)

\biggr\rangle 
=

\biggl\langle 
f\xi , T

\xi 
x

\partial 

\partial t
G(t, x)

\biggr\rangle 
= f \ast \partial 

\partial t
G(t, x),

що й потрiбно було довести.
Лема 8. У просторi

\Bigl( \circ 
S\alpha 
1 - \alpha 

\Bigr) \prime 
виконуються спiввiдношення:

1) G(t, \cdot ) \rightarrow F - 1
B [Q2], t\rightarrow +0;

2) \mu G(t, \cdot ) - 
\sum m

k=1
\mu kG(tk, \cdot ) \rightarrow \delta , t\rightarrow +0

(33)

(тут \delta — дельта-функцiя Дiрака).
Доведення. 1. Врахувавши властивiсть неперервностi перетворення Бесселя (прямого

та оберненого) у просторах типу
\bigl( \circ 
S
\bigr) \prime 
, для доведення твердження досить встановити, що

F - 1
B [G(t, \cdot )] = Q1(t, \cdot )Q2(\cdot ) \rightarrow Q2(\cdot ), t\rightarrow +0,

у просторi
\Bigl( \circ 
S1 - \alpha 
\alpha 

\Bigr) \prime 
. Для цього вiзьмемо довiльну функцiю \psi \in 

\circ 
S1 - \alpha 
\alpha i, скориставшись

тим, що Q2 — мультиплiкатор у просторi
\circ 
S1 - \alpha 
\alpha , а також теоремою Лебега про граничний

перехiд пiд знаком iнтеграла Лебега, одержимо

\langle Q1(t, \cdot )Q2(\cdot ), \psi \rangle = \langle Q1(t, \cdot ), Q2(\cdot )\psi (\cdot )\rangle =

=

\infty \int 
0

Q1(t, \sigma )Q2(\sigma )\psi (\sigma )\sigma 
2\nu +1d\sigma  - \rightarrow 

t\rightarrow +0

\infty \int 
0

Q2(\sigma )\psi (\sigma )\sigma 
2\nu +1 d\sigma =

= \langle 1, Q2(\cdot )\psi (\cdot )\rangle = \langle Q2(\cdot ), \psi (\cdot )\rangle .

2. Урахувавши твердження 1 леми 8, одержимо

\mu G(t, \cdot ) - 
m\sum 
k=1

\mu kG(tk, \cdot ) - \rightarrow 
t\rightarrow +0

\mu F - 1
B [Q2] - 

m\sum 
k=1

\mu kG(tk, \cdot ) =
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= \mu F - 1
B [Q2] - 

m\sum 
k=1

\mu kF
 - 1
B [Q1(tk, \cdot )Q2(\cdot )] =

= F - 1
B

\Biggl[ 
\mu Q2(\cdot ) - 

m\sum 
k=1

\mu kQ1(tk, \cdot )Q2(\cdot )

\Biggr] 
= F - 1

B

\Biggl[ \Biggl( 
\mu  - 

m\sum 
k=1

\mu kQ1(tk, \cdot )

\Biggr) 
Q2(\cdot )

\Biggr] 
=

= F - 1
B

\left[  \Biggl( \mu  - 
m\sum 
k=1

\mu kQ1(tk, \cdot )

\Biggr) \Biggl( 
\mu  - 

m\sum 
k=1

\mu kQ1(tk, \cdot )

\Biggr)  - 1
\right]  = F - 1

B [1] = \delta .

Отже, спiввiдношення (33) виконується у просторi
\Bigl( \circ 
S\alpha 
1 - \alpha 

\Bigr) \prime 
.

Лему 8 доведено.
Зауваження 2. Якщо \mu = 1, \mu 1 = . . . = \mu m = 0, то задача (13), (14) є задачею Кошi

для рiвняння (13). У цьому випадку Q2(\sigma ) = 1, \sigma \in \BbbR , G(t, x) = F - 1
B

\bigl[ 
et\varphi (\sigma )

\bigr] 
i G(t, \cdot ) \rightarrow 

\rightarrow F - 1
B [1] = \delta при t\rightarrow +0 у просторi

\Bigl( \circ 
S\alpha 
1 - \alpha 

\Bigr) \prime 
.

Лема 9. Нехай

\omega (t, x) := f \ast G(t, x), f \in 
\Bigl( \circ 
S
\alpha 
1 - \alpha ,\ast 

\Bigr) \prime 
, (t, x) \in \Omega ,

де
\Bigl( \circ 
S\alpha 
1 - \alpha ,\ast 

\Bigr) \prime 
— клас згортувачiв у просторi

\circ 
S\alpha 
1 - \alpha . Тодi у просторi

\Bigl( \circ 
S\alpha 
1 - \alpha 

\Bigr) \prime 
виконується

граничне спiввiдношення

\mu \omega (t, \cdot ) - 
m\sum 
k=1

\mu k\omega (tk, \cdot ) \rightarrow f, t\rightarrow +0. (34)

Доведення. Для доведення твердження досить встановити, що граничне спiввiдношен-
ня

FB

\Biggl[ 
\mu \omega (t, \cdot ) - 

m\sum 
k=1

\mu k\omega (tk, \cdot )

\Biggr] 
\rightarrow FB[f ], t\rightarrow +0,

виконується у просторi
\Bigl( \circ 
S1 - \alpha 
\alpha 

\Bigr) \prime 
= FB

\biggl[ \Bigl( \circ 
S\alpha 
1 - \alpha 

\Bigr) \prime \biggr] 
. Згiдно з умовою узагальнена функцiя

f — згортувач у просторi
\circ 
S\alpha 
1 - \alpha , G(t, \cdot ) \in 

\circ 
S\alpha 
1 - \alpha (при кожному t \in (0, T ] ), тому (див.

теорему 2)
FB[\omega (t, x)] = FB[f \ast G(t, x)] = F [f ]Q(t, \cdot ).

Оскiльки Q(t, \cdot ) \rightarrow Q2(\cdot ) при t\rightarrow +0 у просторi
\Bigl( \circ 
S1 - \alpha 
\alpha 

\Bigr) \prime 
(див. доведення твердження 1

леми 8), а FB[f ] — мультиплiкатор у просторi
\circ 
S1 - \alpha 
\alpha , то у просторi

\Bigl( \circ 
S1 - \alpha 
\alpha 

\Bigr) \prime 
виконується

граничне спiввiдношення

FB

\Biggl[ 
\mu \omega (t, \cdot ) - 

m\sum 
k=1

\mu k\omega (tk, \cdot )

\Biggr] 
= FB[f ]

\Biggl( 
\mu Q(t, \cdot ) - 

m\sum 
k=1

\mu kQ(tk, \cdot )

\Biggr) 
 - \rightarrow 
t\rightarrow +0

 - \rightarrow 
t\rightarrow +0

FB[f ]

\Biggl( 
\mu Q2(\cdot ) - 

m\sum 
k=1

\mu kQ1(tk, \cdot )Q2(\cdot )

\Biggr) 
=
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= FB[f ]

\Biggl( 
Q2(\cdot )

\Biggl( 
\mu  - 

m\sum 
k=1

\mu kQ1(tk, \cdot )

\Biggr) \Biggr) 
=

= FB[f ]

\Biggl( 
\mu  - 

m\sum 
k=1

\mu kQ1(tk, \cdot )

\Biggr)  - 1\Biggl( 
\mu  - 

m\sum 
k=1

\mu kQ1(tk, \cdot )

\Biggr) 
=

= FB[f ].

Лему 9 доведено.
Функцiя \omega (t, x), (t, x) \in \Omega , є розв’язкомрiвняння (13). Справдi, оскiльки f —згортувач

у просторi
\circ 
S\alpha 
1 - \alpha , то

A\varphi \omega (t, x) = F - 1
B [\varphi (\sigma )FB[f \ast G(t, \cdot )]] = F - 1

B [\varphi (\sigma )FB[f ](\sigma )Q(t, \sigma )] =

= F - 1
B

\biggl[ 
\partial 

\partial t
Q(t, \sigma )FB[f ](\sigma )

\biggr] 
= F - 1

B

\biggl[ 
FB

\biggl[ 
\partial 

\partial t
G(t, \cdot )

\biggr] 
FB[f ]

\biggr] 
=

= F - 1
B

\biggl[ 
FB

\biggl[ 
f \ast \partial 

\partial t
G(t, \cdot )

\biggr] \biggr] 
= f \ast \partial G(t, \cdot )

\partial t
.

З iншого боку (див. лему 7),

\partial 

\partial t
(f \ast G(t, \cdot )) = f \ast \partial G(t, \cdot )

\partial t
.

Звiдси випливає, що функцiя \omega (t, x) задовольняє рiвняння (13).
З леми 9 випливає, що для рiвняння (13) нелокальну m -точкову за часом задачу можна

ставити так: знайти розв’язок рiвняння (13), який задовольняє умову

\mu lim
t\rightarrow +0

u(t, \cdot ) - 
m\sum 
k=1

\mu ku(tk, \cdot ) = f, f \in 
\Bigl( \circ 
S
\alpha 
1 - \alpha ,\ast 

\Bigr) \prime 
, (35)

де граничне спiввiдношення (35) розглядається у просторi
\Bigl( \circ 
S\alpha 
1 - \alpha 

\Bigr) \prime 
(обмеження на пара-

метри \mu , \mu 1, . . . , \mu m, t1, . . . , tm такi ж, як i у випадку задачi (13), (14)).
Iз доведеного ранiше випливає, що функцiя u(t, x) = f \ast G(t, x), (t, x) \in \Omega , є розв’язком

рiвняння (13). Якщо f = \delta \in 
\Bigl( \circ 
S \alpha 

1 - \alpha ,\ast 

\Bigr) \prime 
, то f \ast G(t, x) = G(t, x), тобто G(t, x), (t, x) \in \Omega ,

також є розв’язком рiвняння (13). Урахувавши цей факт, а також спiввiдношення (33),
функцiю G надалi називатимемо фундаментальним розв’язком задачi (13), (35).

Теорема 3. Задача (13), (35) коректно розв’язна, її розв’язок визначає формула

u(t, x) = f \ast G(t, x), (t, x) \in \Omega ,

u(t, \cdot ) \in 
\circ 
S \alpha 

1 - \alpha при кожному t \in (0, T ].

Доведення. Функцiя f \ast G(t, x) задовольняє рiвняння (13). Розв’язок неперервно зале-
жить вiд f в умовi (35) у тому розумiннi, що якщо \{ f, fn, n \geq 1\} \subset 

\Bigl( \circ 
S \alpha 

1 - \alpha ,\ast 

\Bigr) \prime 
i fn \rightarrow f при
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n\rightarrow \infty у просторi
\Bigl( \circ 
S \alpha 

1 - \alpha 

\Bigr) \prime 
, то un = fn \ast G(t, x) \rightarrow u = f \ast G(t, x) при n\rightarrow \infty у просторi\Bigl( \circ 

S \alpha 
1 - \alpha 

\Bigr) \prime 
. Ця властивiсть випливає з властивостi неперервностi згортки.

Залишається переконатися в тому, що задача (13), (35) має єдиний розв’язок. Для цього
розглянемо задачу Кошi

\partial v

\partial t
+A\ast 

\varphi v = 0, (t, x) \in [0, t0)\times \BbbR , 0 \leq t < t0 \leq T, (36)

v(t, \cdot )| t=t0 = \psi , \psi \in 
\Bigl( \circ 
S

\alpha 
1 - \alpha ,\ast 

\Bigr) \prime 
, (37)

де A\ast 
\varphi — звуження спряженого оператора до оператора A\varphi на простiр

\circ 
S \alpha 

1 - \alpha \subset 
\Bigl( \circ 
S \alpha 

1 - \alpha ,\ast 

\Bigr) \prime 
.

Умову (37) розумiємо в слабкому сенсi. Задача Кошi (36), (37) є розв’язною при кожному
t \in [0, t0).

Нехай Qt
t0 :
\Bigl( \circ 
S \alpha 

1 - \alpha ,\ast 

\Bigr) \prime 
\rightarrow 

\circ 
S \alpha 

1 - \alpha —оператор, який зiставляє функцiоналу \psi \in 
\Bigl( \circ 
S \alpha 

1 - \alpha ,\ast 

\Bigr) \prime 
розв’язок задачi (36), (37). Оператор Qt

t0 є лiнiйним i неперервним, вiн визначений для
довiльних t i t0 таких, що 0 \leq t < t0 \leq T i має властивостi

\forall \psi \in 
\Bigl( \circ 
S

\alpha 
1 - \alpha ,\ast 

\Bigr) \prime 
:
dQt

t0\psi 

dt
+A\ast 

\varphi Q
t
t0\psi = 0, lim

t\rightarrow t0
Qt

t0\psi = \psi ;

границю розглядають у просторi
\Bigl( \circ 
S \alpha 

1 - \alpha ,\ast 

\Bigr) \prime 
.

Розглянемо розв’язок u(t, x), (t, x) \in \Omega , який розумiтимемо як регулярний функцiонал
iз простору

\Bigl( \circ 
S \alpha 

1 - \alpha ,\ast 

\Bigr) \prime 
\supset 

\circ 
S \alpha 

1 - \alpha . Доведемо, що задача (13), (35) може мати лише єдиний

розв’язок у просторi
\Bigl( \circ 
S \alpha 

1 - \alpha ,\ast 

\Bigr) \prime 
. Для цього досить довести, що єдиним розв’язком рiвнян-

ня (13) при нульовiй граничнiй умовi може бути лишефункцiонал u(t, x) = 0 (при кожному
t \in (0, T ] ). Застосуємо функцiонал u до функцiї Qt

t0\psi \in 
\circ 
S \alpha 

1 - \alpha , де \psi — довiльний елемент
iз простору

\circ 
S \alpha 

1 - \alpha \subset 
\Bigl( \circ 
S \alpha 

1 - \alpha ,\ast 

\Bigr) \prime 
. Диференцiюючи по t i використовуючи рiвняння (13), (36),

отримуємо

\partial 

\partial t

\bigl\langle 
u(t, \cdot ), Qt

t0\psi 
\bigr\rangle 
=

\biggl\langle 
\partial u

\partial t
,Qt

t0\psi 

\biggr\rangle 
+

\biggl\langle 
u,
\partial Qt

t0\psi 

\partial t

\biggr\rangle 
=

=
\bigl\langle 
A\varphi u,Q

t
t0\psi 
\bigr\rangle 
 - 
\bigl\langle 
u,A\ast 

\varphi Q
t
t0\psi 
\bigr\rangle 
=

=
\bigl\langle 
A\varphi u,Q

t
t0\psi 
\bigr\rangle 
 - 
\bigl\langle 
A\varphi u,Q

t
t0\psi 
\bigr\rangle 
= 0, t \in [0, t0).

Звiдси випливає, що
\bigl\langle 
u(t, \cdot ), Qt

t0\psi 
\bigr\rangle 
є сталою величиною. Iз властивостей абстрактнихфунк-

цiй маємо спiввiдношення

lim
t\rightarrow t0

\bigl\langle 
u(t, \cdot ), Qt

t0\psi 
\bigr\rangle 
= \langle u(t0, \cdot ), \psi \rangle = const \equiv c0, c0 = c0(t0),

у довiльнiй точцi t0 \in (0, T ]. Отже, якщо в (14) f = 0, то

\mu lim
t\rightarrow +0

\langle u(t, \cdot ), \psi \rangle  - 
m\sum 
k=1

\mu k\langle u(tk, \cdot ), \psi \rangle = \mu c0  - 
m\sum 
k=1

\mu kck = 0.
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Звiдси випливає, що c0 = c1 = . . . = cm = 0. Справдi, нехай це не так. Наприклад, c0 \not = 0.
Тодi маємо спiввiдношення

\mu  - 
m\sum 
k=1

\mu k\beta k = 0,

де \beta k = ck/c0, тобто \mu =
\sum m

k=1
\mu k\beta k. Оскiльки за умовою \mu >

\sum m

k=1
\mu k, де \mu 1, . . . , \mu m

фiксованi, то одержана суперечнiсть доводить, що c0 = 0. Аналогiчно переконуємося в
тому, що c1 = . . . = cm = 0.

Таким чином, \langle u(t0, \cdot ), \psi \rangle = 0 для довiльного \psi \in 
\circ 
S\alpha 
1 - \alpha , тобто u(t0, \cdot ) — нульовий

функцiонал iз простору
\Bigl( \circ 
S\alpha 
1 - \alpha ,\ast 

\Bigr) \prime 
. Оскiльки t0 \in (0, T ] i t0 — вибране довiльним чином,

то u(t, x) = 0 для всiх t \in (0, T ].
Теорему 3 доведено.
Як приклад, розглянемо рiвняння (13) з оператором A\varphi , побудованим за функцiєю

\varphi (x) =  - x2, x \in \BbbR . У цьому випадку

A\varphi = B\nu =
d2

dx2
+

2\nu + 1

x

d

dx
, \nu >  - 1

2
,

а рiвняння (13) — це рiвняння з оператором Бесселя

\partial u(t, x)

\partial t
=
\partial 2u(t, x)

\partial x2
+

2\nu + 1

x

\partial u(t, x)

\partial x
. (38)

Функцiя \varphi (x) =  - x2, x \in \BbbR , є елементом класу
\circ 
P

1/2
1/2. Справдi, оскiльки\bigm| \bigm| e - z2

\bigm| \bigm| = \bigm| \bigm| e - (x+iy)2
\bigm| \bigm| = e - x2+y2 , z \in \BbbC ,

то з характеристики просторiв S\beta 
\alpha випливає, що e - x2 \in 

\circ 
S
1/2
1/2, тому що в даному випадку

\alpha = 1/2, 1/(1 - \beta ) = 1/2, тобто \beta = 1/2. Крiм того, функцiя \varphi (x) =  - x2 —мультиплiкатор
у просторi

\circ 
S
1/2
1/2.

Згiдно з теоремою 3 нелокальна m -точкова за часом задача для рiвняння (38) коректно
розв’язна, якщо f \in 

\Bigl( \circ 
S
1/2
1/2,\ast 

\Bigr) \prime 
, при цьому u(t, x) = f \ast G(t, x), де

G(t, x) = 2 - \nu \Gamma  - 1(\nu + 1)
\infty \sum 
r=0

1

\mu r+1

\sum 
r1+...+rm

r!(\mu r11 . . . \mu rmm )

r1! . . . rm!
\times 

\times (2\lambda (t, r)) - (\nu +1) exp
\bigl\{ 
 - x2/(4\lambda (t, r))

\bigr\} 
,

де \lambda (t, r) = t1r1+ . . .+ tmrm+ t. Зокрема, якщо f = \delta \in 
\Bigl( \circ 
S
1/2
1/2,\ast 

\Bigr) \prime 
, m = 1, t1 = T (випадок

двоточкової задачi), то

u(t, x) = G(t, x) = 2 - (2\nu +1)\mu  - 1\Gamma  - 1(\nu + 1)
\infty \sum 
r=0

\biggl( 
\mu 1
\mu 

\biggr) r

\times 

\times 1

(t+ rT )\nu +1
exp

\biggl\{ 
 - x2

4(t+ rT )

\biggr\} 
, \mu > \mu 1.
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Наведемо ще приклад узагальненої функцiї з простору
\Bigl( \circ 
S
1/2
1/2,\ast 

\Bigr) \prime 
. Розглянемо функцiю

f(x) =

\left\{   exp\{ a| x|  - \alpha \} , x \in [ - 1, 1] \setminus \{ 0\} , a, \alpha > 0,

0, | x| > 1.

Вiдомо [28], що ця функцiя допускає регуляризацiю у просторi узагальнених функцiй\Bigl( \circ 
S
\beta 
1/2

\Bigr) \prime 
\subset 
\Bigl( \circ 
S
1/2
1/2

\Bigr) \prime 
, де 1 < \beta < 1 + 1/\alpha . Крiм того, f — фiнiтна узагальнена функцiя

(тому що носiй (supp)f — вiдрiзок [ - 1, 1] ), тобто f — згортувач у просторi
\circ 
S
1/2
1/2 (див.

[1, с. 173]). Отже, пiдхiд, розглянутий у цiй роботi, дозволяє дослiджувати нелокальну
m -точкову за часом задачу для рiвняння (13) з початковою функцiєю, яка може мати в
певнiй точцi особливiсть навiть “експоненцiального” порядку.
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