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We obtain existence conditions of continuous solutions of a class of systems of nonlinear functional-
difference equations, propose a method for construction of these solutions, and investigate the structure of
their set.

Одержано умови iснування неперервних розв’язкiв одного класу систем нелiнiйних рiзницево-
функцiональних рiвнянь, запропоновано метод побудови таких розв’язкiв i дослiджено структуру
їхньої множини.

Побудуємо неперервнi обмеженi розв’язки систем нелiнiйних рiзницево-функцiональних
рiвнянь вигляду

x(qt) = Λx(t) + f(t, x(t), x(t+ 1)), (1)

де t ∈ R, Λ — дiйсна (n × n)-вимiрна матриця вигляду Λ = diag(λ1, . . . , λn), f : R ×
×Rn×Rn → Rn, q —деяка дiйсна стала. Системи рiзницевих i рiзницево-функцiональних
рiвнянь розглянуто, зокрема, в [1 – 6].

Будемо припускати виконаними такi умови:
1) |λi| 6= 0, i = 1, 2, . . . , n, q > 0 ;
2) вектор-функцiя f(t, x, y) є неперервною обмеженою при всiх t ∈ R, x ∈ Rn, y ∈ Rn

i f(t, 0, 0) ≡ 0 ;
3) для довiльних t ∈ R, x̄, ȳ, ¯̄x, ¯̄y ∈ Rn виконується спiввiдношення

|f(t, x̄, ȳ)− f(t, ¯̄x, ¯̄y)| ≤ l(|x̄− ¯̄x|+ |ȳ − ¯̄y|), (2)

де l — деяка додатна стала.
Теорема 1. Нехай виконуються умови 1 – 3 i умови:
4) 0 < λi < 1, i = 1, . . . , n, q > 1;
5) ∆ =

2l

λ̄− λ∗
< 1, де 1 > λ̄ > λ∗ = max{λi, i = 1, . . . , n}.

Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю неперервних обмежених при t ≥ T > 0 (T — деяка
достатньо велика додатна стала) розв’язкiв у виглядi ряду

x(t) =

∞∑
i=0

xi(t), (3)

де xi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервнi обмеженi при t ≥ T > 0 вектор-функцiї, якi
задовольняють умову limt→+∞ xi(t) = 0.
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Доведення. Розглянемо послiдовнiсть систем рiвнянь вигляду

x0(qt) = Λx0(t), (40)

x1(qt) = Λx1(t) + f(t, x0(t), x0(t+ 1)), (41)

xi(qt) = Λxi(t) + f

(
t,

i−1∑
l=0

xl(t),

i−1∑
l=0

xl(t+ 1)

)
−

− f

(
t,
i−2∑
l=0

xl(t),
i−2∑
l=0

xl(t+ 1)

)
, i = 2, 3, . . . , (4i)

i покажемо, що вони мають сiм’ї неперервних обмежених при t ≥ T > 0 розв’язкiв, якi
задовольняють умову

|xi(t)| ≤M∆itν̄ , i = 1, 2, . . . , (5i)

де M — деяка додатна стала, ν̄ =
ln λ̄

ln q
, 1 > λ̄ > λ∗ = max{λi, i = 1, . . . , n}.

Дiйсно, система рiвнянь (40 ) має множину неперервних при t ≥ T > 0 розв’язкiв, якi
задовольняють умову

|x0(t)| ≤Mtν̄ , (50)

де M = maxτ |ω(τ)|. Пiдставляючи в (41 ) ряд

x1(t) =
∞∑
j=0

Λjf
(
q−(j+1)t, x0

(
q−(j+1)t

)
, x0

(
q−(j+1)t+ 1

))
, (61)

можна переконатися, що вiн є її формальним розв’язком. Бiльш цього, згiдно з (2), (50 ), i
1 > λ̄ > λ∗ = max{λi, i = 1, . . . , n}, ν̄ < 0 отримуємо

|x1(t)| ≤
∞∑
j=0

|Λ|j
∣∣∣f(q−(j+1)t, x0

(
q−(j+1)t

)
, x0

(
q−(j+1)t+ 1

))∣∣∣ ≤
≤
∞∑
j=0

(λ∗)jl
(∣∣∣x0

(
q−(j+1)t

)∣∣∣+
∣∣∣x0

(
q−(j+1)t+ 1

)∣∣∣) ≤
≤
∞∑
j=0

(λ∗)jl

(
M
(
q−(j+1)t

)ν̄
+M

(
q−(j+1)t+ 1

)ν̄)
≤

≤Ml

∞∑
j=0

(λ∗)j2
(
q−(j+1)t

)ν̄
≤M2l

∞∑
j=0

(λ∗)j
(
qν̄
)−(j+1)

tν̄ ≤

≤M2l

∞∑
j=0

(λ∗)j
(
λ̄
)−(j+1)

tν̄ ≤M2l
1

λ̄

∞∑
j=0

(
λ∗

λ̄

)j
tν̄ ≤
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≤M2l
1

λ̄

1

1− λ∗

λ̄

tν̄ ≤M 2l

λ̄− λ∗
tν̄ ≤M∆tν̄ .

Отже, системи рiвнянь (40 ), (41 ) мають сiм’ї неперервних при t ≥ T > 0 розв’язкiв,
для кожного з яких виконуються спiввiдношення (50 ), (51 ). Враховуючи умови теореми i
оцiнки (50 ), (51 ), можна послiдовно показати, що ряди

xi(t) =
∞∑
j=0

Λj

[
q−(j+1)t, f

(
i−1∑
l=0

xl

(
q−(j+1)t

)
,
i−1∑
l=0

xl

(
q−(j+1)t+ 1

))
−

− f

(
t,

i−2∑
l=0

xl

(
q−(j+1)t

)
,

i−2∑
l=0

xl

(
q−(j+1)t+ 1

))]
, i = 2, 3, . . . , (6i)

рiвномiрно збiгаються при всiх t ≥ T > 0 i є розв’язками вiдповiдних систем рiвнянь (4 i ),
i = 2, 3, . . . . Дiйсно, легко переконатися, що ряди (6 i ), i = 2, 3, . . . , є формальними
розв’язками систем рiвнянь (4 i ), i = 2, 3, . . . . Доведемо їхню збiжнiсть.

Оскiльки ряд (61 ) рiвномiрно збiгається при t ≥ T > 0, то, розмiрковуючи за iндукцiєю,
припустимо, що збiжнiсть ряду (6 i ) доведено вже для деякого i ≥ 1, i доведемо, що
ряд (6 i+1 ) також рiвномiрно збiгається при t ≥ T > 0 i виконується оцiнка (5 i+1 ). Завдяки
(2), (6 i+1 ), (5 i ) i 1 > λ̄ > λ∗ отримуємо

|xi+1(t)| ≤
∞∑
j=0

|Λ|j
∣∣∣∣∣f
(
q−(j+1)t,

i∑
l=0

xl

(
q−(j+1)t

)
,

i∑
l=0

xl

(
q−(j+1)t+ 1

))
−

− f

(
q−(j+1)t,

i−1∑
l=0

xl

(
q−(j+1)t

)
,
i−1∑
l=0

xl

(
q−(j+1)t+ 1

))∣∣∣∣∣ ≤
≤
∞∑
j=0

|Λ|jl

(∣∣∣∣∣
i∑
l=0

xl

(
q−(j+1)t

)
−

i−1∑
l=0

xl

(
q−(j+1)t

)∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣
i∑
l=0

xl

(
q−(j+1)t+ 1

)
−

i−1∑
l=0

xl

(
q−(j+1)t+ 1

)∣∣∣∣∣
)
≤

≤
∞∑
j=0

|λ∗|jl
(∣∣∣xi(q−(j+1)t

)∣∣∣+
∣∣∣xi(q−(j+1)t+ 1

)∣∣∣) ≤
≤
∞∑
j=0

(λ∗)j2lM∆i
(
q−(j+1)t

)ν̄
≤ 2lM

∞∑
j=0

(λ∗)j∆i
(
qν̄
)−(j+1)

tν̄ ≤

≤ 2lM

∞∑
j=0

(λ∗)j∆i
(
λ
)−(j+1)

tν̄ ≤ 2lM
1

λ̄

∞∑
j=0

(
λ∗

λ̄

)j
∆itν̄ ≤

≤ 2l

1− λ∗

λ̄

1

λ̄
M∆itν̄ ≤ 2l

λ̄− λ∗
M∆itν̄ ≤M∆i+1tν̄ .
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Отже, системи рiвнянь (4 i ), i = 1, 2, . . . , мають розв’язки у виглядi рядiв (6 i ), i =

= 1, 2, . . . , що рiвномiрно збiгаються при t ≥ T > 0 до деяких неперервних вектор-функцiй
xi(t), i = 1, 2, . . . , якi задовольняють умови (5 i ). Iз (5 i ) безпосередньо випливає, що ряд (3)
рiвномiрно збiгається при всiх t ≥ T > 0 до деякої неперервної вектор-функцiї x(t), яка є
розв’язком системи рiвнянь (1) i задовольняє умову

|x(t)| ≤ M

1−∆
tν̄ .

Теорему 1 доведено.
Теорема 2. Нехай виконуються умови 1 – 3 та умови:
6) λi > 1, i = 1, . . . , n, 0 < q < 1;

7) ∆ =
2l

λ∗ − λ
< 1, де 1 < λ < λ∗ = min{λi, i = 1, 2, . . . , n}.

Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю неперервних обмежених при t ≥ T > 0 (T — деяка
достатньо велика додатна стала) розв’язкiв у виглядi ряду

x(t) =

∞∑
i=0

xi(t), (4)

де xi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервнi обмеженi при t ≥ T > 0 вектор-функцiї, якi
задовольняють умову limt→+∞ xi(t) = 0.

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть систем рiвнянь вигляду

x0(qt) = Λx0(t), (80)

x1(qt) = Λx1(t) + f(t, x0(t), x0(t+ 1)), (81)

xi(qt) = Λxi(t) + f

(
t,
i−1∑
l=0

xl(t),
i−1∑
l=0

xl(t+ 1)

)
−

− f

(
t,
i−2∑
l=0

xl(t),
i−2∑
l=0

xl(t+ 1)

)
, i = 2, 3, . . . , (8i)

i покажемо, що вони мають сiм’ї неперервних обмежених при t ≥ T > 0 розв’язкiв, якi
задовольняють умову

|xi(t)| ≤M∆itν , i = 1, 2, . . . , (9i)

де M — деяка додатна стала, ν =
lnλ

ln q
, 1 < λ < λ∗ = min{λi, i = 1, 2, . . . , n}.

Дiйсно, система рiвнянь (40 ) має множину неперервних при t ≥ T > 0 розв’язкiв, якi
задовольняють умову

|x0(t)| ≤Mtν , (90)

де M = maxτ |ω(τ)|. Пiдставляючи в (81 ) ряд

x1(t) = −
∞∑
j=0

Λ−(j+1)f
(
qjt, x0

(
qjt
)
, x0(qjt+ 1)

)
, (101)
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можна переконатися, що вiн є її формальним розв’язком. Бiльш того, завдяки умовам 2, 3
i (90 ) отримуємо

|x1(t)| ≤
∞∑
j=0

∣∣Λ−1
∣∣j+1∣∣f(qjt, x0

(
qjt
)
, x0

(
qjt+ 1

))∣∣ ≤
≤
∞∑
j=0

(
1

λ∗

)j+1

l
(∣∣x0

(
qjt
)∣∣+

∣∣x0

(
qjt+ 1

)∣∣) ≤
≤ 1

λ∗

∞∑
j=0

(
1

λ∗

)j
l
(
M
(
qjt
)ν

+M
(
qjt+ 1

)ν) ≤
≤ 1

λ∗

∞∑
j=0

(
1

λ∗

)j
2lM

(
qjt
)ν ≤ 2lM

1

λ∗

∞∑
j=0

(
λ

λ∗

)j
tν ≤

≤M 1

λ∗

2l

1− λ

λ∗

tν ≤M 2l

λ∗ − λ
tν ≤M∆tν .

Отже, системи рiвнянь (80 ), (81 ) мають сiм’ї неперервних при t ≥ T > 0 розв’язкiв,
для кожного з яких виконуються спiввiдношення (90 ), (91 ).

Враховуючи умови теореми та оцiнки (90 ), (91 ), можна послiдовно показати, що ряди

xi(t) = −
∞∑
j=0

Λ−(j+1)

[
f

(
qjt,

i−1∑
l=0

xl
(
qjt
)
,

i−1∑
l=0

xl
(
qjt+ 1

))
−

− f

(
qjt,

i−2∑
l=0

xl
(
qjt
)
,

i−2∑
l=0

xl
(
qjt+ 1

))]
, i = 2, 3, . . . , (10i)

рiвномiрно збiгаються при всiх t ≥ T > 0 i є розв’язками вiдповiдних систем рiвнянь (8 i ),
i = 2, 3, . . . . Дiйсно, легко переконатися, що ряди (10 i ), i = 2, 3, . . . , є формальними
розв’язками систем рiвнянь (8 i ), i = 2, 3, . . . . Доведемо їхню збiжнiсть.

Справдi, оскiльки ряд (101 ) рiвномiрно збiгається при t ≥ T > 0, то, розмiрковуючи
за iндукцiєю, припустимо, що збiжнiсть ряду (10 i ) доведено вже для деякого i ≥ 1 i
доведемо, що ряд (10 i+1 ) також рiвномiрно збiгається при t ≥ T > 0, а також виконується
оцiнка (9 i+1 ). Завдяки умовi 3, (10 i+1 ), (9 i ) та 1 < λ < λ∗ отримаємо

|xi+1(t)| ≤
∞∑
j=0

∣∣Λ−1
∣∣j+1

∣∣∣∣∣f
(
qjt,

i∑
l=0

xl
(
qjt
)
,

i∑
l=0

xl
(
qjt+ 1

))
−

−

(
qjt,

i−1∑
l=0

xl
(
qjt
)
,
i−1∑
l=0

xl
(
qjt+ 1

))∣∣∣∣∣ ≤
≤
∞∑
j=0

∣∣Λ−1
∣∣j+1

l

(∣∣∣∣∣
i∑
l=0

xl
(
qjt
)
−

i−1∑
l=0

xl
(
qjt
)∣∣∣∣∣+
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+

∣∣∣∣∣
i∑
l=0

xl
(
qjt+ 1

)
−

i−1∑
l=0

xl
(
qjt+ 1

)∣∣∣∣∣
)
≤

≤
∞∑
j=0

(
1

λ∗

)j+1

l
(∣∣xi(qjt)∣∣+

∣∣xi(qjt+ 1
)∣∣) ≤

≤ 2Ml∆i 1

λ∗

∞∑
j=0

(
1

λ∗

)j(
qjt
)ν ≤

≤ 2Ml∆i 1

λ∗

∞∑
j=0

(
1

λ∗

)j
(qν)jtν ≤ 2Ml∆i 1

λ∗

∞∑
j=0

(
λ

λ∗

)j
tν ≤

≤M∆i 1

λ∗

2l

1− λ

λ∗

tν ≤M∆i 2l

λ∗ − λ
tν ≤M∆i+1tν .

Отже, системи рiвнянь (8 i ), i = 1, 2, . . . , мають розв’язки у виглядi рядiв (10 i ), i =

= 1, 2, . . . , що рiвномiрно збiгаються при t ≥ T > 0 до деяких неперервних вектор-функцiй
xi(t), i = 1, 2, . . . , якi задовольняють умови (9 i ). Iз (9 i ) безпосередньо випливає, що ряд (4)
рiвномiрно збiгається при всiх t ≥ T > 0 до деякої неперервної вектор-функцiї x(t), яка
задовольняє умову

|x(t)| ≤ M

1−∆
tν .

Теорему 2 доведено.
Розглянемо тепер систему нелiнiйних рiзницево-функцiональних рiвнянь вигляду (1)

при λi < 0, i = 1, . . . , n, у випадках, коли виконуються умови:
a) |λi| > 1, i = 1, . . . , n, 0 < q < 1 ;
б) |λi| < 1, i = 1, . . . , n, q > 1.

Покажемо, що така система рiвнянь має розв’язки у виглядi ряду

x(t) =
∞∑
i=0

xi(t), (5)

де xi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервнi вектор-функцiї. Дiйсно, пiдставивши (5) у (1),
отримаємо

∞∑
i=0

xi(qt) = Λ

∞∑
i=0

xi(t) + f

(
t,
∞∑
i=0

xi(t),

∞∑
i=0

xi(t+ 1)

)
,

звiдки випливає, що якщо вектор-функцiї xi(t), i = 0, 1, . . . , є розв’язками послiдовностi
систем рiвнянь

x0(qt) = Λx0(t), (120)

x1(qt) = Λx1(t) + f(t, x0(t), x0(t+ 1)), (121)
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xi(qt) = Λxi(t) + f

(
t,
i−1∑
l=0

xl(t),
i−1∑
l=0

xl(t+ 1)

)
−

− f

(
t,
i−2∑
l=0

xl(t),
i−2∑
l=0

xl(t+ 1)

)
, i = 2, . . . , n, (12i)

то ряд (5) буде формальним розв’язком системи рiвнянь (1).
Система рiвнянь (120 ) має множину неперервних при t ≥ T > 0 розв’язкiв вигляду

x0(t) = tνω

(
ln t

ln q

)
, (130)

де ω(τ) = (ω1(τ), ω2(τ), . . . , ωn(τ)), ωi(τ), i = 1, . . . , n, — довiльнi неперервнi вектор-
функцiї, що задовольняють умову ωi(τ + 1) = signλiωi(τ), i

tν = diag

(
t
ln |λ1|
ln q , t

ln |λ2|
ln q , . . . , t

ln |λn|
ln q

)
.

Розглядаючи послiдовно системи рiвнянь (12 i ), i = 1, 2, . . . , можна переконатися, що
вони мають формальнi розв’язки у виглядi рядiв

x1(t) = −
∞∑
j=0

Λ−(j+1)f
(
qjt, x0

(
qjt
)
, x0

(
qjt+ 1

))
, (131)

xi(t) = −
∞∑
j=0

Λ−(j+1)

[
f

(
qjt,

i−1∑
l=0

xl
(
qjt
)
,
i−1∑
l=0

xl
(
qjt+ 1

))
−

− f

(
qjt,

i−2∑
l=0

xl
(
qjt
)
,
i−2∑
l=0

xl
(
qjt+ 1

))]
, i = 2, 3 . . . . (13i)

Аналогiчно з доведенням теореми 2 можна показати, що при виконаннi умов 1 – 3, а)
i ∆ =

2l

λ∗ − λ
< 1, де 1 < λ < λ∗ = min{|λi|, i = 1, 2, . . . , n}, ряди (13 i ), i = 1, 2, . . . ,

рiвномiрно збiгаються до деяких неперервних вектор-функцiй xi(t), i = 1, 2, . . . , для яких
виконуються оцiнки

|xi(t)| ≤M∆itν , i = 1, 2, . . . . (14)

де M — деяка додатна стала, ν =
lnλ

ln q
, 1 < λ < λ∗ = min{λi, i = 1, 2, . . . , n}.

Отже, ряди (13 i ), i = 1, 2, . . . , рiвномiрно збiгаються при всiх t ≥ T > 0 до деяких
неперервних функцiй xi(t), i = 1, 2, . . . , для яких виконуються оцiнки (14). Iз (14) безпосе-
редньо випливає, що ряд (5) рiвномiрно збiгається при всiх t ≥ T > 0 до деякої неперервної
функцiї x(t), яка задовольняє умову

|x(t)| ≤ M

1−∆
tν .

Таким чином, довели таку теорему.
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Теорема 3. Нехай виконуються умови 1 – 3 i умови:
8) |λi| > 1, i = 1, . . . , n, λi < 0, 0 < q < 1;

9) ∆ =
2l

λ∗ − λ
< 1, де 1 < λ < λ∗ = min{|λi|, i = 1, 2, . . . , n}.

Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю неперервних обмежених при t ≥ T > 0 (T —деяка до-

статньо велика додатна стала) розв’язкiв x(t) = x

(
t, ω

(
ln t

ln q

))
, що залежить вiд довiльної

неперервної вектор-функцiї ω(τ) такої, що ω(τ + 1) = −ω(τ).

Аналогiчно до теореми 1, можна довести подiбний результат для випадку б), коли
|λi| < 1, i = 1, . . . , n, λi < 0, q > 1.

Теорема 4. Нехай виконуються умови 1 – 3 i умови:
10) |λi| < 1, i = 1, . . . , n, λi < 0, q > 1;

11) ∆ =
l

1− λ∗
< 1, де 1 > λ∗ > max{|λi|, i = 1, . . . , n}.

Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю неперервних обмежених при t ≥ T > 0 (T — де-

яка достатньо велика додатна стала) розв’язкiв x(t) = x

(
t, ω

(
ln t

ln q

))
, що залежить вiд

довiльної неперервної вектор-функцiї ω(τ) такої, що ω(τ + 1) = −ω(τ).
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