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We consider two linear set-valued integral equations, prove conditions for the existence of their solutions,
and obtain the form of their sections at every time in the analytic form. The results are illustrated with
model examples.

Розглянуто два лiнiйнi множиннозначнi iнтегральнi рiвняння. Доведено умови iснування їхнiх
розв’язкiв i отримано в аналiтичному виглядi форму їхнiх перерiзiв у кожний момент часу. Ре-
зультати проiлюстровано модельними прикладами.

1. Вступ. У роботi [1] F. S. de Blasi та F. Iervolino розглянули множиннозначнi диферен-
цiальнi рiвняння з похiдною Хукухари. Надалi багато авторiв дослiджували властивостi
розв’язкiв множиннозначних диференцiальних рiвнянь [2 – 12], множиннозначних iнтегро-
диференцiальних та iнтегральних рiвнянь [13 – 19], множиннозначних iмпульсних рiвнянь
[20 – 22], множиннозначних дискретних систем [23 – 25], а також множиннозначних дифе-
ренцiальних включень [2, 22, 26, 27]. Такi рiвнянняшироко застосовуються при дослiджен-
нi звичайних диференцiальних (iнтегральних, iмпульсних та iн.) включень [2, 6, 20, 28] i
нечiтких диференцiальних (iнтегральних, iмпульсних та iн.) рiвнянь i включень [3, 29 – 34].
Також останнiм часом iнтенсивно дослiджуються множиннозначнi та нечiткi системи ке-
рування [35 – 47], тобто системи, в яких поведiнка об’єкта описується керованими мно-
жиннозначними або нечiткими рiвняннями.

У цiй статтi розглянуто два лiнiйнi множиннозначнi iнтегральнi рiвняння. Доведено
умови iснування їхнiх розв’язкiв i отримано в аналiтичному виглядi форму їхнiх перерiзiв
у кожний момент часу. Результати проiлюстровано на модельних прикладах.

2.Основнi означення i позначення. Нехай conv
\bigl( 
\BbbR n
\bigr) 
, n \geq 2,—простiр непустих опуклих

компактних пiдмножин простору \BbbR n з метрикою Гаусдорфа

h(A,B) = min\{ r \geq 0 : A \subset B +Br(0), B \subset A+Br(0)\} ,

де A,B \in conv
\bigl( 
\BbbR n
\bigr) 
, Br(c) = \{ x \in \BbbR n : \| x - c\| \leq r\} .
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Крiм звичайних теоретико-множинних операцiй розглянемо у просторi conv
\bigl( 
\BbbR n
\bigr) 
ще

двi операцiї: суму множин i добуток скаляра на множину:

A+B = \{ a+ b : a \in A, b \in B\} i \lambda A = \{ \lambda a : a \in A, \lambda \in \BbbR \} .

Цi операцiї мають такi основнi властивостi [2, 3]:
1)
\bigl( 
conv

\bigl( 
\BbbR n
\bigr) 
, h
\bigr) 
— повний метричний простiр;

2) h(A+ C,B + C) = h(A,B);

3) h(\lambda A, \lambda B) = | \lambda | h(A,B) для всiх A,B,C \in conv
\bigl( 
\BbbR n
\bigr) 
i \lambda \in \BbbR .

Однак простiр conv
\bigl( 
\BbbR n
\bigr) 
не є лiнiйним простором щодо наведених операцiй, оскiльки в

загальному випадку не можливо ввести поняття протилежного елемента для A \in conv
\bigl( 
\BbbR n
\bigr) 
,

тобто в загальному випадку A+( - 1)A \not = \{ 0\} , хоча, якщо A \in \BbbR n, то для нього протилежний
елемент iснує. Вiдсутнiсть протилежного елемента у просторi conv

\bigl( 
\BbbR n
\bigr) 
призводить до

неоднозначного введення поняття рiзницi множин i умов її iснування.
Далi використовуємо рiзницю Хукухари [48].
Означення 1 [48]. Нехай X,Y \in conv

\bigl( 
\BbbR n
\bigr) 
. Множина Z \in conv

\bigl( 
\BbbR n
\bigr) 
така, що X =

= Y + Z, називається рiзницею Хукухари множин X, Y i позначається X
H
 - Y .

Зауваження 1. Рiзниця Хукухари є окремим випадком рiзницi Мiнковського, коли Y
повнiстю вимiтає множину X [2, 3, 20].

Наведемо основнi властивостi рiзницi Хукухари [2, 3, 20]:

1) якщо рiзниця Хукухари двох множин A
H
 - B iснує, то вона єдина;

2) A
H
 - A = \{ 0\} для всiх A \in conv

\bigl( 
\BbbR n
\bigr) 
;

3) (A+B)
H
 - B = A для всiх A,B \in conv

\bigl( 
\BbbR n
\bigr) 
.

Також додамо ще одну операцiю добутку матрицi на множину

AX = \{ Ax : x \in X\} ,

де A \in \BbbR n\times n — дiйсна (n\times n)-вимiрна матриця, X \in conv
\bigl( 
\BbbR n
\bigr) 
.

Теорема 1 [47, 49]. Для будь-якої матрицi A \in \BbbR n\times n iснують двi ортогональнi (n\times n)-
вимiрнi матрицi U та V такi, що UTAV = \Sigma , де \Sigma —дiагональна матриця. Також можна
обрати матрицi U та V таким чином, що дiагональнi елементи матрицi \Sigma задовольняють
умову \sigma 1 \geq \sigma 2 \geq . . . \geq \sigma r > \sigma r+1 = . . . = \sigma n = 0, де r — ранг матрицi A. Тобто, якщо A є
невиродженою матрицею, то \sigma 1 \geq \sigma 2 \geq . . . \geq \sigma n > 0.

Вiдповiдно, матрицю A можна записати у виглядi A = U\Sigma V T . Ця декомпозицiя нази-
вається сингулярною декомпозицiєю. Стовпцi \bfu \bfone , . . . ,\bfu \bfn матрицi U називаються лiвими
сингулярними векторами, стовпцi \bfv \bfone , . . . ,\bfv \bfn матрицi V — правими сингулярними векто-
рами, а числа \sigma 1, . . . , \sigma n — сингулярними числами матрицi A.

Згiдно з [47] множина Y = \{ Ax : x \in B1(\bfzero ), A \in \BbbR n\times n\} є r -вимiрним елiпсоїдом i його
пiвосi дорiвнюють вiдповiдним сингулярним числам матрицi A, де r = rank(A).

Зауваження 2. Очевидно, що якщо матриця A \in \BbbR n\times n є ортогональною матрицею, то
AB1(0) \equiv B1(0).

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2022, т. 25, № 4



IСНУВАННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ ЛIНIЙНИХ МНОЖИННОЗНАЧНИХ IНТЕГРАЛЬНИХ РIВНЯНЬ I ЇХНI ВЛАСТИВОСТI 351

3. Основний результат. Розглянемо лiнiйнi множиннозначнi iнтегральнi рiвняння

X(t) +A

t\int 
0

X(s) ds = B1(0) (1)

i

X(t) = B1(0) +A

t\int 
0

X(s)ds, (2)

де X : [0, T ] \rightarrow conv
\bigl( 
\BbbR n
\bigr) 
— невiдоме множиннозначне вiдображення, A \in \BbbR n\times n — неви-

роджена матриця. Iнтеграл розумiємо у сенсi iнтеграла Хукухари [48].
Означення 2. Множиннозначне вiдображення X : [0, T ] \rightarrow conv

\bigl( 
\BbbR n
\bigr) 
називається розв’яз-

ком iнтегрального рiвняння (1), (2), якщо воно неперервне та задовольняє iнтегральне рiвнян-
ня (1), (2) на промiжку [0, T ].

Зауваження 3. Диференцiальне рiвняння з похiдною Хукухари

DHX(t) = AX(t), X(0) = B1(0),

локально еквiвалентне множиннозначному iнтегральному рiвнянню (2) [2 – 4, 20], де
DHX(t) — похiдна Хукухари множиннозначного вiдображення X(\cdot ) [48].

Зауваження 4. Диференцiальне рiвняння iз загальною похiдною

DX(t)
h
\Phi ( - \phi (t))AX(t) = \Phi (\phi (t))AX(t), X(0) = B1(0), (3)

є локально еквiвалентним множиннозначним iнтегральним рiвнянням, яке є окремим ви-
падком множиннозначних iнтегральних рiвнянь (1) i (2) [9, 10], де DX(t) — загальна
похiдна множиннозначного вiдображення X(\cdot ) [7, 9, 10]; \phi : [0, T ] \rightarrow [ - 1, 1] —неперервна

функцiя; \Phi (\phi ) =
\Biggl\{ 
1, \phi > 0,

0, \phi \leq 0.

Наприклад, якщо \phi (\cdot ) є вiд’ємною неперервною функцiєю, то (3) еквiвалентне рiв-
нянню (1). Також якщо \phi (\cdot ) є невiд’ємною неперервною функцiєю, то (3) еквiвалентне
рiвнянню (2).

Випадок 1. Спочатку доведемо таку допомiжну лему.
Лема 1. Якщо X + Y = B1(0), то X = B\mu (z1) i Y = B\lambda (z2) такi, що \mu + \lambda = 1 i

z1 + z2 = 0.

Доведення. Якщо X + Y = B1(0), то X = B1(0)
H
 - Y. Тодi для iснування рiзницi

Хукухари B1(0)
H
 - Y необхiдно i достатньо, щоб множини B1(0) i Y були позитивно

гомотетичнi, тобто Y = z2 + \lambda B1(0), де z2 \in \BbbR n i 0 \leq \lambda \leq 1. Звiдси Y = B\lambda (z2) i,
вiдповiдно, X = B\mu (z1). Отже, B\mu (z1) + B\lambda (z2) = B\mu +\lambda (z1 + z2) = B1(0), тобто \mu + \lambda = 1
i z1 + z2 = 0.

Лему 1 доведено.
Зауваження 5. Якщо з кулi BR(a) вiднiмається в сенсi Хукухари множина X i рiзниця

BR(a)
H
 - X iснує, то ця множина X також є кулею Br(b), радiус якої r такий, що r \leq R.
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Теорема 2. Якщо всi сингулярнi числа матрицi A \in \BbbR n\times n рiвнi \sigma 1 = . . . = \sigma n = \sigma , то
iнтегральне рiвняння (1) має розв’язок X(\cdot ) такий, що

X(t) = e - t\sigma B1(0), t \geq 0.

Доведення проведемо безпосередньою пiдстановкою множиннозначного вiдображення
X(\cdot ) в iнтегральне рiвняння (1) i перевiркою виконання тотожностi. Легко бачити, що

e - \sigma tB1(0) +A

t\int 
0

e - \sigma sB1(0) ds = B1(0) \Rightarrow e - \sigma tB1(0) +A

t\int 
0

e - \sigma s dsB1(0) = B1(0) \Rightarrow 

\Rightarrow e - \sigma tB1(0) +A\sigma  - 1
\bigl( 
1 - e - \sigma t

\bigr) 
B1(0) = B1(0) \Rightarrow 

\Rightarrow Be - \sigma t(0) +AB\sigma  - 1(1 - e - \sigma t)(0) = B1(0).

Оскiльки матриця A така, що \sigma 1 = . . . = \sigma n = \sigma , то сингулярна декомпозицiя матрицi
A має вигляд A = U\Sigma V T , де U, V — ортогональнi матрицi та \Sigma = \sigma I. Також зазначимо,
що V TBr(0) = Br(0) i UBr(0) = Br(0) для всiх r > 0. Тобто

AB\sigma  - 1(1 - e - \sigma t)(0) \equiv U\Sigma V TB\sigma  - 1(1 - e - \sigma t)(0) \equiv \sigma UIV TB\sigma  - 1(1 - e - \sigma t)(0) \equiv 

\equiv \sigma B\sigma  - 1(1 - e - \sigma t)(0) \equiv B1 - e - \sigma t(0).

Звiдси маємо

Be - \sigma t(0) +B1 - e - \sigma t(0) \equiv Be - \sigma t+1 - e - \sigma t(0) \equiv B1(0).

Теорему 2 доведено.
Приклад 1. Нехай

A =

\Biggl( \surd 
3 1

 - 1
\surd 
3

\Biggr) 
.

Тодi сингулярна декомпозицiя має вигляд

U\Sigma V T =

\left(     - 
\surd 
3

2

1

2
1

2

\surd 
3

2

\right)    
\Biggl( 
2 0

0 2

\Biggr) \Biggl( 
 - 1 0

0 1

\Biggr) 

i, вiдповiдно, сингулярнi числа \sigma 1 = \sigma 2 = 2. Тобто iнтегральне рiвняння (1) має розв’язок
X(t) = e - 2tB1(0) (рис. 1).

Теорема 3. Якщо матриця A \in \BbbR n\times n має хоча б два рiзних сингулярних числа, то iнте-
гральне рiвняння (1) не має розв’язку.

Доведення. Будемо доводити теорему вiд супротивного. Нехай iнтегральне рiвняння
має розв’язок X(\cdot ), тобто для всiх t \geq 0

X(t) +A

t\int 
0

X(s) ds = B1(0).
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Рис. 1. Розв’язок X(t), t \in [0, 1].

Зафiксуємо деяке довiльне T > 0. Тодi X(T ) +A

\int T

0
X(s)ds = B1(0). Звiдси

B1(0)
H

X(T ) = A

T\int 
0

X(s)ds.

Оскiльки B1(0) є кулею i рiзницяХукухари B1(0)
H
 - X(T ) iснує, то X(T ) такожбуде кулею,

тобто X(T ) \equiv Br(T )(0), де 0 \leq r(T ) \leq 1. I тому що T є довiльним, то X(t) \equiv Br(t)(0) для
всiх t \geq 0. Вiдповiдно,

T\int 
0

X(s)ds =

T\int 
0

Br(s)(0)ds =

T\int 
0

r(s)dsB1(0) = R(T )B1(0) = BR(T )(0),

де R(T ) =

\int T

0
r(t)ds.

Тобто, ми маємо

Br(T )(0) +ABR(T )(0) = B1(0). (4)

Через те що матриця A має хоча б два рiзних сингулярних числа, то ABR(T )(0) є
елiпсоїдом. Звiдси Br(T )(0) +ABR(T )(0) не є кулею. Тобто рiвнiсть (4) не виконується i ми
отримали протирiччя.

Теорему 3 доведено.
Випадок 2. З [18, 19] випливає така теорема.
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Теорема 4. Розв’язок X(\cdot ) iнтегрального рiвняння (2) iснує.
Далi ми отримаємо деякi властивостi розв’язкiв цього iнтегрального рiвняння.
Теорема 5. Якщо всi сингулярнi числа матрицi A \in \BbbR n\times n рiвнi \sigma 1 = . . . = \sigma n = \sigma , то

iнтегральне рiвняння (2) має розв’язок X(\cdot ) такий, що X(t) = e\sigma tB1(0), t \geq 0.
Доведення. Легко отримати, що

e\sigma tB1(0) = B1(0) +A

t\int 
0

e\sigma sB1(0)ds \Rightarrow 

\Rightarrow e\sigma tB1(0) = B1(0) +A

t\int 
0

e\sigma s dsB1(0) \Rightarrow 

\Rightarrow e\sigma tB1(0) = B1(0) +A\sigma  - 1
\bigl( 
e\sigma t  - 1

\bigr) 
B1(0) \Rightarrow 

\Rightarrow Be\sigma t(0) = B1(0) +AB\sigma  - 1(e\sigma t - 1)(0).

Оскiльки матриця A така, що \sigma 1 = . . . = \sigma n = \sigma , то сингулярна декомпозицiя матрицi
A має вигляд A = U\Sigma V T , де \Sigma = \sigma I, а U, V — ортогональнi матрицi. Вiдповiдно,

AB\sigma  - 1(e\sigma t - 1)(0) \equiv U\Sigma V TB\sigma  - 1(e\sigma t - 1)(0) \equiv \sigma UIV TB\sigma  - 1(e\sigma t - 1)(0) \equiv 

\equiv \sigma B\sigma  - 1(e\sigma t - 1)(0) \equiv Be\sigma t - 1(0).

Звiдси

Be\sigma t(0) = B1(0) +Be\sigma t - 1(0) \Rightarrow Be\sigma t(0) = B1+e\sigma t - 1(0) \Rightarrow Be\sigma t(0) = Be\sigma t(0).

Теорему 5 доведено.
Приклад 2. Нехай

A =

\Biggl( 
1

\surd 
3

 - 
\surd 
3 1

\Biggr) 
.

Тодi сингулярна декомпозицiя має вигляд

U\Sigma V T =

\left(     
 - 1

2

\surd 
3

2
\surd 
3

2

1

2

\right)     
\Biggl( 
2 0

0 2

\Biggr) \Biggl( 
 - 1 0

0 1

\Biggr) 

i, вiдповiдно, сингулярнi числа \sigma 1 = \sigma 2 = 2. Тобто iнтегральне рiвняння (1) має розв’язок
X(t) = e2tB1(0) (рис. 2).

Теорема 6. Якщо матриця A \in \BbbR n\times n є симетричною матрицею, то iнтегральне рiвнян-
ня (2) має розв’язок X(\cdot ) такий, що X(t) є елiпсоїдом для всiх t > 0. Причому пiвосi елiпсоїда
дорiвнюють e\sigma it, i = 1, n, де \sigma i, i = 1, n, — сингулярнi числа матрицi A.

Доведення. Оскiльки матриця A є симетричною, то всi її власнi числа \lambda i, i = 1, n,
є дiйсними та її можна подати у виглядi Q\Lambda QT , де Q — ортогональна матриця, стовпцi
якої мiстять ортонормований базис iз власних векторiв, а \Lambda є дiагональною матрицею з
власними значеннями матрицi A на дiагоналi такою, що | \lambda i| \geq | \lambda i+1| , i = 1, n - 1.
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Рис. 2. Розв’язок X(t), t \in [0, 1].

Запишемо розв’язок X(\cdot ) iнтегрального рiвняння (2) у виглядi

X(t) = B1(0) + tAB1(0) +
t2

2!
A2B1(0) + . . .+

tk

k!
AkB1(0) + . . . .

Тому що

tk

k!
AkB1(0) =

tk

k!
Q\Lambda kQTB1(0) =

tk

k!
Q\Lambda kB1(0) =

tk

k!
Q| \Lambda | kDkB1(0) =

=
tk

k!
Q| \Lambda | kB1(0) =

tk

k!
Q\Sigma kB1(0),

то

X(t) = U

\infty \sum 
i=0

ti

i!
\Sigma iB1(0) = Uet\Sigma B1(0),

де \Sigma = | \Lambda | = \Lambda D1, матриця Dk така, що dij = 0, якщо i \not = j i

dii =

\left\{         
1, якщо k парне,

1, якщо k непарне i \lambda i > 0,

 - 1, якщо k непарне i \lambda i < 0.

Очевидно, et\Sigma B1(0) є елiпсоїдом, пiвосi якого дорiвнюють e\sigma it, i = 1, n, а матриця Q
визначає поворот елiпсоїда щодо осей координат.

Теорему 6 доведено.
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Рис. 3. Розв’язок X(t), t \in [0, 1].

Приклад 3. Нехай

A =

\left(    
1

3

1

2

1

2
 - 1

\right)    .

Тодi

Q\Lambda QT =

\Biggl( 
 - 0,3162  - 0,9487

0,9487  - 0,3162

\Biggr) \Biggl( 
 - 1,1667 0

0 0,5000

\Biggr) \Biggl( 
 - 0,3162 0,9487

 - 0,9487  - 0,3162

\Biggr) 
i, вiдповiдно,

e\Sigma t =

\Biggl( 
e1,1667 t 0

0 e0,5 t

\Biggr) 
.

Також зауважимо, що матриця Q задає поворот елiпса на 108,4\circ (рис. 3).
Теорема 7. Якщо матриця A \in \BbbR n\times n є додатно визначеною матрицею, то iнтегральне

рiвняння (2) має розв’язок X(\cdot ) такий, що X(t) є елiпсоїдом для всiх t > 0. Причому пiвосi
елiпсоїда дорiвнюють e\lambda it, i = 1, n, де \lambda i, i = 1, n, — власнi числа матрицi A.

Доведення. Оскiльки матриця A є додатно визначеною, то всi власнi числа \lambda i, i =
= 1, n, матрицi A є дiйсними й додатними i вона зображувана у виглядi Q\Lambda QT , де Q —
ортогональна матриця, стовпцi якої мiстять ортонормований базис iз власних векторiв, а
\Lambda — дiагональна матриця з власними значеннями матрицi A на дiагоналi. Тому що

eAtB1(0) = B1(0) +A

t\int 
0

eAsB1(0)ds \Rightarrow 
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\Rightarrow eQ\Lambda QT tB1(0) = B1(0) +Q\Lambda QT

t\int 
0

eQ\Lambda QT sB1(0)ds \Rightarrow 

\Rightarrow Qe\Lambda tQTB1(0) = B1(0) +Q\Lambda QT

t\int 
0

Qe\Lambda sQTdsB1(0) \Rightarrow 

\Rightarrow Qe\Lambda tB1(0) = B1(0) +Q\Lambda 

t\int 
0

e\Lambda sdsB1(0) \Rightarrow 

\Rightarrow Qe\Lambda tB1(0) = B1(0) +Qe\Lambda tB1(0)
H

B1(0) \Rightarrow 

\Rightarrow Qe\Lambda tB1(0) = Qe\Lambda tB1(0),

то X(t) = eAtB1(0) є розв’язком iнтегрального рiвняння (2).
Оскiльки \Sigma = \Lambda i Qe\Lambda tQT є сингулярною декомпозицiєю матрицi eAt для всiх t \geq 0,

то пiвосi елiпсоїда X(t) будуть рiвними e\lambda it, i = 1, n.

Також зауважимо, що X(t) = eAtB1(0) = Qe\Lambda tB1(0), тобто матриця Q буде задавати
поворот елiпсоїда щодо осей координат.

Теорему 7 доведено.
Зауваження 6. Легко перевiрити, що розв’язок iнтегрального рiвняння (2) має власти-

вiсть X(t) = ( - 1)X(t) для всiх t \geq 0.

Зауваження 7. Якщо матриця A \in \BbbR n\times n є вiд’ємно визначеною матрицею, то вiдповiд-
ний розв’язок iнтегрального рiвняння (2) спiвпадає з розв’язком iнтегрального рiвняння (2),
який вiдповiдає матрицi ( - 1)A. Тому

( - 1)A

t\int 
0

X(s)ds = A

t\int 
0

( - 1)X(s)ds = A

t\int 
0

X(s) ds,

де X(t) — розв’язок iнтегрального рiвняння (2).
Приклад 4. Нехай

A =

\left(    
1

3

1

2

1

2
1

\right)    .

Тодi

Q\Lambda QT =

\Biggl( 
 - 0,4719  - 0,8817

 - 0,8817 0,4719

\Biggr) \Biggl( 
1,2676 0

0 0,0657

\Biggr) \Biggl( 
 - 0,4719  - 0,8817

 - 0,8817 0,4719

\Biggr) 
i, вiдповiдно,

e\Lambda t =

\Biggl( 
e1,2676 t 0

0 e0,0657 t

\Biggr) 
.

Також зауважимо, що матриця Q задає поворот елiпса на 61,8\circ (рис. 4).
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Рис. 4. Розв’язок X(t), t \in [0, 1].
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